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i. 

Beiträge    zur  Summirung  der  Reihen. 


Von 


Herrn   Hofratb  Oettinger 

xn  Freiburg  i.  B. 


I.    Sommlniiiff  der  reclproken  Potensearellien. 

S-  1. 

Die  Grandlage  für  die  Summirung  einfacher  Reihen ,  deren 
Glieder  mit  einerlei  oder  abwechselnden  Gliedern  versehen  sind, 
bilden  folgende  Gleichungen: 

1)  X0+Xl  +  X%+....Xn  =  4-lXn+l—  A~lX0, 

Jf  bedeutet  hier  irgend  eine  Function  von  x\  die  Glieder  der  Reihe 
entstehen  dadurch,  dass  x  je  um  einen  bestimmten  Werth  (dx) 
wächst,  und  X0=fx,  Xn=f(x  +  nAx:)  bedeutet.  Das  Vielfache 
der  Zunahme  ist  durch  die  Stellenzahlen  angezeigt.  A~l  bezeichnet 
den  ersten  negativen  Unterschied  (wofür  auch  das  Zeichen  2 
geschrieben  wird)  und  f-1  die  erste  negative  Au fstufung  der  Func- 
tionen, welche  die  einzelnen  Glieder  der  zu  summirenden  Reihe 
erzeugt  Die  Begründung  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
findet  sich  in  meiner  Lehre  von  den  aufsteigender»  Functio- 
nen.  $.7*2.  nachgewiesen. 

So  oft  die  Darstellung  von  A-1  und  f-1  für  irgend  eine  Func- 
tion gelingt,  kann  man  auch  die  fragliche  Reihe  summiren.  Da 
man  nun,  wie  ich  schon  in  derohen  angeführten  Schrift  und  später 
auch  in  meiner  Theorie  der  analytischen  Functionen  §.19u.20. 

Th*il  XXTI.  1 


•  * 
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-\  gejfeigt  Ji&be,   die  -negativen  Unterschiede  and  Aufstufungen  dei 

Fanctionen  darstellen  kann,  so  wird  es  auch  möglich  sein,  jede 
Im  einzelnen  Falle  vorliegende,  durch  irgend  eine  Function  er- 
zeugte Reihe  zu  summiren. 

Die  Darstellung  des  Summenausdmcks  einer  Reihe  beruht 
nun  auf  Entwicklung  der  zwei  in  1)  und  2)  angezeigten  Ausdrücke 
Beide  sind  wesentliche  Bestandteile  des  Summenausdrucks  unc 
werden  auf  eine  und  dieselbe  Weise  erzeugt.  Man  kann  die  Summe 
auch  zwischen  den  Grenzen  a  und  n  nehmen.  Dann  entstehen  fol 
gende  Ableitungs-Gleichungen: 

3)  Xa  +  Xa+ 1  +  Aa+2  •  •  •  •  Xa+n  =  ^"~1  Xa  f-n+i  —  ^—1  Xa> 

4)  Aa  — JTo+i+X+2— — •(— )nXa+ n=z(—)nt-lXa+n\  x—£-lXa 

für  w>a.  Bis  jetzt  hat  man  sich  Torzugsweise  mit  Summirung 
von  Reihen,  deren  Glieder  mit  einerlei  Zeichen  verbunden  sind, 
beschäftigt,  und  die  Summirung  der  Reihen,  deren  Glieder  mit  ab- 
wechselnden Zeichen  verbunden  sind,  wenig  oder  gar  nicht  beachtet, 
Die  Reihen  der  letzten  Art  machen  sich  aber  in  einer  svstemati- 
sehen  Behandlundsweise  wohl  selbstverständlich  gehend  und  konner 
ferner  nicht  aus  der  Theorie  der  Stimmenrechnung  ausgeschlossen 
bleiben,  worauf  ich  schon  im  töten T heil  dieses  Archivs  p.  36. 
in  einem  Aufsatze  über  Differenzen-  und  Summenrechnung  hinge- 
wiesen habe.  Euler  hat  sich  zwar  im  2 teil  Theile  seiner  „Dif- 
ferenz! al  rechn  ung"  mit  Summirung  von  Reihen,  deren  Gliedei 
mit  abwechselnden  Zeichen  verbunden  sind,  beschäftigt,  hat  aber 
hiefür  keine  Theorie  gegeben,  sondern  sich  nur  auf  Summirung 
der  Potenzenreihen  beschrankt.  Der  von  ihm  für  diesen  speziellen 
Fall  gewühlte  Entwickelungsgang  ist  aber  sehr  mühevoll  und  lohnt 
mit  geringer  Ausbeute,  wie  die  von  ihm  gegebenen  Resultate  zei- 
gen. Diess  mag  wohl  der  Grund  gewesen  sein,  warum  bis  jetzt 
dieser  nicht  uninteressante  Zweig  der  Summenrechnung  weniger, 
als  er  verdient,   berücksichtigt  wurde. 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  bilden  die  Grundlage,  worauf  derselbe 
auf  gleich  erfolgreiche  Weise  bearbeitet  werden  kann,  wie  es  bei 
den  Reihen  der  ersten  Art  bereits  geschehen  ist,  und  ich  verweise 
in  dieser  Beziehung  auf  die  oben  angeführten  Schritten,  worin  die 
Beleg«  biezu,  gegeben  sind. 

In  den  Gleichungen  1)— 4)  sind  die  Grenzen,  zwischen  welchen 

die  Summe  einer  Reihe  genommen  werden  soll,  willkührlich  und 

.    hängen   daher  von  der  Annahme  des  Werthes  für  a  und  n  ab. 

Ausser  dieser  Annahme  aber  ist  nichts  der  Willkühr  überlassen. 

Man  hat  nun,  da  man  sich  nur  mit  den  in  1)  und  3)  bezeichneten 
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Reiten  beschäftigte,  d-lXn\x  und  4~lXn+n+\  (oder  27«^, 
£Jfa+«+i)  den  Summenausdruck  und  AmmlX0  oder  /hmlXa  dl« 
willkührlich  zu  bestimmende  Constante  genannt.  Diese  Benen- 
oong  ist  in  so  ferne  nicht  richtig,  als  die  Darstellung  der  Summe 
freventlich  auf  der  Werthermittelung  beider  Ausdrücke,  nicht  des 
einen  allein  beruht,  wie  dies«  der  Fall  bei  Darstellung  der  Summen- 
ausdrücke für  alle  begrenzte  Reihen  ist.  Nur  dann  tritt  J-1Xn^-\ 
und  -J-^Ao-fn-fi  vorzugsweise  als  Summenausdruck  auf,  wenn' 
A-xXq  oder  J—1Xa  eine  solche  Gestalt  erhält,  dass  der  hiefur 
sich  ergebende  Ausdruck  verschwindet.  Aber  auch  im  Falle  des 
Verschwinden«  unterliegt  dieser  Ausdruck  häufig  einer  besondern 
Beachtung,  wie  dies«  bei  der  Summirung  der  Potenzenreihen  vor- 
kommt 

Bei  Darstellung  der  Summe  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten, 
dass  J-lXn+i  oder  A-1  Xa+n\-\  verschwindet  und  dann  tritt  die 
Werth-Bestimmung  von  J~lX0  und  4-lXaa\&  Hauptaufgabe  auf. 
Die  hieraus  sich  ergebenden  Ausdrucke  erscheinen  dann  keines- 
wegs als  willkührlich  zu  bestimmende  Constanten,  sondern  als 
Grenzwerthe  der  in  Frage  stehenden  Summen.  Diess  kommt  z.  B. 
bei  Darstellung  der  Summenausd rücke  für  die  reciproken  Potenz- 
Reiben  und  Faeultäten-Reihen  vor,  womit  wir  uns  näher  hier  beschäf- 
tigen wollen,  wobei  wir  jedoch  den  Sprachgebrauch,  wie  er  sich 
einmal  gebildet  bat,  beibehalten  werden. 


$.  2. 


Wir  wenden  uns  nun  zur  Summirung  der  reciproken  Potenz- 
reihen. Die  Ausdrücke,  welche  hier  in  Betrachtung-  kommen,  und  die 
sich  in  den  oben  genannten  Schriften  entwickelt  finden,  sind  in 
allgemeiner  Form  folgende: 


—  1  1  1  j 

*>   xP  +  (x+4x)P  +  (x+2Jx)P  +  (x+SJx)P + ~ ' '  (x+nAx)P 


1  pdx        [p]9(Jx)*     fr]»  W 

xv  "■"  6.2*p+ 1     30 .  ixP  *  3  "*"  42 \ ~6.xp+*~" 


(p—l)xP~l.  Ax  "■"  2xP 

l_ 1  p.dx 

(*♦— \){x+nJx\P- l  Ax  +  %x + n  Jx)p  ~  6.*2(x  +  n  ztejjHM 

•~+  dQ.4(x+nJx)P+*     "•' 
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Bei  unendlich  zunehmendem  n  verschwindet  die  zweite  Reihe 
and  die  erste  bildet  den  Grenzwerth  für  die  unendlich  fortlaufende 
Reihe: 

Z'     xP  +  (x+Jx)P  +  (x+2Ju)P  +  (x+ZJx)P  + (p-l)xP~lJx 

l    ,    pAx      [pUV*)%  .  IpUW 

"f"Gp"t"6.2.a:P+*     3ü.4*f+»  +  42.6.*f+5""""' 

Die  Coefßcienten  der  einzelnen  iGlieder  sind  die  Bernoullischen 
Zahlen.    Der  Kürze  wegen  bedeutet 

p(p+l)Q?+2)....(;H-m-l) 
M—  1.2.3.  ...ro 

In  2)  §.  1.  hat  man  für  ein  gerades  und  ungerades  n  zu  un- 
terscheiden.   Es  entsteht  dann: 


3)    h-t 


x9      (*+^.r)P^(:r+2^)P      (x+&dx)P  '"     (x+(2n—l)Jx)P 

""5^F"f"4.xP+1        8.:rP+8   "*"    4.*Pfft  16..TP+5    +,,#" 

1 p.Jx 

"~  2(x+(2n— l)Jxp  +  4(*-K2n— l)^ar)P+l 

8(ar+(2n— 1)z/o?)p+s  "*"  4(x+(2w— l)^a:)P+«     - ' '  * 

1.1  1 


4)     xF  ~~(x+4x)p  +  (x+2Jx)p     (x+3Jx)P+"""*~(x+(2n—2)Jx)P 

==S5F+4a;P+1       8.arP+8    +   4.arP+* 

1 p.Jx 

+  2(*+(2n-2M;r)P  ""  4(ar+(2n— 2)Jx)p+1 

"*"  8(a:+(2n-2)<*r)P+8     4(a?+(2n— 2)Jx)P+*     "" 

Wird  das  Schlussglied  in  3)  auf  die  rechte  Seite  gebracht,  so 
gewinnt  man  noch  eine  zweite  Darstellung: 
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„     i         i,i !_      . L_ 

'     xr     (x+4x)r'r(x+i2Jx)P     (x+ZJx)?' "  +  (x+(2n-2)Jx)l 

1    ,  pJ*  _  IpUW  ,  M»(^*)* 

+  - l |  PJ* 

^  2fcr+(2n-l)^*)P  +  4(*+(2n-  l)Jx)P+l 

8(ar+C2n— l)^/a:)H-8  +  4(a;+(2n— J)z/jr)P+*"t",> ' " 

Bei  anendlich  wachsendem  n  verschwinden  die  zweiten  Reihen 
in  3)— 5)  und  es  ergibt  sich  dann  folgende  Grenzwerth-Bestimmung: 

6v  1  1  ,  1 1  , 

'       x*      (x+Jx)r + (x+2Jx)p      {x+Z4x)v~*'" 

— fcrPW^p+i  —    8*P+»     +    4.*P+«  ""     16.*P+r     +"" 

Die  Coefficienten  der  Glieder  dieser  Reihen  sind  die  Vorzahlen 
der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  und  haben  folgende  Werthe : 


«1  M        3202291 

^i=2'  ^io= — 4 — > 

„      1  „       221930581 

M*=l>  Mu  = g 

„   1  „   4722116521 

üfj=g,  ^ii= j > 

„      1  968383688827 

7x   /  w   17  M   14717667114151 

/  ^  üfft  =  jg,  ^14= 4 " 

w   31  M   2093660879252671 

M6  =  -£,  ^16  = g ' 

__   691        _,   86125672563301143 

£fr=-g-»  ^i«  = j      » 

__   4561  w   129848163681107301953 

Aft— -j-»  ^u=        §| * 

_,   929669         868320396104950823611 

Ä»='~32 — '  Ä"= 4        ' 

u.  ••  w.  Sie  divergiren,  wie  die  Bernoullischen  Zahlen,  sehr  stark. 


6  Ottitngtr:    B*ttrdg$  %mr  Summiru ng  der  Heiken. 


{.  3. 

Wendet  man  nun  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  fraf 
besondere  Fälle  an  und  setzt  x  =  \,  dx  =  \,  so  entstehen  die  reci- 
proken  Potenzreihen  der  naturlichen  Zahlen.  Aus  1)  §.  2.  erhält 
man  sofort: 

■ 

>)  i+2p^3p  +  4p"1"  •  —  $*—**     (p-l)nP-*  ^  2n? 

P       ,      01a  bL 

~~  12n?+  *  "*"  1  20nM*  ""  252nJ>+» 

Cp  bestimmt  sieh  auf  die  bekannte  Art,  indem  man  einen  Wertb 
fiir  n  annimmt,  die  begleitende  Reihe  von  der  rechten  auf  die 
linke  Seite  bringt  und  hieraus  die  Zahlenwerthe  für  Cp  berechnet. 
Auf  diese  Art  sind  die  Werthe  für  C  für  die  40  ersten  Potenzen 
berechnet  und  in  der  nachfolgenden  Tafel  zusammengestellt. 
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*) 


C, 

c. 
c> 
c9 

Cr 
C. 
C, 

ClQ 

C„  = 


«^ 

Cu 
Cu 
C,r 
C» 
C>9 


=1,  644  934 
=  1,  202  056 
=1,  082  323 
=  1,  036  927 
=  1,  077  343 
=1,  008  349 
=  1,004  077 
=1.  002  008 
=  1,  000  994 
=  1.  000  494 

=  1,  000  246 
=1,  001)  122 

=1,  000  061 

=1,  000  030 

=1,000  015 

=1,  000  007 

1,  000  003 

=  1,  000  001 

=1,000  000 

=1,  000  000 

=1.  000  000 

=  1,  000  000 

=1,000  000 

=  1,  000  000 

=  1.400  000 

=1,000  000 

=  1,  000  000 

=1,  000  000 

=1,  000  000 

,  000  000 

,000  000 

,000  000 

,  000  000 

,000  000 

,  000  000 

,000  000 

,  000  000 

,  000  000 

=1,000  000 


=1 
I 
1 


1 

1 

:1 

1 
1 
1 


066  848  2264, 
903  1S9  5942. 
233  711  1382. 
755  143 .3699, 
061  984  4491. 
277  381  9227, 
356  197  9443, 
392  826  0822, 
575  127  8180, 
188  604  1194, 

086  653  3080, 
713  347  5785, 

248  135  0587, 

588  236  3070, 

282  259  4086, 

637  197  6379, 
817  293  264  99. 

908  212  716  65, 
953  962  033  87, 
476  932  986  78, 
238  450  502  56, 
119  219  925  96, 
.059  608  189  051  258 
029  803  503  514  650 
014  901  554  839  365 
007  450  711  789  835 
003  725  334  024  789 
001  862  659  723  512 
000  931  327  432  420 
000  465  662  906  504 
000  232  831  203  367 
000  116  415  501  727 
000  058  207  720  879 
000  029  103  850  445 
000  014  551  921  891 
000  007  275  959  835 
000  003  637  979  547 
000  001  818  989  660 
000  000  909  494  784 
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Für  die  17  ersten  Potenzen  sind  sie  auf  10  Decimalstellen, 
von  der  18ten  bis  23sten  Potenz  auf  17  Stelleu,  von  der  24sten  bis 
40sten  auf  20  Stellen  berechnet.  Die  21s te  Stelle  ist  zwar  ange- 
geben, ihr  Werth  ist  jedoch  nicht  ganz  sicher,  aber  nicht  wohl 
mehr  als  um  die  Einheit  unsicher. 

Euler  hat  die  Werthe  der  C  bis  zur  löten  Potenz  (Diffe- 
renzial-Rechnung  2ter  Theil  §.151)  und  darunter  einige  un- 
richtig angegeben;  Legendre  hat  die  unrichtigen  berichtigt  und 
die  Werthe  bis  zur  35sten  Potenz  (Traite  d.  fori  ct.  ellipt.  T.  IL 
p.  432.) auf  16  Stellen  berechnet  Die  von  Legendre  angegebenen 
stimmen  mit  den  hier  mitgetheilten  VVerthen,  mit  Ausnahme  von  C*% 
überein,  wo  die  löte  Stelle  differirt. 

Die  besondern  Fälle,  die  sich  aus  1)  ergeben  sind: 
•*)     '  +  2»  ■  3»"*"  4«*"    ^n* 

.     -     i._L    _L._I_    _L+J ?_+ 

1+2»+5»  +  4i"'"'"n1 

—  °»  ""  2n«  +  2n»     4»*+12n«      12n«  +  20.nw    6nM+ 

111  2 

*+2<'*"3«'*'44+,"'*n* 

__        1        1       J_  ,J_     A._L     JÖ. 

—  c*~  3n»  +  2»«~" 3»«  +  6»r~  9n»  +  2n""~n»+ 

1       J_      J_,2 L.    n  w 

—  C»~~4n5  +  2n»— 12»«+24n«    2»10+S7na     12nl*+••••* 

»      1. 1.1.       1 
*  +  2«  +  3«+46+""'n9 

_        1,1        l    .  _7_       1    ,     33  91 

=  **  ~  fi?  +  2n«"~2«*  *  15»«  ""«"  +  10.n"~"6.n"+ "    ' 


Oetttnger:    BHträfe  %ur  Summirung  der  Reihen;  9 

-r        JLi.1.       7    .  _2_      11    ,     »43        165 


1+1+1+1+       1 
*^28  ■  3*  '  48^,""n8 

_  _L.JL      JLj_JL      JL        143        260 


a.  «•   h-. 


{.  4. 

Um  die  Suramenausdrucke  für  die  reciproken  Potenzreihen 
mit  abwechselnden  Zeichen  zu  erhalten ,  hat  man  ar=  J ,  Ax  =  1 
in  3),  4)  und  5)  §.2.  zu  setzen.     Hiedurch  entsteht: 


i    ,2    1  l 


2p^3p     4pT-.-      (2h)p 

_«    _j_. g_     fei»   .   bL 

— "'  ~2(2n)P  +  4(2«)p+i~8(2/i)p*8  +  4(2ji)f+8 

"Mr     ,    31fr], 
16(2f!)P+r+4(2n)P+8"~ 


1    1   1     .      ' 


2ft3p     4f#  — t(2»— 1)p 
-"p  +2(2n— l)P-"4(2it-l)P+1  "f'8(2n— 1)p+8 

~4(2»-t.  1)p+8  +  16(2n-l)P+*  "*" "9  +  2(2^ 

.        />  _         Mi      ,      Ms  l?Mr 

+  4(2n)P+i ""  8(2n)P+8  "*"  4(2n)P+8     16(2n)P+r  "*" ' ' ' ' 


Der  Werth  (ttr  Hp  ist  bei  unendlich  wachsendem  n : 


10  0*Ui%g*r:    SeHnfge  nur  Smmmirung  4t  AM**. 

*  I-I4.I      1.1 
'  '     2p  +  3p"" 4p  +  &»""'• " 

-aP— J+^J        8    +    4  16     +      4  8       t#'"" 

Er  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise.    Werden  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung 

*  +  2p+5Jp+1?  +  6>  +  "**  =  ^t 
die  geraden  Glieder  doppelt  abgezogen,  so  entsteht 

1~2p  +  3p""  4p"*"5p~  g^-#-  —  =<i     ^C1  +2p  +  3?+4p+  •  ••) 

und  hieraus,  wenn  der  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung  einge- 
führt wird: 

1      1  _.!       l  .    l       l    .         _/>  l    n 

i""2p  +  3p— 4p  +  5p"*©+ ^""^S771^* 

Hiernach  erhält  man  aus  3) 

4)  ^=tp-^lQ 

Es  lassen  sich  daher  die  Werthe  der  H  aus  der  Tafel  2)  §.  3. 
ableiten.  Die  sich  ergebenden  Werthe  sind  in  der  nachstehenden 
Tafel  enthalten. 
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«) 


Bf 
H% 

H, 

HA 

B, 
B, 
H7- 

H9. 
Bio- 
Bn 

/J|4= 

Bir 
Bn 
Hl9 

Äto 
Bn 

Hu 

B*t 
Hv 

a 


^80  = 

0» 

Bn= 
Hm 

B„ 

Bn 
Bfn 


Ig2=0.  «93  147  180  559  9453.. 

0.  822  467  033  424  1132, 
901  542  677  36»  6957, 
947  032  829  497  2460, 
972  119  770  446  9093, 
985  551  091  297  4351, 
992  593  819  922  8302. 
996  233  001  852  647«, 

998  094  297  541  6054, 

999  093  507  598  2225, 
999  517  143  498  0607, 
999  757  685  143  8584, 
999  878  542  763  2652, 
999  939  170  345  9796. 
999  969  551  213  0993, 
999  984  764  214  9061. 
999  992  378  292  0411, 
999  996  187  869  610  11, 
999  998  093  508  171  68, 
999  999  046  611  581  52, 
999  999  523  258  215  54, 
999  999  761  613  230  98, 
999  999  880  801  318  54. 
999  999  941  398  892  394  628 
999  999  970  198  856  962  833 
999  999  985  099  232  007  569 
999  999  992  549  550  484  964 
999  999  996  274  753  400  HO 
999  999  998  137  369  418  112 
999  999  999  068  682  281  455 
999  999  999  534  340  330  655 
999  999  999  767  169  915  951 
999  999  999  883  584  858  057 
999  999  999  941  792  399  047 
999  999  999  970  896  789  530 
999  999  999  985  448  091  444 
999  999  999  993  724  044  607 
999  999  999  996  362  021  933 
999  999  999  998  181  010  843 

=0.  999  999  999  999  090  505  381 


=0 

:0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

=0 

=0 

0 

0 

:0 
:0 

:0 

0 
0 

:0 

:0 

0 

:0 
:0 
0 
0 
:0 
0 
0 
0 

0 

0 

0 

0 

=0 

=0 

=0 

=0 


12  Otttingtr:    Beitrat*  %ur  Summirung  dir  HeiAtm 

Hieraus  ergeben  sieb  nun  folgende  besonderen  Fälle: 

m    i     1J.1     1m  1 

°)    l-2  +  3~  4+*  ••  ~*2n 

_i  9     -La*-         1      .      J  17      ,      31 

—  ,giÄ"~4n  +4(2n)a— 8(2*)« +  4C2n)«~  16(2»)« +  4(2n)w     "" 

1-i  +  I      *  +  _1_ 

*     2»"*'3»— P  +  —  ~~  (2n)» 


2(2»)*  T  2(2»)»     2(2»)»  T  2(2»)r     2(2»)*  T  2(2»)"     ' 

1        OS*  Q8        iST""        AI 


•  ••» 


23T38        48T—        (2n) 


3 


_  1  3  5  21  163  1705 


•  •  •  f 


2(2»)3  T  4(2»)«      4(2»)«  T  4(2»)«  4(2»)10  T  4(2»)'«     ' 

1      2«  +  3«     44  +  *"      (2w)* 

1             1             5            14  255         1705 

-  "4—  2(2»)*  +  (2»)*  ""  2(2»)'  +  (2»)»  2(2»)"  +  (2h)1« 


=A— 


2*T3»T4»T#"-     (2»)< 

15  35     .      63  2805    .   21165 


5~"2(2»)ft  +  4(2«)«  +  8(2»)«  +  2(2»)™     8(2»)M  +  4(2»)M     '  *  " 

1     2«+3«     4•  +  •••,      (2n)« 

1  3  7         _63_        1683        31031 

—  Ä«~~2(S£)s  +  2C2nf     2(211)»"*  (2»)"—2(2»)«  +  2(2»)l»~  •" 

i_!  +  J-_I+     -  1 

1         «7    •    Q7         AT  T  •  •  •  • 


^T37     4rT"-     (2»)r 

_  1  7  21  231  7293 

—  ^r~"2(2»)7  +  4(2»)»     2(2»)  w  +  5(2»)"  ~"  4(2»)M+ 

111.  1 


1  ~"2«  +  3*"~4«  + '—  —  (2n)« 

a  l     j.    2  15  198         7293    . 

~^-^n)•+X^^^^  +  (2n)"■"2(5^la+••••• 


u.  s.  w. 


Oeltiager:   Beiträge  *ur  Summinmp  der  Reihern.  IS 

_1_     _1_         1       .      1  17  31 

=*i  + 2(2n)  *  4(2n)*  ~"8(2n)«  +  4(2»)«—  16(2n)« + 4@n)&     '" 

„   .       1  1.1  1        .        17 

— a*  +2(2l5=l)— ^n-l^+SCJn-l)4""^»-!)«"'  l^n-l)»"- -* 

1     I+I     1.         .    _ 1 
*— 2,"r'3'— 4*~t'"*~,"(2n— 1)* 

_»._1_+_J 1^4.-1 1L.JW 

—  «.+2(2n)»"f"2(2a)»      2(2n)»  "*"  2(2»)'      2(2«)»  "t'2(2»i)«"~"" 

_»   x        »  _1        ■        1  3  17 

— ***  +^(2»  -!)»""  2(2f^=I)3","2(2n— 1)«— 2(2n-  l)r+2(2n— !)•""  "" ' 

1      2»  +  3»     4»+-      +(2n— 1)» 

_ff  ._i_._3 £     .    ?JL       153    . 

— «•  +  2(2»)»  ■•"  4(2«)*      4(2»)«  +  4(2n)«  ~  4(2n) »  +  * '  * 

„   ,        1  3  5  21  1S3 

— **»+2(2ii-l)»    4(2*-l)«+4(2n-l)«    4(2n-l)«+4(2n— 1)»«""' 

1     2*  +  3*     4«  +  *  *  * "  +  (2n— l)« 

—  Ä«T2(2n)«"f'(2n)8""2(2n)r  "l"(2n)»~(2»)"  *  C2n)"~"" 

_»  ._JL__ L_  .     5  m.  .    81 

— *,4+2(2n— 1)*    (2n— 1)»  +2(2n— l)*~"(2n^I)»","(2n-l)"~" "  ••• 

1     2*  +  3»     4»+,-"+ (2n— !)• 

_„    1   ,   S     35     63     2806   22165 
'""•+2(2»)»'l"4(2n)«  8(2«)•  +  2<2lip5~8(2»)»+4(5i)5•~•••• 

_„  .    1       8   .   36       63   .   2805 
-"• +2<2«-l)»~4(2ii-l)«+8(2«-l)«^2w-l)»*+8^S^l)»~"' 


14  OetHnger.    Beiträgt  %vr  Swrmirung  dir  MHhe*. 


2« ^3«     46  T-—  T(2n-I)« 
r  j  ■      t  3  7      a      63  1683    , 


„  1  3  7 63        .1683 

1      2r+3*     4y+"—  +  (5i^l)y 

_„ 17  21       .     231  7293    . 

-lfr+2(5i)r  +  4(2»)«     2(2n)  w  +  S^n)15"-  4(-2m)M.  + -  %  *  * 

„  1  7  21  231  7293 

t==/#r+2(2n— lf    4(2n-l)«+2(2w-l)w""2(2n--l)1*+4(2ii— 1)"~~ 

u.  s.  w.  Die  vorstehenden  Reihen  gehören  zu  den  halbconver- 
genten  und  man  kann,  um  die  nöthige  Genauigkeit  zu  erhalten, 
ihren  Rest  bestimmen. 

Obgleich  die  spätem  Glieder  der  Reihe  3)  sehr  divergiren,  so 
sind  doch  ihre  Summen  durch  die  in  5)  angegebenen  Werthe 
bestimmt.  Man  kann  nun  diese  Gleichung  benutzen,  um  den  Grenz- 
werth  der  Vorzahlen  der  ersten  negativen  Aufetufungsreihe  za  be- 
stimmen.   Aus  3)  hat  man  nämlich 

i  o—1^1     1j_1     U  _i_  ?!     691  .4561 
lg<*— 2  +  4~8  +  4~16  +  4~  8   +  "4        —' 


Die  Vorzählen  der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  haben 
folgenden  Zeichenwechsel : 

I      11     117     31     691 
2~i  +  8"~"4+16"~  4~  8  ""•••• 

Aendert  man  nun  in  der  vorstehenden  Gleichung  die  Zeicheo 
und  zählt  nach  der  Aenderang  die  Einheit  aaf  beiden  Seiten  zu, 
so  wird 

8)    1—  lg«=0,  306  852  819  440  0548.... 

1      11     1     17     31     691     4561. 

=**— 4+8~i+s~T+~s     r+-  — 
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$.  5. 

Die  bisher  gefundenen  Resultate  geben  Veranlassung  zu  noch 
wettern  Anwendungen.  Setzt  man  ar=l,  Jx=2  in  1)  $.2.»  so 
eitsteht 

»   1+I+I-1-     — 1 L_  +  !+P-fefe 

+     63  15^  ""2(p-l)(2»+ijFI  +  2(2n+l)i»      6(2n+l)M^ 

.  Mi  ^    ffri»         . 

+  15(2n+l)M-3      ö3(2n+l)F+ö+--- 

Für  ein  unendlich  wachsendes  n  wird 


"-^(p^ij^ä^e     15  +  «3       jö  +-— 


Aus 


■  +  2p+;jp+4f  ^*öp+  •••• — Cp 


erhalt  man,  wenn  die  geraden  Glieder  auf  die  rechte  Seite  ge- 
bracht werden: 

i.i      l*       —  r       III 

3)  1+3p  +  5p  +  5j;+ ^t^tp^tp     öp^"* 

Hieraus  und  aus  2)  erhält  man 

4)  *^p  =  C^  —  2p  Q»  * 

Durch  EfoflHirang  dieses  Werthes  in  1)  gewinnt  man 

5>    !  +3?  +  8?  +  ff + • '  *  -ÖSi+I)?  =  °*  -  i(jt»~t)(2n+l)P-i 


1« 
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Bestimmt 

man  nun 

die  Werthe  der  Z>»  au«  n,  so 

folgende  Tafel 

• 
• 

ö) 

D,=l,  233  700  550.136  1698, 

D-,  =  l 

,  051  799  790  264  6451, 

D  4=1 

,  014  678  031  604  1921, 

D.=l 

,  004  523  782  795  1396, 

/>•=!, 

,  001  447  076  640  9421, 

ör=l 

,  000  471  548  652  3765, 

D8=l 

,  000  155  179  025  2961, 

fl,=l 

,  000  051  345  183  8438, 

Ao=L 

,  000  017  041  363  0448, 

Ai  =  L 

000  005  666  051  0901, 

D„=l, 

,  000  001  885  848  5832, 

ßu=l- 

000  000  628  055  4219, 

A*=i. 

,  000  000  209  240  5193, 

A.=i. 

,  000  000  069  724  7032, 

A«=l. 

,  000  000  023  237  1574, 

Ar=L 

000  000  007  744  8395, 

^ 

A.=L 

000  000  002  581  437  55, 

i>x.=i. 

,  000  000  000  860  444  11, 

A»=» 

,  000  000  000  286  807  69, 

/>M  =  1 

,  000  000  000  095  601  16, 

Z>M=1, 

,  000  000  000  031  866  77, 

Z>M=1 

,  000  000  000  010  622  20, 

^•4=1- 

,  000  000  000  003  540  722  94, 

0,5  =  1, 

,  000  000  000  001  180  228  74, 

A*=l 

,  000  000  000  000  393  413  47, 

A»=i. 

,  000  000  000  000  131  137  40, 

DM  =  1. 

,  000  000  000  000  043  712  45, 

»t»  =  l 

,  000  000  000  000  014  570  81, 

/>,o=l 

,  000  000  000  000  004  856  94, 

A*=l. 

000  000  000  000  001  618  98, 

A*=L 

,  000  000  000  000  000  539  66, 

A»  =  l 

,  000  000  000  000  000  179  89, 

t 

DM=1, 

,  000  000  000  000  000  059  62, 

DM=1, 

,  000  000  000  000  000  019  98, 

Ae=l. 

000  000  000  000  000  006  66. 

Oettinger:    Bettrüg*  %ur  Summtrung  der  Reihen.  \J 

Hieran«  ergeben  »ich  folgende  besondere  Fälle: 

1+55  +  55  +  75+  •  ••  •  /o.n  ■  1  T«==  ^a ~~ 


3iTßiT^T....(2n+1),-^     2(2n  +  l) 

_J 1  4  16 

+  2(2n+l)*""3(2n+l)8+  15C2n+l)ft"-21(2n+l)^  +  ••••, 


1  +  11  +«8+  ■»»+•••  VO«,    i    1\8  — ^8""] 


38  t5jt  78-r  ••  -(2n  +  1)»  — ~8     4(2»+l)» 

.  1  1         ,         «  8 

+  2(2« +1)»     2(2»+l)*  "*"  3(2»+ 1)«~  3(2»+ 1)«  +  '  * ' ' 

1  +3*  +^+^+,-(2n  +  l)*=:=Z>4""6(2«+l)» 

1 2  5  64 

+  2(2»+l)*     3(2n  +  l)•  +  4(2»+l)'""9(2n+l)»+••••, 

1+I  +  I  +  1+       -i D l— 

_1 5 7 16       .      176 

+  2(2n+l)*     6(2»+l)«  +  3(2»+l)«     (2»+l)l0+(*i+l)S"' " 

1+I  +  I  +  1+       _J />.        Jl 


3»T5«T7«T,#(2»+1)«"~^6     10(2»+!)* 

1  1  66  32  2112 

+  2(2h+1)«     (2n+l)*  +15(2»+1)»— (2»+l)"  +6(2»+l)W  —  * 

JL.  J.  J.       L n  f 


•  •  ••  / 


gr  t  rt  T-yr  t  •  •  •  •  (2„ + i)r  -  «f      12(2n+l)« 

I  7  28  176  4576 

+  20«+l)T  ""  6(2n+J)«  +5(Jn+l)w~  3(2n+l)»» + 5(2n+l>" 

l+5i  +  p+F"'",-"(2n+I)«=/>a~i4<2*+l)* 

1  4  8  704       .      01S2 

+  2(2ii+I)«~"3(2ii+I)«+(2n+l)»~7(2it+l)"+5(2«+l)>*-  •' 


Tkrfl  XXTI. 


18  OeUinger:    Beitrat*  %ur8ummirun§  der  Heike*. 

}.  6- 

Setzt  man  ar=2  und   Jx=2  and  »—1  statt  *  in  1)  (.3.,  so 
entsteht 

d     1+1+1+     * 


—  r     __JL__._L-        P      ■     Mi         ^M»      , 

—  C|r"(^— i)(a»)p-i+aiaii)p  6(2n)p+i+i5(2»)fF»  e»(2»)F+»i"-" 

Nun  sei 

2>  1+5+5+©  +  -  ••=**• 

Man  hat  aber        , 

=i+4^- 

i 
Aas  2)  und  3)  ergibt  sich 

and  hieran« 

K   ,.1.1.1.      _i F    _L__ 

ö>    '  +  i?  +  4P  +  8p + *    *  (2n)P  ~r'~  2(p-l)(2n)P-» 

._!_  P  -  .       Mi  8fr]»      ,      8Mr 

+  2C2w)P~6(2n)P+1  +  15(2n)P+»     63(2n)P+«  "*'  15(2»)P+r  — 

Ans  4)  leitet  sich  folgende  Tafel  für  die  Wertbe  der  F  ab. 


Oettinger:    Beiträge  %ur  Summiruttg  der  Reihen. 
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«) 


F,= 

F>  = 

*\= 

F7  = 

F,= 

Fu 
F» 
Flt 
F„ 
F„ 
Flt 

Fit 

F, 


=  1,  411  233  516  712  0566, 


1 

1 

1 

I 

1 

=1 

=  1 

=1 

=1 

=1 

=1 

=1 

=1 

=1 


18 

Ff 
Fjo 
F* 

Fi 
F, 


=  1 
=1 
=1 
=1 
=1 


=  1 


Fm 

Fu 

Fm 
Fv 

F& 
F» 
Fw 
Fai 
Fn 
Fn 
FM 
Fn 


=1 


=  1 
=1 
=1 
=1 
=1 
=1 
=1 
=  1 
=  1 
=1 
=1 


FK-l 

F„  =  l 

F„=l 
F40=l 


150  257  112  894  9492, 
067  645  202  106  9461, 
032  403  992  348  2303, 
015  895  985  343  5070, 
007  877  728  729  5462, 
003  922  177  172  6482, 
001  957  047  642  2384, 
000  977  533  764  7733, 
000  488  522  553  0293, 
000  244  200  704  7248, 
000  122  085  292  1567, 
000  061  038  894  5395, 

000  030  518  511  6038, 
000  015  259  022  2512, 
000  007  629  452  7984, 
000  003  814  711  8274  4. 

000  001  907  352  2724  3, 
000  000  953  675  2261  7, 
000  000  476  837  385  62, 
000  000  238  418  635  79,  ' 
000  000  119  209  303  76, 
000  000  059  604  648  328  315, 
000  000  029  802  323  275  909. 
000  000  014  901  161  415  898, 
000  000  007  450  580  652  436, 
000  000  003  725  290  312  340, 
000  000  001  862  645  152  700, 
000  000  000  931  322  575  483, 
000  000  000  465  661  287  525, 
000  000  000  232  830  643  708, 
000  000  000  116  415  321  840. 
000  000  000  058  207  660  916. 
000  000  000  029  103  830  458, 
000  000  000  014  551  915  229, 
000  000  000  007  275  957  614, 
000  000  000  003  637  978  807, 
000  000  000  001  818  989  404, 
000  000  000  000  909  4l>4  701. 


2» 


30  Oet tinger:    Beiträge  zur  Summirung  der  Reihern 

Hieraus  ergeben  sich  nun  folgende  besondere  Fälle: 

'i    *  T2"  T  4*  +  6a  +  ""(2«)* 

_p     !  +  _!_   _!_+_£_      16   +  _?i 

""    *  ""  4»  +  2(2»)»— 3(2«)»  + 15(2«)»     2~I(2»?  "^  15(2»)«     ""  * 

,+1+1+1+     JL. 

+  2»  +  4»  +  6»  +  *  *  *  *(2«)» 

__F L_+JL_      _!_+_!_     _§ 

—'»     4(2M)a  +  2(2>t)»~"2(2M)«  +  3(2»)«"~3(2n)«     

1+1+1+1+  1 

+  2«  +  4«  +  e*+,,(2»)S 

_- L_._J_         2  5  64  64 

4     6(2«)»  +  2(2n)*     3(2«)»  +  4(2»)'  ~~  9(2«)»  +  (2«)" 

i+I+l. 1.  1 

1  TosTijTfiaT"" 


2*  M*T6aT""(2n)* 

—  r*  — ^(2„)4  +  2(2ä)*~"  6(2w)«  +  3(2w)«     (2w)lü  +  (2w)ia      9m  — 


2«T4«T6«-r.  -(2,,)« 

_F  11  1  66         _32^       2112 

~"    6     Iü(2J0a  +  2(2ft)«"~  (2n)7  *  15(2n)»     (2w)11  +  5(2»)18"~ 


•  •  •  •  • 


2r^47^67^-'#(2n)7 

__  1  1 7  28  176  4576 

—  *r  ~  12(27i)«  +  2(2«)7     6(2w)8  +  5(2w)  *»  ""  3(2«) ia  +  5(2»)  w""  • — • 

1      1.1.        _1 


_„  ■     ,  1       ,1            4            8            706         91S2 
-"*«~14(2fi)r  +  2(2it)8     3(2n)«  +  (2ii)»""7(2ii)w  +  6(2ii)w"- 

Q.      S.      W. 

Enler  hat  in  seiner  Differential-Rechnung  (2.ThI.§.187) 
angegeben,  wie  man  die  Werthe  der  D  und  JEf  finden  könne« 
Die  Werthe  selbst  hat  er  nicht  berechnet.    Das  von  ihm  ange- 


Oeltlnger:    Beiträgt  %ur  8ummirun§  der  Heiken.  Jl 

gebene  Verfahren  ist  dort  nachzusehen.  Die  Summirung  be- 
schränkter Reihen,  wie  sie  hier  in  §.4 —  §.6  gegeben  ist»  hat  er 
nicht  mitgetheilt.  Die  Grundlage  des  Calculs  ist  eine  andere,  we- 
niger bewegliche  und  anwendbare  als  die  Natur  der  Sache  es  er- 
fordert, weswegen  diess  wohl  bei  ihm  und  in  den  später  hierüber 
erschienenen  Schriften  unterblieb. 

Der  Calcul  lässt  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  die  mannigfal- 
tigsten Anwendungen  zu.  Setzt  man  nämlich  x=l,  Jx=z2  in 3) 
§.  2.,  so  entsteht 


3ft5p     7p^""     (4n— 1)p 

.      _P _iEh_    ■     8[/>]5  136[/,]y 

+  2(4»-  1)pH^(47i— l)Pf»  +  (4»-l)P+a      (4n-l)P+*  +    " 

und  man  kann  nach  der  bekannten  Methode  die  Werthe  der  be- 
gleitenden Reihe  auffinden.  Die  Summirung  dieser  und  ähnlicher 
Reihen  durfte  aber  schwer  nach  den  von  Euler  gegebenen  Prä- 
nisseo  zu  ermitteln  sein. 


UL   Ctrennwerth-Bestiminunff  der  Potennreihen  ganzer 
lahlen,    deren   Glieder  mit   abwechselnden  Selchen 

▼ersehen  sind. 

$•  7. 

Die  Summe  der  Potenzreihen  der  natürlichen  Zahlen,  deren 
Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  versehen  sind,  wird  nach 
Nr.  363.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  gewonnen, 
wetra  ar=0,  Ax  —  \  gesetzt  und  die  nöthigen  Veränderungen  ge- 
macht werden.    Man  erhält 

1)    1p  — 2p  +  3p-4p  —  ....  —  (2w)J»  +  (2«  +  l)p 

=  |(2»+1)>  +  J(2»+I)i-»  -  |(p),(2«+l)>-»  +  Jd»),(2n+1)f-« 

-  [e(f»)r(2n+l)»-r  +  .... 
+  \-0r-\p.0f-1  +  g(p)|.<*-»-J(p)..0r-»+ß(p),^-'-.... 
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Aus  Nr.  302.  wird  bei  den  nfimlichen  Voraussetzungen : 

1)    I—  2p+3p-4p  — ....  —  (2n)p 
=-J(2n)P  -  Jp(2«)P->  +  ^(p),(2n)P-»-j(p)s(2n)P-« 

+  ^-|p01,-1+g(p),.0r-»+J(p)a  0P-8-ß(/>)7.0p-' 

+  j(p)»0p-»-. 


Hierin  bedeutet 


7>(p-l)(p-2)....(;>-H- 1) 
{p)k-  1.2.3....A 


Die  Vorzählen  geboren  der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  an. 
Wird  1)  und  2)  zusammengezählt  und  die  Summe  durch  2  ge- 
theilt,  so  entsteht: 

3)    l-2P+3P-4P  +  ....+(2n-l)P-(2»)P  +  ö(2n  +  l)P 
=  J(2n+l)P  +Jp(2»+l)P-»-  ^(p)8(2n+l)P-» +g(p)»(2n+l)P-»-.„. 
-  Je&O'-gPP»)'-1  +  ^(p)s(2n)P-> + J(p)4(2«)P-»  4  •  •  •  • 
+  Ite-pte-1  +  J(p)aOP-«-J(p),.OP-»+}g(p)r.fr-'—  .. 


Nun  ist 


(2»  +  l)*=(2n)*(l+tii)*. 


Dorch  Einffibrang  entsteht  aus  3) 
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4)    Ir— 2*  +  3p— 4*  +  ....  +  (2n— l)r—  (2*)»  +  j(2n  + 1)* 

+  f(2*)>-1[(i+^)'-1-i] 

t 


+  J-Of- J.0p-»  +  g(p)8.0p-»-J(p)6.0f-H.. 


Je  grosser  n  wird,   desto  mehr  nähert  sich  der  Werth  von 

(l  +  or)F~*  der  Einheit  and  fällt  bei  anendlich  grossem  n  mit  ihm 

zusammen.    In  diesem  Falle  verschwindet  die  Doppelreihe  in  4) 
and  man  erhält  daher 

5)    Lim(lP  —2p  +  3p— 4p~  ....  +  (2it-l)P  —  (2n)P  + j(2»+1)p) 

=  J*-f^H-J(pV^  


Schreibt  man  nun  x  atatt  2n  and  bezeichnet  die  vorstehende 
Reihe  durch  S( — )*—1xP,  so  hat  man  fQr  x=l  bis  x=<x> 

6)    Lim[5(-)*-»a*(-)*^+l)P] 


=  i0P— f  (*-»  +|(^),0P-»-](p)80r-» 


Da  nun  im  vorliegenden  Falle  0p-*=1  wird,  wenn  p — A=0 
ist,  und  diess  nur  bei  ungeraden  Zahlen  statt  finden  kaon,  so  er- 
geben sich  hieraus  folgende  Grenzwerthe: 


54 
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T> 


Lim[S(— )»-»*«(— 


Lini[S(-)*-»*»(- 


LimfS(  -)«-»*•(— 


Llm[«(— )*-1*T(— 


Lim[S(— )*-ix\— 


*.j(*+l)ft]=-{. 


U.      8.      W. 

Die  Grenzwerthe   fallen  mit  den  Vorzählen   der  ersten  negativen 
Aufstufungsreihe  zusammen. 

Ist  p  eine  gerade  Zahl  und  >  1 ,    so  gehen  alle  Glieder  der 
Reihe  in  6)  in  0  über»  und  man  erhält 


» 


Lim[S(— )*-i*»j>(— )*\(x+  1V*P)  =  0. 


2' 


Ist  p=0,  so  wird  aus  6) 


9)  Lim[«(-)^o:0(+)^+l)0]=^ 

Euler  hat  sich  mit  Bestimmung  dieser  Grenzwerthe  in  sei- 
ner Differential-Rechnung  2.  Tbl.  §.  185.  beschäftigt  Stellt 
man  die  von  ihm  gewonnenen  Resultate  in  der  hier  gebrauchten 
Bezeichnung  dar,  so  hat  man 


10) 


1 


Lim£(— )*-^i=—  j, 


1 


LimS(-)*-1a:a=     g, 


1 


Lim  S(— )*-»*•=  -Jj  • 


LimS(— )*-»**=  + 


17 
16 


U.      8.      W. 


Hierin  ist  das  sweite  Glied  \(x+\)  ausser  Acht  gelassen/ 

Es  wird  nun  swar  nach  dem  Vorgange  von  Euler  allgemein 
angenommen,  dass 
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1— 2«  +  3*— 4*+....=0, 
l-_2*  +  3*— 44+..=0, 
1  — 2«+3«-4«+..=0 

U.      0.       W. 

ist  Mit  den  hier  gefundenen  Resultaten,  deren  Begründung  klar 
vorliegt,  stimmt  aber  diese  Annahme  nicht  ü berein.  Ich  setze  die 
Stelle»  worin  Euler  seine  Ansicht  begründet,  in  der  Uebersetzung 
▼on  Michel sen  her,  damit  der  Leser  hierin  sich  ein  Urtheil 
bilden  kann. 


„Man  erkennt  hieraus»  dass  bei  den  geraden  Potes täten,  den 
„Fall  ausgenommen,  wenn  n=0  ist,  die  hinzuzusetzende  Grosse 
„verschwindet,  und  dass  in  diesen  Fällen  die  Summe  der  geraden 
„Alizahl  von  Gliedern  von  der  Summe  der  ungeraden  Anzahl  bloss 
„in  Ansehung  der  Zeichen  verschieden  ist.  Wenn  also  x  eine 
„unendlich  grosse  Zahl  ist,  so  lallt  diese  Unterscheidung  weg, 
„weil  eine  unendlich  grosse  Zahl  weder  gerade  noch  ungerade 
„genannt  werden  kann,  und  es  müssen  also  dabei  die  zweifel- 
haften Glieder  weggelassen  werden.  Hieraus  folgt,  dass  die 
„Summe  der  Reihen  dieser  Art,  wenn  sie  ohne  Ende  fortlaufen, 
„bloss  in  der  hinzuzufügenden  beständigen  Grösse  bestehe.  Aus 
„diesem  Grunde  ist 

1  —  1+1  —  1  + =^  . 

1—2  +  3—4  +....=j, 

u.    s.    w." 

Die  hier  entwickelten  Sätze  lassen  sich  leicht  verallgemeinern. 
Setzt  man  in  362.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen  2/i — 1  statt  n,  so  entsteht 

II)    *F—  (x+Jx)p  +  (x+2Jx)P—  (x+3Jx)P....-(x+(2n— l)Jx)* 

1  n 

=  -  g(af+(2n  -\)d&)f— j4x(x  +(2it  -  l)4r)P-» 

+  ^4*)»(*+<2n-l)<*r)F-»-r.... 

+  j*r  -  -Apx*-KJx + g(p),a*-»(^*)»— iO»)»!*- V*)* 

+  ttlpb^W- 
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Setzt  man  2»  statt  n  in  Nr.  363.,  so  entsteht 
12)    xP  —  (*+  ^r)P  +  (x+2Jx)p  —  (*+3^r)f».... + (*  +  2nJx)r 

+  {|(p)r«'-r(^*)r- 


Wird  II)  und  12)  zusammen  gezählt  und  durch  2  gemessen, 
wird  ferner 

(x+&n-l)Jx)P= (x+2nJx)P(l  -  J^§^)' 

geschrieben  und  der  erste  Factor  ausgeschieden,  so  gewinnt  man 
13)    X*—  (x+Jx)p  +  (x  +  2Jx)p  -  (x+3Jx)p .... 

— (x+  (2n-  l)Jx)P  +  ^(x+2nJx)P 

=  \^+2nJx)P[l^(l^j^)P] 
o  jdx 

-^(a;+2B^)P-»(^)»[l-(l-i^5)'] 


+  yte—gp*'-'1  ^*  +  g(;>),a*- V*)*— j(p)a*|,-4(^*)5 


17 
16 


+T«(P>r*',-rM*)T- 


•  .  ••  • 


dx 
Bei  unendlich  zunehmendem  n  geht  (1 ——r-)P  in  die  Ein- 
heit über  und  es  verschwinden  die  Glieder  der  Doppelreihe  in  13). 
Man  erhält  daher 
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1 

14)  Lim[*f-(*-f  Jx)p+(x+2Jx)p...-(x +(2k-  1 )  Jx)p+§  (x+2tu*x)p] 

=Lim[S(—  )**-*{*  +  (2n  -  \)Jx)p  +  ^(x+2nJx)P] 

11-1  1 

=  %*p— iP&-14x+§(p)zxP-*(/lx)*---j(p)5aP-*(Jx)*+...- 

Hiernach  haben  alle  hierher  gehörigen  Reihen  Grenzwerthe, 
weiche  sich  nach  der  Besonderheit  der  Falle  gestalten  werden. 

Setzt  man   nun  a  statt  x,  x  statt  2?i  —  1  und  h  statt  Jx  in 

13),  so  zieht  man  hieraas  für  ein  unendlich  wachsendes  x 

■ 

15)  Lim[S(-)*(a+*A)P(-)*+»2(«+(*+l)A)] 

m 


Wird  a=l,  A=2,  p  =  l,  2,  3,  4....  gesetzt,  so  entsteht 

16)  Liro[5(— )*(l+2x)\— )'+i«(l+2(*+l))»]  =     0, 
Lim[S(-)*(l  +2ar)«(-»)*+H(l+2(*+l))«]=-  J , 
Liro[S(-)*(l+2*)»(-)*+»i(l+2(a:+l))S]  =    0, 
Lim  [S(-)*(l  +2*)*(-)x+li(  I +2(*+i))*]  =    2,5, 
Lim  [S(-)*(l  +2*)»(-)*+il(l  +2<*+l))«]=    0,- 
Lim[S(-)*(l+2j:)«(-)*+4(l+2(*+l))&]=-30,5. 
Lim  [S(— )*(1  +2a:)'(-)*+,l(l  +2(ar+l))^  ss    0 

u.    s.    ». 

Für  a=l,  A  =  3,  p=l,  2,  3 .wird 

17)  Lim  [S(-)'(l  +3*)>(-*)*+1l(l+3(*+l))i]  =-  i . 
Lim  [,S(-)>(l-f3«K-)H-4(l  +3(*+l))«]  =- 1 , 
Lim  [S(-)»(l  +3x)»(-)*+»i(l+3(*+l))«] =+  V . 
Lim  [S(-)*(l +3*)*(-)*  f  >i(l +3(x+))4] =+11 

U.      8.      W. 

Für  «sl,  A=4,  p=l,  2,  3....  wird 
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18)  Lim[«(-)*(1  +4*)»(-)*+»(l+4(*-H))»]=-l, 

Lim  [S(-)*(l  +4*)»(— )*V(l  +4(*+l))*]  =-  { , 
Lim  [S(— )*(1  +4*)»(— )*+•(!  +  4(ar+l))»J  =  +  5,5 , 
Lim  [S(-)*(l  +4*)*(— )*  H(l  +4(* +1))«]  =  +  28,5 

U.      8.      W. 


III.    Snmmlrung  der  reclproken  Fakultäten  «Reihen, 
deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  versehen 

■Ind. 

§.8. 

Aus  Nr.  351.  und  352.  §.73.  der  Lehre  von  den  aufstei- 
genden Functionen  ist 

i)  x0-xl  +  x2-x9....(-)»xn=(-)«irlXn+i  +  t-lXo. 

Setzt  man  hierin 


so  entsteht 

™)         "ZävTx        (~A.  A~\n\Jx   ■"  l~±*)A*\r>\Jx       ••"(      ) 


x*\A*      (x+  Ax)v\4*  ^  (x+2Jx)p\j*     ""K    '  (x+nJx)P\J* 

=(— )"r~  (rJL.(njL\\A<r\p\4x  + 1"1; 


Nun  ist  aus  Nr.  342.  der  oben  angeführten  Schrift 

«v  b    «a—  o       2*        2*         2*    *■*•••• 

Ferner  ist»  wenn  y  eine  Function  von  x  bedeutet. 

Durch  Einführung  der  Werthe  aas  4)  in  3)  entsteht 

5) 
.»   I L_  .    p.J*   .  p(p4 1X^0* .  p(p-H)(p+2)(<fe)' . 
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Unterscheidet  man  zwischen  einem  geraden  und  angeraden  n 
m  2)  and  fahrt  die  entsprechenden  Wertbe  ans  5)  ein,  so  ergeben 
«eh  folgende  zwei  Darstellungen : 

1  1  1  1 

*    ztW^fr+JxW*     (*+a*r)i»l'*     •"•     («+(2ft— 1)J«)pI" 

1 p.Jx p(p*f  l)(^r)* 

■     1      ,     P-^*     .Mp+1)(^)2,/>(p+1)(p+2)(^)\ 

29+l(x+2nJx)P+#J* +       2fH«p+fl^*' 

^      _J 11  1 

^      *pM*      (x-f  ^*)pI^*  +  (x\Ax)p\**      '"  +  (x+2nJx)P\<** 

—  *  2?+1(^+(2»+l)^^)p+*^i"  +       2rH*P+^*  * 

9  bat  hierin  die  Werthe  0,  1,2,  3,  4....  zu  durchlaufen.    Setzt 
man  nun  x=l,  dx=zl,  so  entsteht 

ft       _L    _L._L_JL. > 


]P|i     2p!1  T  3p»1     4P11  T  "  • "  •     (2n)P\l 

1  P  P(P  + ») 

2(2n+l)Pl1  ""4(2«+l)P+i|i  "~8(2»+1)p+*Ij~~  —  ' 

,  JL4.  _P_  .P(P±I)  .g(£±lX£±8>  . 
+  2.1PI*  ^  4.1P+H*  i-8.lP+«i*  +       16.1P+»!1      +  #" 


P|i     2pI*^3pI1     4P.1  +  ,,,-  +  (2n+l)Pl1 


9) 

""  2(2«+2)Pl1  ^  4(2it+2)P+M  ^ 8(2n+2)P+»li  +  "" 

■   3   .    p    ,  p(p+d  ,  p(p+i)(p+g) , 

T  51pP  ^  4.1p+iii  +  8.1p+«ii  +      ISlrfiil     + 

Für  ein  unendlich  wachsendes   n   erhalten   die   vorliegenden 
Reiben  folgenden  Grenzwerth: 
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m     _L__L.  *     J_. 

*vt  lall       'toll   i"!JSii        i.iiT"" 


in»     an» T  SP     4rt* 

1     ,       P       .P(P+D  .  P(P+1)(P+V) , 

~~  2.1m  "*"  4.ip+»/> + aip+»i»  "*"     16.ih-»i«    +  • — 
_    l    /i     i_        i  i  \ 

-  F=m  ^2p  +  4(p+l) +  8(p+2)  +  16(p+$  +    '  7* 

Diese  Reihe  convergirt  für  kleine  Werthe  von  p  ziemlich 
langsam  und  wird  daher  in  diesem  Falle  nicht  zweckmässig  zu 
gebrauchen  sein.  Die  Grenzwerthe  für  diese  Reibe  lassen  sich 
aber  durch  die  höheren  Integrale  der  Logarithmen  auf  folgende 
Weise  sehr  einfach  bestimmen. 

Im  44.  Bande  des  Journals  von  Grelle  habe  ich  gezeigt 
dass  ist 

ii) 

J      lg(*+«?)(»*)'=     lm2.Z....i^ 1.2.3....r.l.2.3....r.«r 


C« 


wenn 


-l.*-.(r-l)(ä'8*     a)*"1 

L__  f**1**  _  3£A  „-, 

~1.2....(r-2)Vo*.12     T.flV 

~  1.2....(r— 3)\a»  .1.2.3     36. aV*^ 

t     ■ 

1  /     b*\gb  50.64\   r-4 

~"1.2....(r-4)Vo4. 12.3.4     24».aV;c 

•  •  • 

•  •  • 

•  : 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

J/  fr--*lgo C(l,2,....r  —  2)r-*6r-*  \   , 

"  1 .8  W"* 1.2. 3.... (r  - 2)      l.2....(r-2)1.2....(r-2)o'-V * 

1/  fr-1  lg  6  C(l,2....r— l)r-»6r-l       \ 

""lVar-11.2.3....(r— 1)      1.2....(r— 1)1.2.  ...(r-l)a'-y* 

\ar1.2....r      1.2....r.l.2....rar/' 
/       das  rte  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  be- 


o,* 
deutet.    Nun  ist  auch 
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ax*       a*.x*      a*x*       a*#* 

%(* +ttr)a» = \gb.x + äxs-5533  "•:  F5ir1fia+"- 


7 


•  t; 


/'  Igfor1,      axr+l        äixr^%       at.^rr+t 

lg  (*  +  ax)  (dxY  =  -yrir-  +  jpyrji — p^F^il  +  p»+TiT 

a4.a:r+4 

...  »  . .  - 

Setit  man  Dan  p—  1  statt  r  in  11)  und  12),  ferner  a=l,  6  =  1 
and  £=1,  oder  nimmt  man  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen 

0  und  l,  so  erhält  man: 

...  « 

j_  j_    i     i 
-f~  »(■♦^awM-igip-c«'^.-1»r^ 

0,1 

"•"1FSP "t"4.  1p-3|i"t gg  ip_4|i "l'24a.lP-*l1  ••"• 

C(l,2....p-3)P-*      C(1,2....p— 2)p-»      C(l,.2....pr-1)*»-» 
+    2.1*-8I11p-3I1     "*"       ip— «fi  1p— «|i       +       ip-i|i  ij»-i|i      • 

Hier  bedeuteten  die  C  die  Summenausdrücke  -der  Verbindungen 
ohne  Wiederholungen  aus  den  eingeschlossenen  Elementen  zur 
angezeigten  Gasse.  Benutzt  man  diese  Darstellung,  so  ergeben 
sich  die  Grenzwertbe  fär  die  fraglichen  Summen,  welche  alle, 
wie  sich  zeigt,  auf  den  natürlichen  Logarithmen  von  2  zurückfüh- 
ren.   Hieraus  entsteht 

14) 

t 

13  "■  O  +  O  ""  O  +  ••"  =0'386  M4  m  I19  890  6wa...=Ä;, 

■ «  *  • 

W  ~  &F  +  S^1  ~~  W  +  "  =0'136  294  m  119  9906188....=«;, 

W  —  W  +  S¥  ~ *¥  +"~  =0035  307 ai  857  704 88700..=A„ 
ii—  gm  +  ^|  —  pp  +....  =0,007  237  009  262  185  761  83..=^, 
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W  ""  W  +  W  ~  4^1 +-—0'001  228  137  036  207  638....  e^, 

pil  -  ä?jl  +  Sr[i  —  4f^  +••••  =0.000  177  875  309  032 175  7.~t=Kr, 

W ~  W  +  W "~  41  +'" = °'000 0I2 4tö  194 m 871  L  •=l^•, 

l»[i  —  2»jl  +  3»Ti  —  4»ii  +  ••••  =0,000  002  520  600  305  019  3....=*^, 
l4fi-2^i  +  3^1-4^1+  ...=0,000  000  253  940  965  293  3....=*,*, 
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Zugleich  erholt  man  hieraus 

•1 


15)      fV  l\g(l  +  a;)(dx)P-* 

1/1  1  l_  1  \ 

—  1p-1'1  W       4(p+l)  +8(/?+2)  +  16(p  +  3)  +  -7# 

Für  Reihen  von  beschränkter  Gliederzahl  entsteht  aus  8)  und  9): 
lö>     lpl»     2pI*  +5PI1     4P11**"-  ßnjpi1 

_y  * p  />(/>+*) 

~  "p     2(2»+I)pI1     4(2n+l)P+»l1""  8(2»+1)p4  *|i~ — •' 

iTN  _L    _L._L    J_     .       1 

l7)      1pI1""9»I1  +  ÜPI1       *»|i""  + 


iPli     2pIiT3pI1     W"^  C>n+\)v\l 

__K  . L ,       p       ■    p(p+V    , 

-  ap  t  2(2w+2)pI1  +  4(2n+2)P+1!1  +  8(2»+2)p+«I»  + "™f 

woraus  sich  nun  die  besonderen  Fälle  für  p==2,  3,  4,  5....  leicht 
ergeben. 

Es  sollen  nun  noch  einige  weitere  Anwendungen  hier  gemacht 
werden.  Aus  No.  396.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen  ist: 

*9>    5T^  +  (x+J x)P\"  +  (*+34*)»l"  +  •"•  (x+nJx)*& 

1 1_ 
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ftr  jedes  n,  x  und  Ax.     Setzt  man  4  =  1,  Jx*=\  und  «t  —  1 

statt  n,   so  hat  man : 

_         1 1 M       l_ 

— (p—l)P-i|i     (p-ri)(n+l)p-i|i  -  mP      (p_l)(n+l)p-i!i- 

Für  die  M  ergeben  sich  folgende  Werthe,  welche  die  Grenz- 
werthe  der  in's  Unendliche  fortlaufenden  Reihen  bilden: 

20)    M*=:l 
if,  =0,25 
M 4  =  0,  055  55.... 
A#ft  =  0,  010  416  666 
M6=0,  001  666.... 
M7=0,  000  231  481  481.... 
M9=0,  000  0-28  344  671  201  814  058  956  9.... 
AT 9=0,  000  003  100  198  412  698  412  698.... 
*10=0,  000  000  306  192  435  822  065  451  6.... 
üfn=:!0-r.O,  275  573  192  239  858  906  255  573  19.... 
»ia=10-  «0,  227  746  439  867  65J  988  864.... 
Äfls = 10-  ».0,  173  972  974  898  900  824  826  750. . . . 
Af14=10-lo.O,  123  531  106  437  089  343  072  249.... 
Nl5=zl(h**.09  819  33Ö  971  266  408  908  132  264.... 
Af16=10-«  0,  509  810  915  454  654  431  726  742 
Üf17=10-M.0,  298  717  333  274  211  581  089  88.... 
lf18  =  10-lft.O,  165  379  838  490  912  986  070  526.... 
Ä19=:10-17.0,  867  733  720  477  012  581  234  242.... 
Jf^rslO-^.O,  432  665  012  980  227  879  839.... 
Mu=l(h".0,  205  515  881  165  608  242  923.... 

0.6.  w.     Die  Werthe  der  Reihen  bei  hohem  p  influiren  nicht  mehr 
auf  die  zwanzigste  Dezimalstelle. 

Setzt  man  2n  statt  n  in  18),  so  wird  * 

*V       <rP\Jx  +  /-4-  A<r\*\J*  +  t<*±*>A<r\»\A*  +  •  •  •  • 


xrM*  x  (x+  /Ixytf*  T  (x+*4xyp\**  T ' " '  •  (x+9*Axyj[T* 

1 _  1 

*rbeil  XXVI.  3 
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Vereinigt  ui  diese  Gleichung  mit  7)  and  «heilt  durch  8,  M 
entsteht 

1.  I  1  1 

**>   5i2i  +  (x+2Jx)r\"  +  (*+44*)»l'»  * '  *  («+2iute)*U»  : 

1 I 

""  2(p—l)xr-V*     2(p—  1)  (*+(2»+])^*)i'-:ir3> 

1 p.dx 

+  4(*+(Jw  +  l).Ar)t'l"  *  8(* -f (*i + l)^)pTH3i 

/>(p  +  l)Mg)« 1  p/te       «(p-H)(Ar)« 

16(x+(2»l+l)zte)P+2l^'r•""4S^  +  8a:P+l|<'*",■    loa***!'* 

.  p(y>  +  l)Q>  +  2)Qte)3  . 
Für  ;r  =  1 ,   Jx  =  1  geht  hieraas  hervor ; 
23)     i>"ii+37Ii+6Fii  +  ?ü»+     •(2n  +  l)i;ii 

=;if„  +i**-i(|,_i)(2n+2)r-»l>  +  4(2>i+2)H» 

.   ..    fr        i     p(j»-H) 

+  8(2n+2)i'+Iii  +  I6(2n +  2)P+'*i1'" 
diese  führt  zu  folgenden  besonderen  Fällen: 

...       1.1.    1    .    1    .  1 

^    1.2  +  3.4+5.6  +  7.8  +  —  (2n  +  l)(2n+2) 

=0.693  147  180  569  945  309  4... 

1  3 


~~8(2n  +  2)  +  4(2n  +  2)2I»  +  4(2«  +  2)»l» '  «(atr+2)«»1  +""' 

I  1  1        J_  1 

1»H  +3»|i  +53JT  +  7»|i  +••*  |(2n+l)»ll 

=0,193  147  180  659  945  309  4.... 

1  . 1         ,3.3, 

— 2.2(2n  +  2)»l1+4(2n+2l*lI',8(2*+2)*ll '  4(8*+2)»li  T""* 

\W  T  a4|l  T  K4|i  -t  74|i  T  •••• 


l>  T3*l«  T54l»  T7*l*  T""(2n+l)«ll 

s  0,045  421  453  708  630  208  278.... 

1  1.1.6 

— 6(2»+2)»P  +  4(2»+2)4P  +  2(2*+2)«l*  +  4(2w+2)«1»+ 


•••• 
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a.  s.  w.    NtNt  nn  die  begleitend**  Zahlen,  wekfce  die  Gnb*.- 
werthe  filr  unendliche  Reihen  dieser  Art  bilden,  der  Beide  nach 

N%,  Nt,  N4,-..,  so  hat  man  hiefiir  folgende  Tafel: 

.28)    W  ,=0,  693  147  180  589  946  309 
A'  ,=0,  193  147  180  559  945  309 
A  4=0,  045  421  453  706  630  209  27 
iV,=0,  008  826  837  964  426  214 
19  4=0,  001  447  401  850  937  153 
N  r=0,  000  204  678  395  256  829 
7V8=0,  000  020  413  933  036  342 
N9=0,  000  002  810  399"  358  858  8 
JVIO=0,  000  000  280  066  700  557  7 
2V„=0,  000  000  025  394  096  529  8 

0.     8.      W. 

Die  Werthe  der  JV  lassen  sich  auch  direct  and  auf  folgende  Art 
berechnen.  Wird  — a  statt  a  in  11)  gesetzt  und  werden  sämmt- 
liche  Glieder  mit  —  1  verbunden,  so  ist 

26)  -J      lg(6-aa?)(8xr=  -  ~^^+ ^W*  b*  &W+ b*&»\* " 

_(_)r+    j-— (_)r+S lr|t  ,r|1  ^ 


+  F=»i?^ — 5".+  «^ 

+  lr-»l»V.a».1.2     4.a»y^ 

+  l"-»llV     aM.4.3  +  36.«»,/*^ 

_1     /    6*lg6  &0.A*\ 

+  F=4l>  ^a4 1 .2.3. 4  ~"  W.  a*J  * 

.      1     /     6». Ig*  .    2746»  \     _. 
+  prSTi  \—  5«TW  +  1WW  * 


Nnn  ist 


y*'  lg(b  +  ax)(Bxy~J*r  \K(b-ar)(8xy=J*T  |g  £±£?  0*)-. 
o>*  o>*  o,* 

v 
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ZlnH   ninn  daher  die   Gleichungen  25)  und  11)  zusammen  und 
tbeiH  mit  2,   so  wird  mit  Rücksicht  auf  12):  ' 

Äj   4.1N-H*  f  6*.3N-i|i  ■  6». 5r+t|r+6r^q.Tjl+—  =  \J     *J^F*r 
=2n^[(»+^)r«g(*  +  «*)(-)rfl(6~w)lg(6-.ax)] 


1     /  6»lg6        C(l,2,3)»6»\ 
^l'-3|iVa3. 1.2.3""  PIU»!1.«1/^ 

1      /6Mg6      C(l,2,....5)*.6»\ 
1      /6ylg6       C(1.2,...7)«6«\ 


Diese  Reihe  bricht  ab,  wenn  der  Exponent  von  x?-*  in  1  oder  0 
fibergeht.  Ersteres  ist  bei  einem  geraden,  letzteres  bei  einem 
ungeraden  r  der  Fall. 

Setzt  man  nun  o  =  1,  6  =  1  und  .r  =  l  oder  nimmt  das  In- 
tegral zwischen  den  Grenzen  von  0  bis  1,  schreibt  man  ferner 
p — 1  statt  r,   so  entsteht: 

**)    TFfi +  3?!* +  öpi*  f  7piI+- '^^p 

2p-*  Ig  2     2P-2qi,2....;>-l)P-»       1  0(1,2,3)* 

=—    ]p-l|l  Jp-l.llP-l|l  +  lp-2|l  +  ]p-4|l .  i»|a.  pii 

C(l,2,....5)«     C(l,2,....7)«      C(1.2,....9)« 

Hieraus  kann  man  die  Werthe  der  JS  direct  berechnen.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  N,  M  und  K  ist 

28)    NP=lMp  +  lKP. 

Hieraus  bestimmt  sich  z.  B. 

Kn  «0,000  000  023  230  873  835  7....  =  jnjl-§^  + jap -...'. 
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An»  den  Gleichungen  1 1) ,  ]  2) ,  26)  and  27)  leiten  sich  eine  Menge 
ferner  gehöriger  Reihen  ab.  Der  Werth  von  x  in  11)  und  12)  kann 
jede  beliebige  Zahl  sein ;  eben  so  a  und  b.    In  26)  ist  diess  nicht 

dtr  Fall,  denn  es  mass  b^ax  sein.    Dasselbe  gilt  von  26). 

Zugleich  zeigt  sich  aus  11),  12),  26)  und  27),  dass  alle  hier- 
her gehörige  und  den  genannten  Bedingungen  unterliegende  Reihen 
Grenzwerthe  haben  oder  convergiren. 

Setzt  man  a^=l,  6  =  1,  #  =  —  und  schreibt  p — 1  statt  f" in 
20),  so  entsteht 

8.lP-»l»lP-»|i       \_\    9    )       K    '   \    q    )      J 

,  1         ,  C(l,2,3)»  C(1,2,..-..S)« 

+  Jp-»l»  q*-*  +  1p-4|».  l*|il»|i^p-4  +  li>-«l»l*:il»|i0P-«i"- 

Dieselben  Werthe  lassen  sich  in  11)  und  12),  sowie  in  25)  ein- 
führen, wodurch  andere  Reihen  entstehen. 

Nimmt  man  11)  und  12)  negativ  -und  vereinigt  die  hierdurch 
sieh  ergebenden  Resultate  mit  26),  theilt  dann  durch  2,  so  ent- 
steht: 


»IT 


(&r)r  Ig6.^r    a*.xr+*     <Pxr++   ,  a*.xr+* 

lg(6*-a2*2)""~ """    II1   +6a.2^+i|A+6«.4r+i|i+6«.6H-Hi'r*- 

_      (6  +  fl*)Mg(6  +  ttr)       ^  (6  -  gjflrfr (6—  <ur) 

l_/6^lg6       C(l,2)*62\ 
+ l*-2!1  Va*.  I2'1 "~   l2!1!2!1«*2/  x 

■      1     /^»g*        C(l, 2, 3, 4)»ft«\ 
M'-^V«4!4'1  ""        l*|il4|ifl4     /*^ 
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und  faieams  fär  «ä  1,    £  sc  1,    ar=  1: 

•  ■ 

w>      L±J_j.J    x_ L  . 

™)     2r+I|l  +  4r+l|l  +  Or-pül  "*"  ^  *ll 

2'-Mg21C(l,2....r)'-1.2'-»  C(l,2)«         C(l,2,3,4)> 
pM J7iTl>ü ir-*,i.ta:i.tfl-lr-4iil*|ii4|i 

C(l,  2, ....  6)»     0(1,2,....  8)r 

.     ~  Ir-«|IJ«IH«|1- -   ]r-«|ll«!lj«;r       "•• 

Diese  Gleichungen  eröffnen  eine  neue  Gattung  von  Reihen. 
Zieht  man  7)  von  21)  ab  und  theilt  das  Resultat  durch  2,  so 
entsteht  zur  Bestimmung  der  Summe  einer  Reibe  von  beschränk- 
ter Gliederanzahl : 

3I>     (*  -f  <fe)rl'«  +  (jr  +  34*)»!^  +  •'•"  (*  +  (&i~^  1)  Jv)p\** 

1 1 

^«(p-l).^.^-1!^     2(f>~l).^r(ar  +  (2w  +  l)<4r)i»-il^ 

1 /9.  zfa: 

g^J^te)* 1  p.Am 

16(*+<2w  +  l)4tf)H^*     4..tpI^     8.*rMI'* 

P(PjJ){±*£ 

W. *******   •"••••- 

Wird  hierin  #  =  1  und  z/^*  =  l  gesetzt,  so  treten  die  bekann- 
tenGrenzwerthe  (  14)  und  20))  auch  hier  ein  und  es  entsteht: 

32>    5ii+4?i+^li  +  •  —  (&ÖFÜ  =  *  M* ""  4^^2(p-l)(2n+2)P-iU 

1 /»  *»(/»  +  !) 

4(2n  +  2)*!1     8(2n+2)i'+1J1     16(3«  +  ^)*»+*li      •— 

Aus  der  Gleichung 

33)    Qp  =  \Mp  —  \Kp 

kann  man  die  Grenzvrertbe  für  diese  Art  Reihen  leicht  berech- 
nen.   Man  wird  erhalten: 
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34)  Q  ,«0,  306  85«  81!»  440  064  091 
Q  s=0,  056  862  819  440  064  «91 
Q  4=0,  010  124  101  848  925  360 
Q  ft=0,  001  689  828  702  240  452 
Q  f  j=0,  000  219  264  815  729  514 
Q7=09  000  026  803  086  224  653 
Q  8=0,  000  007  930  738  165  471 
Q9=0,  000  000  289  799  053  839  5 
<Ao=0,  000  000  026  125  735  264 
Q,,=0,  000  000  002  163  222  694 

U.    6.    W. 


IT«  Memiimmwm^  der  Ctrenswerthe    der  Falcnltaten- 
Beuten   für    ganne  Kahlen,    deren  Glieder    mit    ah- 
weehvelnden  Seiehen  verbanden  «Ind. 

$.9. 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

1)  sH^— (x+Jx)v\J*  +  (x+2Jx)P\J*. .. . (— )«(ar  +  n/tx)P\J* 

=  (— )"  t"1  C*  +  ("  + 1)  4*)rtJ* +"t-1«H^*. 

2)  af  1^*— (* + <*r)P^* + (* + 2^?;)Pl^* ....  (—)»+*(.* + (* + 1)  4xW* 

=  (-),,+1t-1(Ä+(n+2)z/Ä)Pl^  +  J^a*^*. 

Wird  1)  und  2)  zusammengezählt  und  durch  die  Zahl  2  getheilt,  so 
totstellt 

3)  «f  1^— (j:  +  Jx)P\J*  +  (x  +  2^ar)Pl^ .... 

=(-)"if-H*+(»+l)^*)p,^(-)n+1i^^+(n+2)^^)Fl^ 

+  e~*x*\J*. 

Wichet  nun  n  in's  Unendliche,    so  gehen  die  zwei  ersten  Glie- 
der, aof  der  rechten  Seite  in  3)  in  0.  über  und  man  hat: 

4)    Lim[S(— )-(ar+»^ar)Fl^(— ^^(^(n+lj^^^jaij^«^^; 


40  Oetttnger:    Betträge  %ur  Summtrung  der  Retken. 

Nun   ist    nach    }.  83;   der   Lehre    von    den    aufsteigenden 
Functionen 

*v    «_,     .>#       **{J*      A&\J*      J*xP\J*     J*x*\J* 

5)  t-Ws=-^ 4-+— 8" B7  +  — 

**\J*     p(x+Jx)P"l\  *        xl     v*\-l(Ax)*(x  +  2Jx)P-*\J* 

=— ^ 1 (^*r+ § ... 

Hiernach  ist 

6)  Lira[S(— )»(x  +  n/lx)P\J*(-)»+ll(x  +  (n  +  l)Jx)P\J*] 

_  a*\J*     p.Jx(x+Jx)P-l\**      p»l-»  (Jx)*(x+2Jx)p-*W* 
-     2  j  +  g  -... 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  besondere  Fälle  für  x=  1 ,  Ax—  1 
und  n —  1  statt  n: 

7)  Lim[S(-)«- »n^C— )"U»tl)2'1]  =  i» 
Lim  [«(-^-»n^H-^Un  + l)*«1]  =§> 
Lim  [S(-)"-1«*l1(— )•  i(*  +  l)4,lJ  =4» 
Lira[5(-)»-lnfiIH— ^«n  + 1)5,1]  =  ^> 

II.   8.    W. 

Fflr  j?=l,  4x=2  wird: 

8)  Lim[S(-)—in^(-)»4(n  +  l)2|*]  =  -?, 

Lim  [S(-)»-in«l*(— )•  J(«  +  l)3,a]  =  -  3, 

Lim[5(— )"-»n4l2(— )»i(n+  l)4la]  =  -  19A 

Lim  [SC-)«-1  fi*l*(-)«i(n  +  l)ftl*]  =  -150,     ,." 


.! 


U.   8.    W. 


V.    Bestimmung  de«    Ctrenzwerthes    der  nnendllelien\ 

1 .  S  .5.7*9. ... 


Faetorenfolge 


2.4.6.8.10....' 


§.10. 

Im  }. 26.  Nr.  13.  meiner  Theorie  der  analytischen  Fa- 
kultäten h»be  ieb  gezeigt,  das« 
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1H*,■:TOiS^=»81-,«2  +  ,83^,*4••••  +  ,8(2B-,)-,82,, 
,    .      .         ,2  1       ,         I    .  1 
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.«  *  •  b 


T  16.7(2* +1)* 
ist.   Hieraus  entstellt  ' 

11»  2  11  1 

Ffir  ein  unendlich  wachsendes  vi  erhält  man  als  Grenz werth 

*)    Lim  ig-    ^      =='gV  ;H-°'  ^  Wl  •*  644  727  4"' 

•der  wenn  man  auf  die  Zahlen  zurückgeht; 

4,     ^1.3^7(2^-1)^1^    2  79?         ^ 

2.4. 0.8... .2»  V2« 

Aus  I)  und  2)  folgt  durch  Zeichenänderung  .   . 

-Igl  +  lg2«lg3  +  lg4....-lg(2ii-l)  +  lg2n-ilg(2ii  +  l) 

=  üg«  -  Jlg2  +  4(2ll+i)  — 24(2n+l)8  +20(2n+l)»~  — 
oder 

2»*  *r  ]  1  1 

5)    'g I^VStTl' ^ *'8S  +  4*»+*) "" 24(2n+l)«  +  20(2n+l)»~- ' 

Der  Grenzwerth  ist  hiefür: 

2»la 
•)      Lim '* iii V^ST+i  =  »g Vfo = 0,225  811  352  644  727  4«.. 

Bei  dem  Uebergang  auf  die  Zahlen  ergibt  sich 

^      _ .  2.4.6.8.,..2n  , 

*>     Un  1.3.57....(2»-l)V^TT  =  i^=  "■»  314  137  315  -- 

Die  hier  gegebenen  Bestimmungen  gelten  in  aller  Schärfe  und 
bestätigen  die  Richtigkeit  in  der  Anwendung  auf  besondere  Fälle 
bei  kleinen  Werthen  fflr  n.    So  ist  z.  B. 


49  9ttttnf*rt   BtttrSft  »w  aummtninf  ätr  AMIm. 

2.4.6.8     =  m=0fia0  m  8" 

1.3.5.7.... 23.  V  25     äo/w  aai  n«* 
{U.6.8....&LJ4    =°»805  Wl  *7-' 

Der  erste  Quotient  ist  um  0,0224....,  der  zweite  um  0,00601 ....  von 
dem  oben  angegebenen  verschieden.    Eben  so  ist 

2.4.6.8     ={»     1>219(M666_, 


1.3.5.7.  VT     M* 
2. 4.6.8....  24 


1.3.5.7.... 23  V25 


=  1,240  846.... 


Der  erste  Quotient  ist  um  0,034,    der  zweite  um  0,012..,-   von 
dem  Werthe  in  7)  verschieden. 

Euler  hat  sich  mit  Bestimmung  des  Grenzwerthes  von  7) 
(Differential  -Rechnung.  2.  Thl.  $.11.)  beschäftigt  und  densel- 
ben, auf  fünf  Decbnalstellen  richtig  angegeben.  Den  Factor  V2»+i 
hat  er  nicht  berücksichtigt.  Lacroix  hat  (Tratte*  d.  calc.  difC 
et  intägr.  T.  III.  p.  349.)  das  von  Euler  angegebene  Verfahren 
wiederholt. 


,  ii 


■  i, 


* » 


<   V 


«•'•«»■I    •• 


■  « i  •■ 
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II. 

Ueber  Legendre's  Beweis  eines  Fundamentalsatses 

der  Geometrie. 

Von 

Herrn  Doctor  A.  Uhde, 

Schulrath  und  Professor  am  Herzoglichen  Collegfo  Caroline 

in  Brannschweig. 


Legendre  giebt  in  seinen  „Elementen  der  Geometrie, 
IV.  Buch,  ö.  Satt"  nach  Crelle's  Uebersetzung  (4.  Aufl.  S.  103. 
md  103.)  wortlich  folgenden  Lehrsatz  und  Beweis: 

„L  ebrsatz. 

Jede  krumme  oder  gebrochene  Linie,  welche  von 
einem  Ende  bis  zum  andern  eine  ausgebogene  (con- 
feie)  Linie  AMB  umschliesst,  ist  iSnger  als  die  um- 
schlossene Linie  AMB.    (Taf.I.  Fig.  1.) 

Beweis.  Gesetzt  uon,  die  Linie  AMB  wäre  nicht  kurser 
als  alle,  welche  sie  umgeben:  so  tnuss  es  unter  den  letzter*!» 
asthwendig  eine  geben,  die  kürzer  ist  als  die  übrigen,  und  au» 
gleich  kürzer  als  AMB,  oder  höchstens  AMB  gleich.  ACDEB 
sei  diese  kürzeste,  nmschliessende  Linie;  alsdann  ziehe  man 
zwischen  den  beiden  Linien  an  einer  beliebigen  Stelle  eine  gefade 
Linie  PQ,  welche  AMB  nicht  trifft  oder  sie  höchstens  nur  bt- 
rflhrt:  so  ist  die  gerade  PQ  kürzer  als  PCDEQ;  setzt  man  alte 
PQ  an  die  Stelle  von  PCDEQ,  so  hat  man  eine  umgebeode 
APQB  (nicht  ABQP,  wie  unrichtig  gedruckt  steht),  welche  kür- 
zer ist  als  APDQB.  Nach  der  Voraussetzung  ist  diese  aber 
•eben  die  kürzeste  von  allen:  also  ist  die  Voraussetzung  eicht 
ttlgßeb  ;  mithilft  sind-  all*  umscbliessenden  Linien  länger  als  AMB/' 
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Der  verdienstvolle  Uebersetzer  macht  hierxa  folgende  An- 
merkung : 

„Dieser  neunte  Satz  ist  auch  für  die  Lehre  von  den  krum- 
men Linien  wichtig.  Er  kommt  z.  B.  bei  einer  begründeten 
Ausmessung  der  Länge  krummer  Linien  zur  Anwendung.     Man 

sehe  desshalb  etc Legendre's  scharfsinniger  Beweis  des 

Satzes  ist  sehr  merkwürdig." 

Auch  der  Uebersetzer  hat  also  an  dem  Beweise  keinen  An- 
stoss  gefunden.  Mir  aber  scheint  dieser  Beweis  keineswegs 
stichhaltig  zu  sein,  und  da  der  Satz  selbst  als  Grundlage  der 
Lehre  von  der  Rectification  krummer  Linien  wichtig  genug  Ist, 
der  hier  gegebene  Beweis  desselben  aber  auf  die  Autorität  von 
zwei  so  bedeutenden  Namen  hin  von  Vielen  leicht  ohne  Weiteres  als 
richtig  hingenommen  werden  wird;  so  bedarf  es,  glaube  ich,  kei- 
ner Rechtfertigung,  wenn  ich  meine  Einwendungen  gegen  densel- 
ben hier  zu  weiterer  Prüfung  vorlege. 

„Gesetzt  also",  so  beginnt  der  Beweis,  „die  Linie  AMB 
wäre  nicht  kürzer  als  alle,  welche  sie  unigeben,  so  muss  es  an* 
ter  den  letzteren  noth wendig  eine  geben,  die  kürzer  ist  als  die 
übrigen  und  zugleich  kürzer  als  AMB,  oder  höchstens  AMB 
gleich."  —  Ist  dem  wirklich  so?  —  Man  trenne  nur  einmal  <H# 
beiden  Behauptungen,  welche  hierin  liegen.  Zunächst  ist  gesagt: 
wenn  AMB  nicht  kürzer  wäre  als  alle,  welche  sie  umgeben,  so 
müsse  es  unter  den  letzteren  nothwendig  —  mindestens  —  eine 
geben,  welche  kürzer  wäre  als  sie,  oder  höchstens  ihr  gleich. 
Dagegen  ist  nichts  einzuwenden :  die  Folgerung  enthält  nicht  mehr 
als  die  Voraussetzung.  —  Sodann  ist  aber  auch  behauptet:  jene 
angenommene  Linie  müsse  zugleich  kürzer  sein,  als  die 
übrigen,  eine  kürzeste  unter  den  umschliessenden.  Ist  auch 
das  zuzugeben?  —  Wenn  die  Linie  AMB  nicht  kürzer  wäre  als 
alle,  welche  sie  umgeben,  so  könnten  diese  entweder  alle  kürzer 
sein  als  sie,  oder  unter  den  umschliessenden  könnten  erst  reu 
einer  gewissen  Grenze  an  die  folgenden  kürzer  sein  als  die  um* 
schlossene.  Im  einen  wie  im  andern  Falle  soll  unter  den  um* 
schliessenden  nothwendig  eine  die  kürzeste  sein?  Wesshalb? 
Wesshalb  soll  nicht,  wie  in  so  vielen  anderen  Fällen,  die  Länge 
dieser  Linien  in's  Unendliche  abnehmen  können,  ohne  doch 
jemals  eine  bestimmte  Grenze  der  Kleinheit  erreichen 
zu  müssen?  Wenn  z.  B.  —  um  nur  an  einen  ähnlichen  FaN  in 
erinnern  —  die  Coordinaten  einer  Hyperbel  in  die  Richtung  ihrer 
Asymptoten  gelegt  sind,  wer  wird  dann  behaupten  wollen,  anter 
den  Ordinaten  derselben  müsse  nothwendig  eine  die  kürzeste  «ehiT 
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Auf  diesem  Punkte  aber  beruht  der  ganze  Beweis :  weil  un- 
ter den  umschliessenden  Linien  nothwendig  eine  die  kürzeste 
sein  müsste,  unter  ihnen  aber  keine  die  kürzeste  sein  kann,  so 
muss  die  umschlossene  Linie  selbst  die  kürzeste  sein.  Kann  und 
darf  nun  aber* der  Vordersatz  nicht  zugegeben  werden,  so  fallt 
damit  auch  die^ganze  Schlussfolgerung  über  den  Haufen. 

Täusche  ich  mich  nicht,  so  liegt  Legendre* s  Beweise  etwa 
folgender  Gedankengang  zum  Grunde.     Zwischen  zwei  Punkten 
A  und  B  ist  die  gerade  Linie  AB  der  kürzeste  Weg  (Axiom). 
Ein  beliebiger  anderer  Zug  APQB,  der  dieselben  beiden  Punkte 
mit  einander  verbindet,  ist  länger.    Indem  man  irgend  zwei  Punkte 
desselben  durch  eine  gerade  Linie  (Sehne)  mit  einander  verbindet 
and  diese  statt  des  abgeschnittenen  Stücks  eintreten  iSsst,   wird 
der  Zug  verkürzt.    Man  kann  ihn   auf  diesem  Wege  der  letzten 
Grenze  aller  Verkürzung  (der  geraden  Linie  AB)  immer  näher  und 
näher  bringen.    Liegt  nun  zwischen  jenem  Zuge  APQB  und  der 
geraden  Linie  AB  «in  anderer  (ausgebogener,  convexer)  Zug  AMB, 
so  muss  der  umschliessende  Zug   bei  stetiger  Annäherung  an  die 
letzte  Grenze  aller  Verkürzung  diese  Zwischengrenze  AMB  noth- 
wendig einmal  erreichen  und   überschreiten.    Der  umschliessende 
Zug  APQB  lässt  sich  aber  fort  und  fort  verkürzen,  ohne  darum 
aufzuhören,  die  Linie  AMB  zu  umschliessen :   es  giebt  unter  den 
■mschliessenden  keinen  kürzesten  Zug.    Folglich  muss  die  Linie 
AMB  selbst  diese  kürzeste  Grenze  sein,    welche  so  lange  nicht 
erreicht  and  überschritten  wird ,  als  der  Zug  noch  ausserhalb  oder 
jenseits  derselben    bleibt.   —   Wäre   in    der    That  Legendre's 
Beweis  etwa  so  ausgedrückt,  so  träte  das  Unhaltbare  in  demsel- 
ben deutlicher  zu  Tage.     Denn  wer  sieht  nicht,    dass  die  ganze 
Schlassfolge  auf  der  Annahme  beruhen  würde,   die  Linie  AMB 
liege  auch  der  Länge  nach  zwischen  der  umschliessenden  APQB 
tnd  der  geraden  Linie  AB,   als  letzter  Grenze  aller  Verkürzung, 
■od  jene   nähere  sich  dieser  bei  stetiger  Verkürzung  immer  nur 
ton  derselben  Seite  der  Zwischengrenze  AMB,  von  der  Seite  des 
Grosseren,    —    dass  mithin   stillschweigend  schon    vorausgesetzt 
wäre,    der  umschliessende  Zug  APQB  sei  länger  als  der  um- 
schlossene AMB,  gerade  das,  was  erst  bewiesen  werden  soll. 

Vielleicht  aber  zeigt  folgender  Einwurf  noch  schlagender  das 
Unhaltbare  des  Legendre' sehen  Beweises. 

Allerdings  setzt  Legendre  eine  ausgebogene  (convexe) 
Linie  AMB  voraus,  von  welcher  er  beweisen  will,  dass  sie  kür- 
zer sei  als  alle  sie  umschliessenden,  und  bestimmt  zuvor  ganz 
richtig  den  Begriff  der  Convexität.  Aber  man  setze  einmal  in 
seinem  Beweise  statt  des  convexen  Zuges  AMB  jeden  beliebigen 
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anderen,  nur  von  APQB  umschlossenen,  i.  B.  AmB9  ond  der 
ganze  Bewein  l&sst  eich  Wort  für  Wort  noch  nnf  dienen  nnwen* 
den.  fy  ist  noch  ebensowohl  zn  behaupten:  Kenn  die  Linie  AmB 
nicht  kürser  wäre,  aln  alle»  welche  nie  umgeben,  ne  mOsse  en 
nnter  den  leisteten  notbwendig  eine  geben,  die  kürzer  wäre  nln 
die  übrigen  und  sogleich  kürzer  als  AmB  oder,  höchstens  ihr 
gleich;  ACDEB  sei  diese  kürzeste,  umschliessende  Linie  o.e. f.; 
weil  nun  APQB  noch  kürzer  sei,  so  sei  die  Voraussetzung  nicht 
möglich,  mithin  seien  alle  umschließenden  Linien,  wie  ACDEB 
und  APQB,  länger  als  die  umschlossene  AmB.  Wer  wird  den 
zugestehen)  —  Ich  wenigstens  finde  nicht,  dass  in  Legendre's 
Beweise  von  der  Voraussetzung,  die  umschlossene  Linie  AMB 
müsse  eine  ausgebogene  (convexe)  sein,  bei  den  weiteren 
Schlüssen  irgend  Notiz  genommen,  oder  dass  aus  derselben  irgend 
Etwas  gefolgert  sei,  was  die  weiteren  Schlüsse  gerade  nur  nnf 
solche  convexe  Züge  beschränkte  und  die  Anwendung  derselben 
auf  jeden  beliebigen  anderen  umschlossenen  Zug  (wie  AmB)  verböte. 

Meiner  Meinung  nach  ist  also  der  in  Rede  stehende  Sntn 
durch  Legendre's  Beweis  nicht,  und  Überhaupt  noch  nicht  be- 
wiesen, ja  ich  glaube,  er  lässt  sich  schwerlich  im  eigentlichen 
strengen  Sinne  beweisen,  und  begnüge  mich,  beim  Untenrichte«  — - 
wenn  ich  auch  das  noch  hinzufügen  darf,  —  die  Ueberzeusung  von 
seiner  Richtigkeit  etwa  auf  folgende  Art  noch  mehr  zu  begründen« 

Man  verbinde  (Taf.  I  Fig.  2.)  awei  Punkte  A  und  B  dorch 
einen  cenvexen  gebrochenen  Zug,  z.  B.  ACDEB,  und  uusser- 
dem  durch  einen  beliebigen  anderen,  welcher  diesen  nmschliesst, 
z.  B.  APQB,  Die  Convexität  eines  Zuges  ist  dadurch  bedingt, 
dass  man  sich  beim  Durchlaufen  desselben  von  einem  Bnde  bin 
zum  anderen  immer  nur  nach  derselben  Seite,  niemals  rückwärts, 
so  drehen  hat.  Wird  nun  jede  Seite  des  erstgenannten  Zogen 
über  die  Ecke  hinaus,  an  welcher  man  sich  beim  DoTchlaufen 
desselben  in  die  Richtung  der  anstossenden  Seite  zu  drehen  hat, 
in  ihrer  eigenen  Richtung  bis  zum  Zusammentreffen  mit  dem  un>- 
schliessenden  Zuge  fortgesetzt,  also  AC  bis  x,  CD  bis  y,  o.  8.  f.; 
so  erhält  man  nach  dem  bekannten  Axiome,  dass  die  gerade  Linie 
der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten  ist, 

AC+Cx^APx, 
CD+Dy^Cx  +  xQy, 
DE  +  Ex  <Dy +yt, 
EB         <Ei  +*», 

folglich    AC+  CD+D<+EB+  Cx+Dy+Ez^APx+xQylyz+tB 

+  C*+Dg  +  Ez, 
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und  nach  Aufhebung  der  gleichen  Grössen  auf  beiden  Seiten 

ACDEB<APQB. 

Dasselbe  llsst  sich  augenscheinlich  von  jedem  gebrochenen 
esnvexen  Zuge,  aus  wie  vielen  einzelnen  geraden  Linien  er  auch 
zusammengesetzt  sein  mag,  und  einem  beliebigen,  ihn  umschlies- 
senden  Zuge  beweisen.  Setzt  man  nun  statt  des  umschlossenen 
gebrochenen  einen  gekrümmten  convexen  Zug,  wie  AMB,  und 
denkt  sich  in  denselben  einen  gekrochenen  Zug  eingeschrieben, 
so  llsst  sich  die  Länge  des  letzteren  durch  beständige  Vermeh- 
rung seiner  Seiten  der  Lärige  des  gekrümmten  Zuges  in's  Un- 
endliche näher  bringen,  ohne  dieselbe  jedoch  jemals  erreichen 
oder  überschreiten  zu  können.  Und  dann  wird  der  Schluss  er- 
Unbt  sein:  was  ohne  Einschränkung  von  allen  Werthen  gilt,  die 
•ich  euer  gegebenen  Grenze  in's  Unendliche  nähern,  das  muss 
aneb  für  diese  Grenze  selbst  gelten.  —  Freilich  macht  dieser 
Schluss  einen  Sprung,  im  Uebertragen  dessen,  was  von  unsteti- 
gen GrOsssn  gilt,  auf  stetige.  Ein  ähnlicher  Sprung  ist  indessen 
bekanntlich  bei  vielen  mathematischen  Bestimmungen  gar  nicht 
a  vermeiden. 

Schliesslich  will  ich  noch  bemerken,  dass  meiner  Meinung 
nach  die  vorstehenden  Einwürfe  mit  den  entsprechenden  Abände- 
rungen auch  gegen  den  Beweis  zu  erheben  sind,  welchen  Le- 
gendre  im  VIII.  Buche  seiner  Geometrie  (Lehrsatz  11., 
Seite  214»  ff.  der  oben  citirten  Uebersetzuug)  von  dem 
entsprechenden  Satze  aus  der  Flächenbestimmung  aufstellt,  dass 
nfanKch  „jede  convexe  Fläche  kleiner  ist  als  eine  beliebige  andere 
•ie  omsch  Hessen  de  Fläche  von  dem  nämlichen  Umfange."  Denn 
Legen dre's  Beweisführung  für  diesen  Satz  ist  im  Wesentlichen 
dieselbe,  wie  für  den  hier  besprochenen  Satz. 
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III. 

Allgemeiner,  leicht  elementar  zu  beweisender  Satz  van 
der  Rectification  und  Quadratur  der  Curven. 

Elementare  Rectification  der  Parabel. 

Von 

dero   Herausgeber. 


In  einer  an  Franz  Schooten,  der  bekanntlich  Professor  in 
Leyden  war,  gerichteten  Epistola  de  transmutatiooe  cur- 
varuro  linearum  in  rectas.  Dat.  Salmurii,  die  13  Jana- 
arii  A°.  1659»  welche  in  Renati  Descartes  Geometria. 
Francofurti  ad  Moenura  1695.  p.  517.  abgedruckt  ist,  hat 
van  Heuraet*)  einen  allgemeinen  Satz  von  den  Curren  bewie- 
sen, den  ich  in  mehreren  Beziehungen  für  wichtig  und  merkwür- 
dig halte.  Im  mathematischen  Worter  buche.  Tbl.  IV. 
S.  233.  thut  Mo II weide  dieses  im  Allgemeinen  wohl  nur  wenig 
bekannten  Satzes  allerdings  Erwähnung,  scheint  mir  aber  dessen 
Bedeutung  nicht  eigentlich  erkannt  zu  haben,  wie  ich  schon  da- 
raus schliessen  zu  dürfen  glaube,  dass  Mollweide  den  Satz 
mittelst  der  Differentialrechnung  sehr  kurz  beweiset,  indem  mir 
vielmehr  die  Bedeutung  dieses  Satzes  für  manche  Untersuchun- 
gen darin  zu  liegen  scheint,  dass  er  sich  sehr  leicht  ganz  elemen- 
tar beweisen  lässt.  Ich  werde  nun  den  Satz  zuerst  aussprechen, 
und  dann  einen  ganz  elementaren  Beweis  für  ihn  geben,  worauf 
ich  vermittelst  dieses  Satzes   die  Parabel  auf  ganz  elementarem 


+)  So  ist  der  Name  am  io  eben  angegebenen  Orte  geschrieben. 
Mollwcide  im  mathematischen  Wörterbnche  (s.  nachher)  schreibt 
Hevraet.  Die  erstere  Schreibart  haben  auch  Lacroix  und  Klaget 
(niBlhem.  Wörtern.  Tbl.  III.  S.  725.)  beibehalten.  Freilich  weite 
man,  dass  in  alten  lateinischen  Schriften  o  und  ▼  oft  verwechselt  werden. 
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Wege  rectificireo  werde,  was  aber  jetzt  nur  dadurch  möglich  ge- 
macht ist»  weil  ich  in  einem  früheren  Aufsatze  (Thl.  XXV.  Nr.  V.) 
eine  ganz  elementare  Quadratur  der  Hyperbel  gegeben  habe,  die 
früher  bekanntlich  nur  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  möglich 
war.  Diese  von  mir  gefundene  elementare  Quadratur  der  Hyper- 
bel, mit  Einschlug*  der  ganz  elementaren  Theorie  der  Logarith- 
men, und  die  nun  von  mir  gefundene,  gleichfalls  ganz  elementare 
Reeüfication  der  Parabel  werden,  so  hoffe  ich,  wesentlich  zur 
Forderung  des  Vortrags  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  und 
des  Unterrichts  in  diesem  so  ungemein  wichtigen  und  interessan- 
ten Theile  der  Mathematik  beitragen.  Deshalb,  und  zugleich  noch 
ans  anderen  Gründen,  glaube  ich  auch,  dass  der  Satz  von  van 
Heuraet  in  die  Elemente  der  Mathematik  aufgenommen  werden 
muss,  indem  er  mir  Oberhaupt  mancher  wichtigen  und  interessan- 
ten Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  wie  ich  am  Schluss  die- 
ses, wenn  auch  durchaus  eigentlich  nur  der  elementaren  Rectifi- 
cation  der  Parabel  mit  Hülfe  der  von  mir  früher  gefundenen 
elementaren  Quadratur  der  Hyperbel  gewidmeten  Aufsatzes,  noch 
an  einem,  schon  von  van  Heuraet  selbst  gebrauchten  Beispiele 
zeigen  werde,  zugleich  aber  die  Leser  des  Archivs  auffordere, 
ihre  Aufmerksamkeit  der  weiteren  Anwendung  dieses  Satzes  so 
widmen. 


Sata   von   T*n   Henraei 

In  Taf.  1.  Fig.  3  seien  A'F'  und  AlFl  zwei  ganz  belie- 
bige Curven,  und  AF  sei  eine  beliebige  gerade  Linie, 
auf  welcher  AAX  und  FFX  senkrecht  stehen.  Wenn  dann 
l  eine  beliebige  gerade  Linie  von  bestimmter  Länge 
bezeichnet,  und  für  jeden  Punkt  P  der  Curve  A'F't 
ia  welchem  die  bis  zur  Linie  AF  verlängerte  Normale 
der  Curve  die  Linie  PTi  ist,    die  Proportion 

PP:PN=X:PPl 
oder  die  Gleichung 

PP,.PPl=l.PN9 

wo  PPX  auf  AF  senkrecht  steht,  Statt  findet,  so  ist 
die  Fläche  AAlFFl  gleich  dem  Rechtecke  unter  der 
Linie  l  und  einer  der  Curve  A'F  gleichen  geraden 
Linie,  oder  es  ist: 

AAlFFl=k.A'F'. 

Tk.il  XXVI.  t 
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Beweis. 

I.  In  Tat  I.  Fig.  4.  stehe  auch  QQX  auf  AF  senkrecht.  Denkt 
man  sich  nnn  durch  den  Punkt  P1  die  Beröhrende  Pßff  an  die 
Corve  A'F'  gezogen  und  bis  zur  Linie  QQX  verlängert,  so« sind» 
wenn  man  noch  durch  P1  und  Px  mit  AF  die  Parallelen  P'q'  und 
Pxgx  zieht,  die  Dreiecke  PP'N  und  P'p'q'  offenbar  einander 
ähnlich ,    also 

PP'iP'N=zP'q':P'p'=zPQ:P'p'9 

folglich 

PP,.P,pt  =  PQ.P,N. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

PP'.PPl=X.P'N9 

also,  wenn  man  in  diese  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  dividirtt 

PPX ^ 

Pp'  "~  PQ9 
folglich 

PPx.PQ  =  l.P'p', 

oder 

PPxQqx=l.P'p'. 

II.  In  Taf.  I.  Fig.  5.  theile  man  nun  die  Linie  AF  in  eine  be- 
liebige Anzahl  gleicher  Theile  AB,  BC>  CD,  DE,  EF,  nnd 
errichte  durch  alle  Theilpunkte  Perpendikel  auf  AFt  welche  die 
beiden  Curven  in  den  Punkten  A\  B\  C,  D'9  E'f  F  und  Al9  Bu 
Cl9  Dl9  Ex,  Fx  schneiden.  Durch  die  Punkte  A'9  B9,  C,  Dß9 
Ef,  F'  denke  man  sich  an  die  Curve,  in  der  diese  Punkte  liegen, 
Berührende  gelegt,  und  verlängere  diese  Berührenden,  bis  sin 
sich  in  den  Punkten  a'9  b'9  c',  d'9  e'  schneiden,  durch  welche 
Durchschnittspunkte  man  dann  lauter  auf  AF  senkrecht  stehende 
Linien  legt,  wie  die  Figur  zeigt.  Endlich  lege  man  durch  AX9  Bu 
Cx,  Dl9  El9  Fx  Parallelen  mit  AF9  welche  jene  Senkrechten  in 
den  Punkten  ax,  ßx,  bx,  yx,  cX9  dl$  dl9  slf  el9  £i  schneiden.  Dann 
hat  man  nach  I.  die  folgenden  Gleichungen: 

AAxaax  zzA.^IV, 

BBxaßx=X.B'a'9 

BBxbbx=k.B'b'9 
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CCxbyx  =  X.G'b', 

CCxccx    =k.C'c', 

DDlc6i  =  k.D'c', 

DDxddx^k.Dld\ 

EEldel    =  l.E'd', 

EExeex    zzk.E'e', 

FFxett     =A.FV; 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  addirt: 

AAxaa%  +  aßxbbx  +  bytccx  +  cdxddt  +  dexeex  +  FFxeJ^ 

=  X .  (A'a'  +  a'b'  +  b'c1  +  c'd'  +  d'e'  +  e'F'). 

Lisst  man  nun  die  Anzahl  der  gleichen  Theile,  in  welche  man 
die  Linie  AF  getheilt  hat,  in'«  Unendliche  wachsen,  so  nähert 
sieb  die  Summe 

AAxaax  +  0^661  +  byxccx  +  cdxda\  +  d£xeex  +  FFxeti 

dem  Curvenstück  AAXFFX  als  Gränze,    und  die  Summe 

A'a9  +a'b'  +6V  +  c'd'  +  d'e'  +  e'F' 

oibert  sich  dem  Curv anbogen  A'F'  als  Gränze;  also  ist»  wenn 
man  in  der  obigen  Gleichung  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheits- 
zeichens so  den  GrSnzen  übergeht: 

AAxFFx  =  l.A'F't 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


Elementare  Heetlfleatlon  der  apollonlschen  Parabel. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  vorher  betrachtete  Linie 
£F'B  d.  h.  in  Taf.  I.  Fig  6.  die  Linie  AF' ,  eine  gewöhnliche  oder 
apoJIonische  Parabel  mit  dem  Scheitel  A  und  der  Axe  AB  sei, 
md  dass  die  Linie  AF  in  A  auf  der  Axe  AB  senkrecht  stehe. 
Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Parabel  und  Px  der 
diesem  Punkte  der  Parabel  entsprechende  Punkt  der  Linie  AxFx, 
$0  findet  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

PPf.PPx-l.P'N 

Statt ,    woraus 
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PN 
PPX  =  AQX  =  A  •  ppr 

folgt    Nun  ist  aber 

P'N     P*S      /PN\*     /*«■ 


P'N     P*S      /PNy     P'S* 
PP'-SQ"    KPP1)  —  S©7*5 


also 


/P*Ny      SQ'*  +  P'Q'*_SQ'*  +  />!<?!». 
\PP )  "         SQ'*        ""         SQ'* 

und  weil  PW  oder  P'S  die  Normale  der  Parabel  AF'  in  dem 
Punkte  P\  also  SQ'  die  diesem  Punkte  entsprechende  Subnor- 
male  ist,  so  ist,  wenn  wir  den  Parameter  der  Parabel  AF'  durch 
p  bezeichnen,  nach  einem  bekannten  Elementar  -Satze  von  der 
Parabel  SQ'  =  lp,  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

\Pp)  ~      ip5       ~  +\~&~)  ' 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

PN     AQt      fP,N\%_/AQlV 
PP>~    l    '    \PPj  ~\    l   )  ' 
also 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Curve  AXFX  eine  Hyperbel  mit 
dem  Mittelpunkte  A  und  der  Axe  AB  ist;  die  beiden  Halbaxen 
dieser  Hyperbel  sind  iL  und  \p\  und  da  nun  nach  dem  Satze  von 
van  Heuraet 

AA  PP 
AAlPPl  =  l.AP9   also  AP1-       l*    l 

ist,  so  wird  man  den  parabolischen  Bogen  AP  bestimmen»  folg- 
lich die  Parabel  rectiOciren  können,  wenn  man  den  Flächeninhalt 
des  hyperbolischen  Stücks  AAXPPX   zu  ermitteln  im  Stande  ist. 

Nun  habe   ich   in  dem    Aufsätze   Thl.  XXV.  Nr.  V.  S.  97.  auf 
ganz  elementarem  Wege  gezeigt,   dass 

At  Px  Qt'=  J .  AQt  .PtQt-Up  lognat  (4$L  +  ZSL^ 
ist;  also  ist 
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AAlPPl  =  APPl  Qt  -AlPlQl  =  AQl.  P,  Q,  -AtPx  Qt 

^i.AQ^P^+Hp  lognat  (^  +  *JÄ). 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

also,   weoD  man 
•etat: 

* 


oder 


^p^^ltv^+^h^^^y+vi , 


2/» 
folglich  nach  dem  Obigen: 

wodurch  also  die  Parabel  im  Allgemeinen,  und  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege,   rectificirt  ist. 

Seist  man  p  =  4a,  y*=4&r,  so  erbSIt  man  leicht: 


ilP'  =  Vx(a  +  x)  +  a  lognat 


Vfl 


■ad  beseichnet  man   den  dem  Punkte  P1  entsprechenden  Vector 
deich  e,  so  ist  bekannt  r=Jp  +  a:=a  +  x>    also 


AP9  =  V*t>  +  a  lognat 


Vx  +  Vv 


welches   der  einfachste   Ausdruck  för   den    parabolischen  Bogen 
iP  sein  dürfte. 


Beetlfleatlon  der  Hell' sehen  Parabel. 

* 

Ich  will  nun  noch  zeigen,    wie  sich  mittelst  des  Satzes  von 
▼an  Heuraet  die  Neil'sche  Parabel   rectificiren    lässt,    werde 
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aber  dabei  der  Kürze  wegen  den  Ausdruck  der  Subnormale  für 
jetzt  mittelst  der  bekannten  Formeln  der  Differentialrechnung 
suchen,  jedoch  am  Ende  dieses  Aufsatzes  noch  zeigen,  wie  man 
zu  diesem  Ausdrucke  auch  durch  ganz  elementare  Betrachtungen 
gelangen  kann. 

In  Taf.I.Fig.7.  sei  die  Curve  AF1  eine  Neil' sehe  oder  cu- 
bische  Parabel,  »o  dass,  wenn  man  AP=xt  PPt=y  setzt, 

x* 

9         a 

Ist.    Die  Subnormale  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P  ist 

^»7     yüy     3#a 

Ist  nun  ferner  Px  der  dem  Punkte  P*  in  der  Curve  AF'  ent- 
sprechende Punkt  der  Curve  AlF1,  so  ist  bekanntlich 

PP.PP^k.PN  oder   PPl  =  l.^p9 
und  folglich 

,*._».J£.p.S3«!:_,|i+(W)-|. 

Nach  dem  Obigen  ist  nun 
also 

PP1«=i»(i+|.f)=^V+^). 

und  folglich,    wenn  man  die  willkührliche  Linie  i  =  Jö  setzt: 

PPx*  =  ia{x+\a)  =  \a{\a  +  AP). 

Hieraus  sieht  man,    dass  die  Curve  AiF1   eine  gewöhnliche  oder 

1 
apollonische   Parabel   ist,    deren    Parameter   in;    deren  Scheitel, 

4 
wenn  AS  =  ^a  ist,  der  Punkt  S;   und  deren  Axedie  Linie  SFist. 

Nach  dem  Satze  von  van  Heuraet  ist 

ÄOß     AAiPPl       Z.AAlPPl 
AP>  = j— = , 
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nd  nach  der  Quadratur  der  apollonischen  Parabel,    die  «ich  be- 
kanntlich sehr  leicht  auf  elementarem  Wege  ausfahren  lSsst,    ist 

AAX PPi  =  \ (SP. PPX  -  SA .  AAX). 
Nach  dem  Obigen   ist  aber 

SP=-9a+x  =  -9a(l+i;). 

«od 

also 

SP.PPt=%a*\  (l+j£)8.    SA.AAt~a\ 
folglich  nach  dem  Obigen: 

also: 


^-Ä-IVo+S'-'l- 


wodurch  die  Neil' sehe  Parabel  rectificirt  ist. 

Will  man  den  Ausdruck  fär  die  Subnormale  der  Neil'schen 
Parabel  auf  elementarem  Wege  entwickeln,  so  kann  man  auf  folgende 
Art  ?erfahren.  Man  lasse  sich  x  um  Ax  verändern,  und  nehme  an, 
dass  dann  y  sich  um  Ay  verändere;  dann  ist,  wenn  jr,  9  die 
veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen, 

*     y-(x+Ax)-xV  -*) 
oder 

Av 

dl«  CUeftdraMg   der   durch    die,    durch  die  Coordinaten  x,  y  und 
x+Ax,  y+Ay  bestimmten  Punkte  gehenden  Geraden.    Also  ist 
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-y=Lim^.  (r-or), 


Jx 

unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  nähert,  die  Glei- 
chung der  Berührenden  der  Neil'schen  Parabel  im  Punkte  (xy) 
Es  ist  aber 

**=-*    (jr+^y)*  = — - 5 

also 

y*+2y^+^a=a-  +  -s—  +  -T-  +  —' 

und  folglich ,  wenn  man  y*  ==—  auf  beiden  Seiten  aufhebt»  und 
dann  auf  beiden  Seiten  durch  2ydx  dividirt: 

4ff  .    l     4y    .       Zx%  ,    3a:  A     m  Jx* 
z/ar  f  2y    Jx    *      2ay      2ay        ■  2ay 

also,  wenn  man  /fx  sich  der  Null  nähern  lässt,  und  iu  den  Gr&n- 
zen  übergeht: 


Folglich  ist 


Liim  -jf-  =  r —  • 
ax       lay 


3a* 


die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte  (xy).     Offenbar  ist 


3a:2 
Subtang  X 

also 


Subtang  X^  =  y» 


2at/* 
Subtang  =^  -tt^j-  • 

Ferner  Ist  offenbar     - 

Subtang :  y  =  y :  Subnorm , 


also 


2aw* 

-st-  :  y  =  y :  Subnorm , 


folglich 

&r* 
Subnorm  =  -s—  • 

gans  eben  so,   wie  oben  mittelst  der  Differentialrechnung  gefun- 
den worden  ist. 
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1 

Auf  diese  Weise  kann  also  auch  die  Neil' sehe  Parabel  auf 
ganz  elementarem  Wege  rectificirt  betrachtet  werden,  was  jedoch 
jetst  weniger  als  die  Rectification  der  gewöhnlichen  Parabel  auf 
elementarem  Wege  mit  Hülfe  der  "Von  mir  gefundenen  elementa- 
ren Quadratur  der  Hyperbel  mein  Zweck  war. 


wv: 

Integration  der  Differentialgleichung 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

rMrttdocenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Inetitote  so  Wien. 


Die  Gleichung  «y—  y  =  0  Ifisst  sich  sehr  leicht  integriren; 
«•  ist  nämlich  y=zCx,  wie  man  sich  augenblicklich  fiberzeugen 
kann.    Schwieriger  ist  schon  die  Gleichung 

(I)  xtf-y=Q 

10  integriren.  Schlägt  man  den  gewöhnlichen  Weg  ein,  um  das 
Integral  in  Reihenform  zu  erhalten ,  so  findet  man  für  y  folgenden 
Werth: 

unter  C  eine  willkührliche  Constante  verstanden.  Diese  Reihe  ist 
flhr  jeden  Werth  von  x  convergent  und  genügt  auch  der  Diffe- 
renttalgleiehung  (1),  denn  man  hat: 
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X  X  «y8 

y"  =  C(l  +  if2j  +  2TS  +3ill+  -•)• 

und  folglich  xy"=iy;  aber  sie  enthält  bloss  eine  wlllköhrlicbe 
Constante,  ist  somit  nicht  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (1). 
sondern  bloss  ein  particuläres  Integral. 

Euler  verfährt  nun  auf  folgende  Weise,  um  das  vollständige 
Integral  zu  finden,  er  setzt: 

dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  Aber  in: 

(^-fi  +  2^-|)  +  (^-9)loga:=0. 
Nun  nimmt  er 

3C  3C  Jll 

q  =  B(x  +  JT2I+5T3I+3F1  +  -•> 
an»  dadurch  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in: 


V-pf20'-J=O 

und  liefert  für  p  folgenden  Ausdruck: 

x2     x*     x4  3x*       14a:8     JOx4    40&r* 

>^^*+l!2!+2!3i+3!4!+   )+J5(] "  Tl2l2! ""  ^lo^^äUÜi^llblSf""^- 

Man  hat  daher  för  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Dif- 
ferentialgleichung : 

X*  X9  X4 

y  =  A(x  +  jj5j  +  2J3J  +  3üj  +  •  •) 

+ 1  -  U13E1 + äSS! + SiiHf  +  Wffi + ~  ->»' 


wo  die  fai  der  letzt»»  Reihe  vorkommenden  Zahlen  3,  14,  70,  404, 
auf  folgende  Weise  susammenhingent 
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14  =  3.     3  +    5.1! 

70  =  4,  14+    7.2! 

404  =  5.  70+  9.3! 

2688  =  6.404+11.4! 


leb  will  nao  des  von  Euler  so  gefundene  Integral  anders 
darstellen  und  schreibe  es  vorerst  so  auf: 

x*       j?3       x* 
(2)    y=4(*+iJ2J  +  2J3!  +  3J4|  +  ""* 

+  B[l  +  (*  +  ^r.  +ä>?  +  ö[T,+  -  Olog*] 


1121  T  2!3!  T  3!4! 

i  j.«  1        ara  1/1       1\ 


+  * 


S^^)+Ö+ä)  +  (ä+l)  +  (l+S>+"(; 


Die  mit  -4  maltiplicirte  Reihe  genfigt  der  Gleichung  (1),  wie  wir 
bereits  gesehen  haben;  versuchen  wir  nun,  ob  auch  der  mit  B 
maltiplicirte  Ausdruck  genfigt    Setzen  wir  denselben  =yi,  so  ist: 

4*9  oj8  /p^ 

j(,=l+(*  +  jj2j  +  2J5j  +  jjjj  +  ...)  log  x 

-  lÄ'-jJ+Äa^+G+Ö^a+^+JJ+ß+J)] 

fiw+i)+6+ö+6+J)+C+8)i+-i' 


+  4!5! 


ferner 


<i*2  m«S  ^4 


+  — 

+  4I4! 


ki+^+6+S)+6+ö+Ji+--I 


60   Sp fiter:    Integration  der  DlftrenüalgMehuns  xjr(«)—jf=0.* 
and 


+£[<»+l>+(«+i)+G+J))+~l* 

folglich  ist  wirklich  xyxn  =  yt ;  es  ist  daher  der  mit  zwei  will- 
kfihrlichen  Constanten  A  und  B  versehene  Aasdruck  (2)  das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  (1).  Benutzen  wir  nun  die  beiden 
Formeln: 

.li.i       .1.1.1    rx  ^-i, 

o 

1.1,1.      .i.i      ri  «-1— « . 

o 
so  hat  man  durch  Addition  derselben: 


u— 1 


<fa. 


Es  llsst  sieb  demnach  der   mit  —B   multiplicirte  Ausdruck  der 
Gleichang  (2)  auch  so  schreiben: 

Ii2lj        «-i     dM  +  2iät/     — S=i — *• 

o  o 

+  3!4!t/  m— 1         «»+•••; 

o 

und  bringt  man  nun  Alles  anter  ein  Integralzeichen,  so  hat  man: 

/"«-H  !**(«-!)  .  *'(«»-!)  .  **(«»-!)  .        I   . 

J      5=1  I      1!2I      +      25!       +      3W!      +•    •{  *«• 
o 

Es  ist  somit  das  Integral  unserer  Differentialgleichung: 


M  ist: 
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(3)    y  =  ^(*  +  P2,  +  2ljf  +  3J4J+") 

+  B  \  1  +  (x  +  ^  +  Igj  +  m  +  ....)log* 

/»»  u  +  lfx>(u-l)  ,x»(u*-l)  ,a*(u*-l) .     -I  J 

"v    5=3  L   iß!   +— 2!äi    "•    TOr~"+-~_r"| 

o 
Nennt  man  der  Kürz«  halber: 

nr%  «|j8  jf*m 

x  +  Iß!  +  515!  +  3!4! +  • ""'  =^^ ' 

a?*i*      a?8ii*     a^t«8  1 

*+J!2i  +  "2!3!  +  3Mi  +  "  "^u  *•<«*>> 

and  folglich: 

a?(u—l)     a:8(tta— 1)      ar^tt8  —  1)            __  g^(na?)— ttya(x) 
112!      +      2!3!       +       3!4!       + u 

wodurch  die  Gleichung  (3)  sich  so  schreiben  lfisst: 

was  das  gesuchte  Integral  in  sehr  einfacher  Form  ist. 
Wenden  wir  für  die  Gleichung 

dasselbe  Verfahren 'an,  so  findet  man: 

-At    *>   *8-l    1     *ä-l      !      *r  ■        1        *9  ■      , 
«— ^Cor+j  •  3|  +  O *  51  +  173.5  71  + 1.3.5.7  9l  +  —) 


Ä/x»      1    ar4      J_*8  1       x* 

#*ii     /**      *   **        1    *6         1      a?8 

-ß-sG+i+o*Ä«G+i+s)+a*i)) 
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Nun    ist : 

G+S+D+a+i*J)+(W*J)*-*(«+«i+^) 

=  G+4  +  Ö  +•"+  2ü)  +  (f  +  5  +  7  + "+  &7l) 


O 


/»    (u«  +  U*+«)(u*»— 1). 
o 

folglich  ist  die  letzte  in  y  vorkommende  unendliche  Reihe  gleich 
1    a*   /»«(u» +  «*  +  «)(«'—  1)  .     ,     1    «•  /,l(«3+«H«)(«4-l)J 

2  n  j    i^n       du + o  ei,/   — i?^r — du 

0  o 

u 

und  bringt  min  Alle«»  unter  ein  Integralzeichen,    so  trbilt  um 
hieför: 

/*  U*+U*+U  ,  l_    *«(tt»-l)       1    *«(tt4—  I)  1       g«(tt«-l)         \ 

**-l      J2*        4!      "'"O       61       +2.4.6       81       +-J  ««■ 

Es  ist  somit: 

I    x*       1   afi        \     x1  Ix9 

»  =  ^^+T,3i+05!+  TTO  7!  +  1XB77  *!  +  ■•••> 

(X*      l    x^      J_  *•  1       «• 

21  +  2"  4!  +  O  6!  +  2.4.6  8i  +   •', 

i       /x*     1    x*       1     x*        lx* 

u*-l      L? 4? +0 6T— 

0 

+  03 — 8! — +"J*»{- 


8?U%er:    Integration  der  DtjFerenttttptetonmnp  «?<•>— *«*    63 
Wendet  nan  die  Formel 

1.3.8.'7.!..(2m-fl)=g;:^</1  (1—*>"rf« 

O 

ta  ood  setzt  der  Kürze  halber: 

x2        x^  x9  x^ 

2"  +  27i!Ü  +  WM  6!  +  2T3!8f + "  •" " =  ^^ ' 

•o  kano  mao  y  auch  so  schreiben: 

f  =  Ä\x  +  #     ^3,  +    2  ,!5I    +    «p^rt    +    2». 3! 9!   +  ~ J*" 

O 

o 

und  dies«  ist  das  gesuchte  Integral.  * 

Für  die  Gleichung  xyW — y=0  hat  man: 

_  x*      l    xr       \     x10  1         ar" 

*-4*+4J  +4  •  7f  +4L71Ö!  +  4?77IÖl3f+ '-, 

+  ÄVä  +26i  +  2.5' 8! +2Tö.8irr  +  2.5.8.11141  +  ""V 

^Ar»      1    *•         1      x9  1       X12  1  x15  \ 

+  CV3!+5"6!  +  5X5T  +  3X3I3r  +Ä.6.9.lä'Igr+'"7 

\  /x*    l     X*       \       X9         1  X12  1  X15         \ 

+Z>  1  *  +  V3l+3  * 31  +3J '  ÜfTO ' i2F+3T9Tl2l5f +" "f*** 

+  G>  +  iö+lI+l2))  + —]| 

> 

Macht  man  nun  von  folgenden  Formeln  Gebrauch: 
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=s(3T+ö+ff+-+3Jiy+(j+f+id+-  *  +  c+V 

j-^lj-IaJ-j.     ■      1     \  .  /l  .  1  .  1  1    ' 

+  \fi  +8  "»  1 1 +— + 3n + 1)  +  \6  +  9  + 12  + " ,+ 3Ü+3, 

o  o  u 

\/  H1—  1  </  tt*~ 1  *" 

0  o 

1  1       /*» 

4.t.iö....(3^+i) = »tä!  y  (i -■*>-*». 

u 

275X^3^+2)  =  3=T^3  7       "<1  ~  "•>"rf,r' 


und  setzt  der  Kürze  halber: 

a*         x*  x9      ,      xl%      .      xlb  _ 

3!  +0!ö!  +P72!«+3».3fl2I  +  3*.4!16!  + **(j?); 

so  l&Mt  sich   das  Integral  der  Gleichung  xy("> — y=0  auch  sc 
schreiben : 

/*  rar4      sy(l—  n»)    ttI0(l-t<3)»    ^»(l-tt»)»        T  . 
L4i+"3;r!7i  +"ST2nä""+  v.aiiaf+^J*11 


u 


+Ä,äV      "La*   3.1181    '   3«.2!lir+  3».3!14J  +""Jd" 

+  GpA(x) 

+D{  1  +  V«(ar)  lojra  -  /      — sjrzr1-  •  „       *      *»1 

0 

Endlich  bat  man  för  das  Integral  der  Gleichung  xyW — £=( 
/olgenden  Ausdruck: 


irti%er:    Imttfrmtitm  <Ur  tUferenttalfMcktmo  **<■)—  jr=o.    QU 


(4)    jr=Q(*+^      Lnf  +  (n-l) K(*«— 1)' "l"(n-l)».2!(3it-2ji 

O 

.    .r<— »(1-M-')»     .         1      . 
+  («-l)».3l(4n-.3)J+  -•J««.» 

+  t»läV      "Un +  I)!"l'(ft-l)  II  (2n)l 

o 

+  (n—  I)*. 2! (3n-l)!  +  (n  - l)».3!(4n  -2)!  +* * '  Jdu * 

«•     /» »    J"  *"+»   .  g»*1  (1 — ti—1) .  x»»  (1  -  tt— »)» 
+  e«,"a+t/      "  Lö^l%-l)lK2n44)r(n-l)».2!(3iöI 

+  („_  |)?.3!(4n-l)l  +—Jdu\ 


+  C*-* »  (n=2j!  +/      """' L(2ir=3l! + (n-J).lf(3^rj)l 

0 

.    *«— »(1  -  «*-*)»    ,    s«—«(l— n— »)»    .       1 
+  (»-l)».2!(4»-5)! +  (»— 1)».3!(5»-6)I  + J*"' 


9»(x)  folgende  unendliche  Reibe  verstanden: 

^*)=s  ÖT=~f)l  +  (n-l)l!(2n-2)!  +  (n-l)«. 41(3« -4)1 

+  (n— l)».3!(4n-4)!  +  "" 

Es  verdient  bemerkt  so  werden,  dass  alle  bier  auftretenden  un* 
tadlicben  Reihen  sieh  sehr  leicht  summiren  lassen,  falls  sich  nur 
von  ihnen,  etwa  die  folgende: 

TktU  XXVL  * 
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(2» 


^  +  (»-i).ll(3ii-4)l  +  (ii-l)«.2l(4»-5)I  +  ----# 


sammiren  lässt;  diese  aber  kann  man  durch  bestimmte  Integral« 
ausdrücken,  und  zwar  mittelst  einer  von  Parseval  gelehrte© 
Methode,  nach  welcher  man  die  Summe  der  Reihe 

A^Bq  +  AxBi  +  A%B%  +  AZB%  +  ...• 

durch  bestimmte  Integrale  anzugeben  vermag,  falls  die  Summen  der 
folgenden  zwei  Reiben  bekannt  sind: 

A0  + Alx  +  J%%%+  A%z%-\- 


Bezeichnen  wir  die  erste  derselben  durch  a>(s),   die  zweite  durch 
tK*),   so  hat  man: 

c>(2).iK2)  =  4>tfo  +  A\B\  +  Atß*  +  A*B*  +  ~  +  «[«"l  +  Si  [£]' 

wo  unter  S[a2m]  alle  jene  Glieder  des  Produktes  9(2).  1^(2)  ver- 
standen sind,  welche  %  in  positiver  Potenz,   und  unter  Sx  I  ~  I 

jene  Glieder  desselben  Produktes,   welche  %  in  negativer  Potenz 
enthalten* 

Macht  man  nun  successive  die  beiden  Substitutionen: 

2= cos  od  +  V  — Isinno,    2  =  cos  od  —  V— 'lsmao; 
so  frhSlt  man: 


€jp(coso>  +  V^ — 1  sin  cd). ^> (cos  w+  V  —  1  sin  a>) 
=  A0ß0  +  Axßx+AtB%+A9B9  -+.... 

+  5[cf  (cosmcD  +  V— 1  sin  m»)]  +  Si  [ß  (cos  mm  —  V— tfsin  mo)], 

cjp(coso9  —  V  —  lsina>).^(cosa>  —  V—  leine») 
=  AqB0+ AXBX+ AiB%+ A%Bi+  .... 

+  S[a  (cos  m  od  —  V — 1  sin  m©)]  +  ^  [ß  (cos  mto  + V^l  sin  m»)  ] , 
und  durch  Addition  derselben: 

<p  (e^t^i)  ^(e«V^i)  +  o>(«-»  V=i)  ^(e-^-i) 
=2(4oÄo+^i*i4^**+4^i+«-)+a*^^ 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dm  und  integrirt  innerhalb 
der  Grenzen  0  und  n,  so  verschwinden  die  beiden  Summen ,  weil 
jedes  Glied  derselben  einmco  als  Factor  hat,  was  sowohl  für 
*  =  0,  als  auch  fflr  tü  =  rc  gleich  Null  ist,   und  man  erhält: 

=r2wMoßof^iffi+^Äe+^5ßs+.), 
woran*  folgt: 

AqBq  -f-  A\  Bi  -f-  A^B%  -|-  ^3  Äg  -f- .... 

O 

od  diese  ist  richtig,  insofern  den  Convergenz- Bedingungen  gehö- 
rig Rechnung  getragen  wird.    Setzen  wir  nun: 

"*•*>  =  (2*— 3)f +  (n-  I).l!(3n— 4)1  +  (n— l)*.2!(4n-5)!  f  — " 

so  sind,  wie  man  leicht  sieht,   alle  in  (4)  vorkommenden  Reihen 
DUferentialquotiepten  hievoo,  und  zwar  ist; 

a«.  ■r*-|(1-t«— *)    .   x**~*(l—  u»-1)*  8"-»  Ffo «) 

rf+(n— l).I!(2n-J)!+(n— J)V2!(3» -2)!+' 8a:—»       ' 

a*f>      a^fl-*—1)        x*—l(\  —  n— *)•  8»~4  F(g, «) 

(«+l)!+(n— l)-ll(2ii)l  +  (n-l)«.2t(3»— 1)!  + 8*—*      ' 

*»+»    ,  **+*(! -tf-*)     .  ar^q-i«»-1)»             _  8— »Ffrr,  u) 
^TF^!+(it--l).l!(2fi+l)l  +  (n~l)*.2!(3S)I+ S*»-*'     ' 


*■(*)=  ^Zl)!  +  (n-l).l!(2n-2)!  +  (ji— l)*.2!(&-3)! +  " 

8»-*  F(g, «) 


sottÜ  Jässt  sieh  der  Ausdruck  (4)  auch  se  darsteilen: 

5* 
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9=  Ci*+<i-5j  +  C,^  +  ....  +  «i-t^r^j 

o 

+  Gl  1  +  g>*(ar) .  log*  -y      (M,|)(„H-1) u  *,|# 


Nach  dem  Parseval'schen  Theoreme  kann  man  F(x,u)  in  ge- 
schlossener Form  ausdrucken»  falls  man  folgende  zwei  einlache 
Reiben : 

x**~*         x**~*i       x**-*z* 
(2» —3)1 +  (Sn  -  4)!  +  (in  -  5)1 +  "" ' 

,  .     1-^     ,     (l-tf-1)1    . 
1  +  (n-J).l!i  +  (n— l)».8!s»+M" 

summiren  kann.  Die  letztere  ist  aber  et»-1)»;  die  erste  setzen 
wir  gleich  R,  betrachten  dasselbe  als  Funktion  von  x  und  dife- 
rentiiren  dann  beiderseits  (w  —  1) mal  bezüglich  x9  wodurch  man 
erhält : 

^N-S  X**~+Z  #*»»-5  2* 

Ä==  (2^3)1  +  (3>i  -  4)!  +  (4^5)!  +  *   '' 

Ä         ""  (n-2)!  +  (2n— 3)1  +  (3n  -  4)!  +  --    . 
und  somit 


(5)  »■-»)  =  zR  + 


(*-2)f 


Diess  ist  eine  complete  lineare  Differentialgleichung  mit  constan- 
ten  Coefficienten ;  um  deren  Integrale  zu  finden,  differentiire  mao 
dieselbe  noch  (n  —  l)mal  nach  x,  man  erhält  dadurch : 

(fj)  Ä(«"-?)  =  2ß(*-1). 

Bezeichnet  man  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung  a«-l  =  z  mit 
ai*  «2»  «3  ....  cfn-i,   so  ist  das  Integral  der  Gleichung  (6): 

JRssAi  e***+Ate***+...+Jn-iea*-ix+Bl + B%x+Btx*+.+ß+-U&r*. 
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Die«  lo  (5)  substitoirt  gibt : 

i(A^^  +  Ate*>*  +  ....  +  An-\t*u-\*) 

woraus  folgt: 
2*1=0,    i?a=0,    i?8:=0, .... /?«-i=0,    A-i=— z  ^n—ijTj- 

Ihn   hat   daher    fflr    das    Integral    der  Gleichung  (5)   folgenden 
Ausdruck: 

Ä=  A^*  f  4i#^*  + ....  +  An-i e«n-\* """  , (W  —  2)i ' 

Die  hier  auftretenden  n— 1  Constanten  müssen  so  gewählt  wer- 
den, dass  für  #  =  0 

/*  =  0,    «'=0,    Ä"=0,....  J?(— *>=0 

wird,  denn  der.  Ausdruck,  den  wir  R  genannt  haben,  hat  diese 
Eigenschaft.    Diess  fährt  zu  folgenden  Gleichungen: 

Ax  +A*  +A9  + ....  +  A*-\        =0. 

Atax       -f  A^ct^        +  A%c^        +  ....  +  An—ictn-i  =0, 


Um  nun  ifj  su  finden»   verfahren  wir  so.    Es  ist 

■dd  diferentiirt  man  diese  Gleichung  nach  o,  so  erhält  man: 
(n  —  1)«^-*=  («—«»)(«—  «a) ....(«  —  o«-i) 

<+(«  —  C!^-«,). ...(«—  a»-l)  +  («—  «i)(«— «i). ...(«- 0»-!)  +  .... 

....  +  («— «i)(a  —  «»)....(«  — «*-»), 
«ad  oetst  man  in  dieser  Gleichung  oi  statt  a,   so  hat  man: 
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(n  — - 1)  <*!*-*  =  (ax  —  o^)  (<*!  —  as)  . . . . («|  —  o«-i) 

Das  Polynom 

hat,   wie  man  aus  dem  ihm  identisch  gleichen  Ausdruck 

(Cfj  —  Ofc)  («j  — Og)  . . . .  (<*!  —  an-i) 

siebt ,  die  Eigenschaft,   gleich  Null  zu  werden,  wenn  man  statt 
<*i  09  oder  a3  oder  ö4  oder  .  ...a«-i  setzt;   also  hat  man: 


»  ••••  t 


Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (7)  der  Reihe  nach  mit 
Cn-*%,  d-s,  C»-~4f....  Cg»  <^.  I  und  addirt  sie  alle,  so  hat  man, 
unter  Berücksichtigung  der  ebeu  aufgeschriebenen  (>leichungen: 

tv        '   *  2  *      2(11-- f)«!11-*       (n— l)z* 

eben  so  findet  man: 

/4»  =  (n-l)x9'     ^»=(n-l)2« 
folglich  ist 

n ._  «i  «"'*  +  «fr*"»*  +  ••••  +  »»-1  g"«-!»  *"-* 

K_  («-!):«  ~l.(n-2)!* 

und  jetzt  lässt  sich  unmittelbar  die  Parseval'sche  Methode  zur 
Bestimnninu  von  F(x,u)  anwenden. 

So  hat  man  in  dem  einfachen  Beispiele 

x2       x*^       x4 
a:+f!«  +  2!3!+3rÜ+  ' "' 

welches  hei  der  Entwicklung  von  ory*«— ^  =  0  Vorkommt: 

,  x*z  .  x*i*     x*t*            _?!LzJ 
* +  21  +    3!    *   4!    + z      ' 

(8)       {  1 

111  - 

1+in  +  5n5  +  3r?  +  •■■•=•* 
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Hnn  ist 

=  V~  /        C08 w ^   +  8V*co»»  + sj + §j +—)rf» 

u 

d»  «F  ü» 

=;r+Tr2!  +  2r3!+3r4i+ ••••• 

folglich  muss 

/       cos(»  +  v'«sina>)tV*<»«»<fo  =s  0 

o 

•ein.    Man  kann  daher  setzen: 

x%        x9        x*  Vx    P n 

* + frei + ära + sü?  +■•••--«,/    «»•«***•— <*• 

oder 

a:1         a:1      a^  1    /*  * 

*"  *~  If2!  "*  2?ät    3!4l"*"'"t=Sff  /      cos(cD+öin(»— a?sin©)eC1+*)°^*il*. 

0 

Die  Gleichungen 

lassen  sieb  auf  dieselbe  Weise  integriren  und  liefern  unendliche 
Reihen,  oder,  wenn  man  will,  geschlossene  Ausdrücke  von  ganz 
ähnlicher  Form,  als  die  Gleichung  a?y(n)— y  =  0  liefert.  Setzt 
man  daher  die  Integrale  dieser  Gleichungen  als  bekannt  voraus, 
so  kann  man  auch  leicht  die  Integrale  folgender  gleichzeitigen 
Differentialgleichungen  angeben : 

ary(«)  =  az,    xtM  =  ay; 

denn  man  hat  durch  Addition  und  Subtraction  derselben: 

Die  erste  dieser  Gleichungen  liefert  y  +  zf  die  zweite  y — z, 
jede  als  Function  von  x  mit  n  willkührlichen  Coustanten;  folglich 
kann  man  y  und  z  als  Functionen  von  x  mit  2n  willkfihrliehen 
Constanten  versehen,  angeben. 

Sehr  leicht  lässt  sieb  auch  die  Gleichung  (tur-f  6)y(")  =  y  In- 
tegriren;   denn  setzt  man  ax+b  =  i  und  j-^ctt   so  erhält  man 

l-jg  =  cty,    dessen  Integral  wir  ja  schon  als  bekannt  annahmen. 
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Anmerkung.  Die  Parsevsl'sche  Methode  kann  auch  die- 
nen rar  Bestimmung  von  bestimmten  Integralen.  So  fanden  wir 
mittelst  derselben  das  merkwürdige  Integral: 

/       cos  (00  +  asinco)  £*****<{  a>  =  0» 

o 

nid  so  wollen  wir  noch  einige  andere  bestimmen.    Es  ist: 

,+(T)'+(")«*+(s)',+  =('+"-• 

»♦GH+©J*G)J+ -o+V* 

tos  ihnen  folgt: 

•     '+G)C)+G)Ö+G)G)+"" 

=  —     /  C2c08g-)w+wCOsf — 3™  UjdUt 

was  richtig  ist,   falls  m  und  n  positive  Zahlen  sind. 
Für  m=n    hat  man: 

w(!),+(S),+(*)'+--s/"»-i^*' 

ist  n  eine  ganze  Zahl»   so  wird  der  Werth  der  hier  angeführten 

«*•  =(») 

Fflr  tt  =  0  hat  man: 
1=  —    /      (2 cos a)m cos -3- cf*   oder    /      (2 cos 5-)1» cos -3- du~n. 

9  o 

Die  Reihe 

•+(T)Ö+(")Ö +G0Ö+-- 

ist  eine  endliche»  so  bald  eine  der  beiden  Zahlen  m  oder  n  ganz 
and  positiv  ist;  ist  keine  der  beiden  Zahlen  ganz  und  positiv»  so 
ist  die  Reihe  eine  unendliche;  für  m  +  n  + 1>0  ist  die  Reihe 
coavergent,  fflr  m  +  n  +  l<0  ist  die  Reihe  divergent. 

Auf  dem  hier  betretenen  Wege  wäre  es  nicht  schwierig»  auch 
folgende  Reibe  zu  summiren: 
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O"  ♦©'+©■+ 

aber  die  Formeln,    die  man  erlangt,    sind  äusserst  complicirt. 


V. 

Beobachtungen  von  Nordlichtern  in  den  Jahren 

1840  bis  1852. 

Vos 

Herrn  /.  F.  Julius  Schmidt, 

Astronomen    der  Sternwarte    zu  Ol  in  ätz. 


Als  ich  mich  entschlossen  hatte,  eine  ziemlich  umfassende 
Beobachtangsreihe  ober  das  Nordliebt  zu  veröffentlichen»  legte 
ich  keinen  besondern  Werth  darauf,  ganz  erschöpfende  Beschrei- 
bungen einzelner  Phänomene  zo  geben,  weil  naeh  meiner Metauftg 
dieselben  ohne  begleitende  Abbildungen  nicht  zum  Ziele  führen* 
weil  die  Schilderung  feiner  Beobachtungen  Ober  die  oft  höchst 
wunderbaren  Variationen  des  Polarlichtes  zuletzt  doch  nur  dem 
völlig  verständlich  ist,  der  selbst  schon  viele  derartige  Phänomene 
mit  Sorgfalt  und  Ausdauer  beobachtet  hat.  Die  Nordlichter  zeigen 
im  Ganzen  genommen,  so  zu  sagen,  einen  mittleren  Typus,  der  in 
den  meisten  Fällen  sich  in  irgend  einer  Phase  darstellt;  aber  die 
Ausnahmserscheinungen  sind  überaus  mannigfaltig,  so  wohl  was 
die  Gestalt  und  die  Farbe,  die  Bewegung  und  eine  merkwürdige 
Umwandlung  in  Wolken  gewöhnlicher  Art  betrifft;  Alle  meine 
Beobachtungen  wurden  in  Deutschland  angestellt,  etwa  zwischen 
den  Breiten  von  541°  und  48i°.  Innerhalb  dieser  Zone  nenne  Ich 
die  Erscheinung  des  Nördlich tsbogens  und  der  gewöhnlichen  Strahlen 
häufig,  die  der  Krone  und  der  Corruscationen  aber  äusserst 
selten.  Die  meisten  Nordlichter  sah  Ich  zn  Eutin  in  Holstein«  zu 
Hambnrgund  zsBonn.  In  3  Jahren  kam  mir  weder  in  Olmfitz 
noch  in  Wien  ein  Nordlicht  zu  Gesicht     (1862.  63.  64.)    Ich 


i    ,/f/i    Jahren    18-40   bit    j 


» 


den  etwaigen  \V«rIh  dieser  Milthuilunge»  nur  dariu,  weil  unsere 
k>iii>lnt*«e  von  der  tiHuliiikcit  und  der  Verkeilung  der  Polarlichter 
dadurch  etwa»  vervollständigt  werden,  sie  liefern  einen  Beitrag 
mehr  fu>  analere  Forscher,  die  dich  damit  beschäftigen  »erden, 
einen  Cntalog  für  die  INordlichtbeobachtungen  zu  entwerfen, 
um  das  Auftreten  dieser  rät hsel hallen  Erscheinung  mit  den  Pei 
turliationen  des  Erdmagnetismus  vergleichen  zu  können.  Erwägt 
man  den  Umstand,  dass  eist  neuerdings  u.A.  durch  die  Untersu- 
chungen vao  ti.  Wotl  in  Bern  der  Zusammenhang  zwischen  der 
lljfibrigen  Periode  dea  Erdmagnetismus  und  der  gleich  langen 
d«r  Sonnen  (lecken  nachgewienpn  i«I,  und  erinnert  man  sich,  t 
das  Nordlicht,  auch  unsichthar,  sich  durch  die  Perlurbationen 
Magnetismus  verräth,  so  kann  es  nicht  zweifelhaft  sein,  dass 
e>  mit  einem  eben  so  dunklen  als  grossartigen  Probleme  zu  thun 
bitten.  Niemand  alier  kann  sich  verhehlen,  dass  die  Erscheinungen 
des  .Nordlichtes  noch  der  ernstesten  und  umfassendsten  Untersu- 
chungen bedürfen.  Wer  das  von  Arago  zusammengestellte  Ver- 
leichidss  durchsiebt,  und  selbst  viele  Polarlichter  beobachtet  hat, 
wird  diese  Meinung  nicht  unbegründet  finden,  und  zugeben,  dass 
selbst  jede  Beobachtung  einen  Werth  hat,  die  nur  Datum  und 
Stande  der  Erscheinung  nngiebt  —  In  meinen  Tagebüchern  ünde 
ich  nur  76  Nordlichter  oder  diesen  iihnliche  Erscheinung 
Michael ;  darunter  sind  einige  sehr  grosse;  andererseits  viele  höchst 
■rbwacbo  und  seihst  l  werfe!  hafte.  Aber  ich  werde  Alles  aufneh- 
men, weil  es  heutzutage  nicht  mehr  erlaubt  ist,  selbst  nur  eine 
ungewöhnliche  Helle  an  dein  wölken-  und  mondlosen  Himmel  i 
Stillschweigen  ku  übergeben,  und  weil  es  noch  vorzukommen 
scheint,  dass  gelegentlich  der  Schweif  eines  grossen  ('ometen  mit 
dem  Zodiaknllichle,  und  dieses  mit  der  Milchstrasse  oder  selbst 
mit  dem  Nordlichte  verwechselt  wird.  Heis'  Beobachtungen,  wie 
loch  weine  eigenen,  zeigen,  dass  das  Zodiakal  licht  den  grösetea 
Tbeil  des  Jahres  hindurch  gesehen  werden  kann;  aber  die  Er- 
»eheinuug  diese*  Lichtes  ist  auf  einen  gewissen  Kaum  zu  beidei 
i  Ekliptik  beschränkt.  Wenn  Nachts  mitten  im  Winter 
die  Bilder  des  Thierkreises  sfidlicb  vom  Zenit  he  hoch  über  dem 
Homonte  culmiuireii .  so  liegt  gleichseitig  der  entgegeugetieUle 
Tbeil  des  Thierkreises  lief  unter  dein  nördlichen  Horiz 
Summer  kehrt  sich  das  Verbaltniss  zwar  um,  aber  in  den  nördli- 
chen Zonen  der  Erde,  wo  zumeist  die  Polarlichter  gesehen  werde*, 
tftsst  die  nächtliche  Düiunmrung  nicht  zu,  ein  Nord-  oder  Zodia 
kailicht  ■□  beobachten.  Zeigt  sich  aber  wirklich  zu  diesen  Zeiten 
o  Nordlicht,  (wie  ich  solches  18150  Juni  13  zu  Bonn  beobachtet 
•e),  »«  wird  das  Strahlen»  erfen  wohl  keinen  Zweifel  au  der  R*> 
i  Erscheinung    aufkommen    lassen. 
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Der  Meteorologe,  der  meist  nur  su  gewiesen  Standen  eeter 
Instrumente  abliest,  wird  nicht  viele  Nordlichter  sehen,  desto  mehr 
aber  der  Astronom,  dessen  Aufmerksamkeit  nicht  aosscbliessflesj 
auf  Messungen  im  Thurme  seiner  Sternwarte,  oder  auf  die  Col- 
minationen  am  Meridiankreise  gerichtet  ist  In  der  Zeit  Ten  1838 
bis  1853  habe  ich  gegen  100  Nordlichter  gesehen,  aber  keineswegs 
alle  genau  beobachtet  und  noch  weniger  alle  notirt.  Ehemals, 
noch  in  meiner  Heimath,  glaubte  ich,  weil  in  verschiedenen  Schritte* 
mit  grosser  Bestimmtheit  über  das  Wesen  des  Nordlichtes  verhandelt 
würde,  dass  alles  hinreichend  ergründet  sei ;  aber  es  dauerte  nickt 
lange,  als  ich  merkte,  dass  unsere  Kenntnisse  Ober  das  Nordlieht 
ebenso  lückenhaft  seien,  wie  über  die  Meteore,  über  das  Gewitter 
und  über  noch  viele  andere  Erscheinungen,  welche  Himmel  und 
Erde  betreffen.  Es  ist  bekannt,  dass  manche  Beobachter  während 
des  Nordlichtes  ein  Geräusch  gehört  haben  wollen.  leb  habe  es 
nie  gehurt,  obgleich  ich,  namentlich  zur  Zeit  sehr  grosser  Nord- 
lichter sorgfaltig  darauf  achtete;  aber  dies  negative  Resultat  hat 
mich  noch  nicht  bestimmt,  die  Aussagen  der  Beobachter  in  Zweifel 
su  ziehen,  welche  das  Geräusch  gehört  haben.  Ich  weiss,  dass 
Verrauthungen  und  Hypothesen  ausgesprochen  worden  sind,  theils 
um  das  Geräusch  zu  erklären,  theils  um  die  Wahrnehmung  des- 
selben auf  Täuschung  zurückzufuhren.  Was  das  Letztere  betrifft, 
so  bin  ich  jedesmal  einigermaassen  überrascht  gewesen  über  die 
Zuversicht,  mit  welcher  dem  Beobachter  Täuschungen  verschiedener 
Art  zugeschrieben  werden.  Wer  die  Möglichkeit  einer  Täuschung 
darlegt,  ist  noch  sehr  weit  davon  entfernt,  die  Wahrscheinlichkeit 
derselben  erwiesen  zu  haben.  Wer  den  Beobachter  daran  erinnert, 
dass  das  Geräusch  während  des  Nordlichtes  durch  das  Krachen 
des  Eises,  durch  das  Zusammenziehen  der  Schneekruste  könnte 
bedingt  sein,  muss  zunächst  ermitteln,  ob  zur  Zeit  solcher  Wahr* 
nebmung  Eis  und  Schnee  vorhanden  war,  und  doch  einsehen,  dass 
Beobachter,  die  ihre  Studien  nicht  zwischen  Büchern,  sondern 
vorsugsweis  in  der  freien  Natur  machten,  zum  grössten  Theile 
doch  wohl  Phänomene  kennen  werden,  die  Jedem  bekannt* sind. 
Nur  3  grosse  Nordlichter  habe  ich  im  strengen  Winter  gesehen, 
während  der  Boden  mit  Schnee,  das  Wasser  mit  Eis  bedeckt  war. 
Ich  habe  auf  der  Eisdecke  eines  Sees  beobachtet,  und  fortwährend 
das  sehr  bekannte  Krachen  des  Eises  gebort,  ohne  im  Geringsten 
daran  zu  denken ,  dass  es  Beziehung  zum  Nordlichte  habe.  Ich 
erinnere  an  noch  andere  mögliche  Täuschungen,  die  man  bis  jetst, 
so  viel  ich  weiss,  nicht  angeführt  hat.  Zuweilen  sind  im  Winter 
die  Bäume  mit  Reif  oder  mit  Glatteis  bedeckt;  ein  geringer  Luftsag 
setzt  die  Zweige  in  Bewegung,  und  mit  leisem  Rieseln  und 
Knistern  fallen  die  Eisstücke  auf  die  Schneefläche  herab.    Mahr* 
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i  habe  ich  die*  hei  Nord  lieh  lern  wahrgenommen,  über  hierauf. 
»U  anf  eine  der  alltäglichsten  Erscheinungen,  begreifl'nwr  Weise 
keine  Rücksicht  genommen.  Oft  ziehen  hoch  durch  die  Luft, 
und  mitten  in  der  Nacht,  Züge  von  Enten  und  andern  Was 
terrögeln,  die  bald  ein  pfeifende»,  bald  ein  rauschendes  Getöse 
vmi  wechselnder  Intensität  verursachen;  auch  dieses  habe  ich 
wahrend  der  Nordlichtbeol>achtun<>en  wahrgenommen;  ich  habe 
jedoch  nie  für  möglich  gehalten,  dass  so  bekannte  Hergänge  zu 
Täuschungen  veranlassen  sollten.  Aber  nimi  ist  noch ,  weiter  «<■ 
Rangen,  um  das  Nordlicht  gera"  tusch  zu  beseitigen;  man  hat  für 
tauglich  und  selbst  wahrscheinlich]  erachtet,  der  Beobachter  hahe 
»ich  im  AnblicLe  der  gewaltsamen  Bewegungen  des  Nordlichts  so 
hiurfissen  lassen,  ein  gleichzeitiges  Geräusch  hinzu  ztidenk  en. 
and  später  zu  glauben,  er  habe  es  wirklich  gehört.  Dies  ist  sehr 
atark;  dergleichen  soll  man  wohl  irgend  einem  Poeten  zumuthen. 
licht  aber  dem  ernsten  nüchternen  Beobachter.  Wohin  i 
»ir  kämmen,  wenn  wir  in  allen  Fallen,  wo  schwierige  Phänomene 
besprochen  werden,  die  entweder  zweifelhaft  sind,  «der  mit  ge- 
wissen Theorien  nicht  auf  dem  besten  Fusse  stehen,  dem  Beob- 
achter nicht  nur  eine  Menge  von  möglichen  Täuschungen  aufbürden, 
Minil'.rn  ihn  obenein  noch  geradezu  kindische  Eigenschaften  i 
«chreiben,  dadurch  seine  Fähigkeit  und  Glaubwürdigkeit  indirec 
in  Zweifel  ziehen,  und  dahin  gelangen,  dass  nur  eine  bequeme 
f  dein  Papiere  das  Rechte  getroffen  oder  vermuthet  habe! 
Einwürfe  solcher  Art  sind  aber  nicht  consequent;  warum  muthet 
man  dem  Beobachter  nicht  zu,  auch  zu  glauben,  nährend  der  Er- 
scheinung eines  Feuer  meteoros,  einer  Sternschnuppe,  das  Rauschen 
drr  Bewegung  zu  hören,  während  des  Anblicks  eines  sehr  fernen 
Wetterleuchtens  den  Donner,  während  einer  Vesuveruption,  ge- 
ieh.1.  aus  <s  .Heilen  Entfernung,  das  Getöse  der  sichtbaren  Ex- 
■Inlenen  zn  vernehmen?  Das  Nordlicht  ist  doch  eine  se 
»."ihtilidie  Erscheinung,  die  für  den  erfahrenen  Beobachter  nichts 
L'eberrascbendes  darbietet,  und  es  sind  doch  nicht  immer  Anfänger, 
denen  wir  genaue  Beobachtungen  dieses  Phänomens  verdanken  — 
Ich  bann  nicht  umbin,  zu  bemerken,  dass  der  redliche  und  he 
«innen?  Beobachter  recht  viele  Täuschungen  zugeben  wird,  a 
er  wird  »raXchst  darauf  bestehen  müssen,  dass  wenn  von  Täu- 
schungen dio  Bede  ist.  dieselben  ihm  selbst  am  meisten  bekannt 
Mio  müssen.  Während  meiner  astronomischen  Thätigkeit  sind  n 
Täuschungen  (wirklicher  Angenbetrug)  nicht  vorgekommen,  »nbl 
mitunter  falsche  Deutungen  des  Gesehenen,  die  früher  oder 
aplter  entweder  beseitigt  n  urden,  oder  bis  beute  unerledigt  blieben. 
Wer  aber  zusehen  glauben  kann,  was  nach  seiner  Meinung  sicht- 
bar sein  müsste,  w  er  zn  hören  glaubt,  was  gehurt  werden  könnte. 


78  Schmidt:    ßecöoekinn§en  vom  Aonfifchtern 

sollte  «ich  jeder  Beobachtung  enthalten,  oder  wenigste«!  Nichts 
dertiber^aWcken  lassen. 

Die  folgenden  Beobachtungen  gebe  ich  abgekürzt  nach  dem 
Wortlaute  meiner  Tagebucher;  ich  füge  diejenigen  Nordlichter 
bei»  welche  mir  gelegentlich  durch  meine  Correspondens  bekannt 
geworden  sind. 

1839.  * 

•  In  dem  meteorologischen  Tagebucbe  des  Dr.  Med.  Roth  an 
Cut  in  finde  ich  folgende  Nordlicbtbeobachtungen: 

Februar  21. 

Oc tober  22,  sehr  grosses  Nordlicht. 

October  23,  schwächeres  Nordlicht. 

November  1,  zweifelhaftes  Nordlicht. 

Ich  bemerke  för  die  Nordlichter  im  October,  die  sich  einige. 
Jahre  um  den  23sten  einstellten,  dass  um  diese  Zeit  auch  ein  von 
Heia   und  mir  nachgewiesener    periodischer  Sternschnuppenfhll 
stattfindet. 

1840. 

Am  21.  December  beobachtete  ich  zu  Eutin  in  Holstein,  bei 
sehr  heiterem  Himmel  und  starkem  Froste»  ein  Gberaus  grosses 
und  prachtvolles  Nordlicht.  Gleich  nach  dem  Ende  der  Dämme- 
rung zeigte  sich  unter  den  7  Sternen  des  Bären  eine  auffallende 
Helligkeit,  welche  sich  bald  zu  einem  regelmässigen  Bogeneeg- 
mente  entwickelt  hatte ;  dieses  stand  in  gelb  weisser  Farbe  15 
Minuten  lang.  Nun  wurde  der  helle  Lichtsaum  breiter  und  zeigt» 
in  der  Mitte  seiner  Erstreckung  eine  dunkle  Zone*  Um  einen 
freien  Horizont  zu  haben,  begab  ich  mich  sodann  auf  die  Eisfläche 
des  Sees.  Um  6»  30"  zeigte  der  Lichtsaum  östlich,  und  unter  y 
Ursae  einen  senkrechten  Abschnitt»  der  an  Helligkeit  das  Uebrige 
ansehnlich  fibertraf;  diese  Anomalie  war  bald  ausgeglichen,  und 
um  5M  46m  erhob  sich  am  westlichen  Ende  des  Lichtbogens  die 
erste  säulenförmige  Liebt masse  von  rother  Farbe»  während  der 
übrige  weisse  Theil  des  Bogens  in  der  Gegend  von  y  und  ß  Ursae 
äft  Breite  zunahm.  Mit  geringen  Veränderungen  dauerte  dies 
Schauspiel  bis  6»  30".  Nun  hatte  der  Bogen  nach  oben  eine 
schiefere  Begrenzung  erlaugt;  uetee  gegen  den  Horizont  hin  war 
er  wie  Tee  grauen  Nebeln  verhüllt  Um  6*31*  zeigte  sich  indem 
Rogen  eine  zitternde  Bewegmg,  und  plötzlich  hatte  es  den  An« 
schein,  als  würde  die  ganze  Masse  durch  den  heftigsten  WirbeV 
storm  aufgeregt.    Schichtenweis  rollte  eine  Lichtmasse  von  Osten 
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Westen    über   und    durch    die    andere    hin,    und    entwickelt« 
tMtfbei  die  lebhaftesten    prismatischen    Farben,    unter  denen    i 
du  Blau  fehlte.     Es  war,  als  senkten  sich  die  wirbelnden  Licht- 
wilken  ton    den  Hügeln  auf  die   Fluche   des  See's  herab. 
Bewegung  dauerte  höchstens  20  Secundeu;  dann  hörte  sie  plüta- 
lich  auf.  und  es  zeigte  sich  der  gewöhnliche  Bogen  wieder  in  matt 
neisslich  gelber  Farbe.     Um  7"  bildete  sich  in  demselben  v 
ein  dunkler  Kaum,  eine  Spalte,  die  lOMinuten  sichtbar  blieb,  und  nach 
eioei  neuen  Bewegung  vergrößerte  sich  der  Lichtschein  schnell  '20° 
weiter  gegen  Westen.     Um  7"  15m    schössen  geradlinigte  weisse 
Strahlen   10   grosser  Menge   aus  dem  Bogen   auf,   in   J  —  3Seeunden 
duZenith  erreichend;  westlich  war  der  Bogen  jetzt  weiss,  Itstlich 
plb.    Umrt"  horte  das  Strahlen  werfen  auf;  der  Doge»  war  westlich 
cell»,  in  der  Mitte  weiss,  und  Östlich  roth ;  nur  3  weisse  Strahlen 
blieben    allein    noch    lange  sichtbar.     In  dem  Maasse,   wie  diese 
Strahlen  abnahmen,  verlor   der  Bogen  seine  Krümmung,  und  ver- 
wandelte  sich   in  einen   geraden    hellrothen   Streifen  von  20°  Nei- 
ptug  gegen  den  Horizont.     (Ich  linde  nicht  angegeben,  wo  er  den 
Horizont  berührte).     Aus  diesem  Streifen,  der  soviel  ich  vcnmithe, 
sich  östlich  senkte,  erhob  sich  oberhalb  ein  dunklerer  Bogen,  mit  seiner 
Krümmung  gegen  >/£  ö  und  yUrsae  gerichtet;  er  verschwand,  alssich 
om  8"  43™  der  erwähnte  gerade  Streifen  wieder  zum  gewöhnlicher 
Lu-htsaume  umgewandelt  hatte;  westlich  war  er  breit,  östlich  verlief  ei 
mit  einer  schmalen  Spitze.     Ein  intensiv  gelber  Strahl  schoss  au* 
diesem    mit    30°    Neigung    hervor.      Um     Ü"   war    Alles     beinahe 
verschwunden,  so  dass  ich  die  Beobachtung  aufgab,  aber  um 
halt«  sich    das  Nordlicht    in  seiner    ganzen  Crosse  und  Helligkeit 
wieder  ausgebildet.      Mit  unglaublicher  Geschwindigkeit  schössen 
grün*   Strahlen    aus  dem   gelben  Bogen  gegen    das  Zenith ;  Roth 
zeigte  eich    nirgends.     Um   10-  30m   hatte   der   Bogen    zahlreich» 
dunkle  Lücken;  er  ward  roth,  und  sandte  einen  7°  breiten  höchst 
glänzend  grünen  Strahl  empor;  der  Anblick  war  ausserordentlich, 
wie  ich  ihn  nie  wieder  gesehen  habe.     Diese  Säule  leuchtete  nur 
S  Minuten,    bis   sie    (dötnticli    erlosch.     Um   II"  war   der    ganze 
Bogen  griiu,  ein  Hauptstrahl  bläulich.     Um  II"  36"  war  Alles  zu 
einer  formlosen  Masseverschmolzen,  aus  weicher  mattgelhe  Streifen 
aufstiegen.     Bald  nach  Mitternacht  hatte  die  Erscheinungein  Ende. 

1841. 

Januar  (Datum  unbekannt).  Ebenfalls  zu  Eutin  sah  ich 
Abends  von  6  bis  VI  Uhr  ein  grosses  hiutrotb.es  Nordlicht,  welches 
ora  Mitternacht  hoch  am  Himmel  die  vollkommene  roth«  Krono 
ausbildete;  sie  senkte  sich  östlich  wnllcenKhnlich  gegen  den  Horf- 
sonl.    Einige  Tage  später  (Datum  unbekannt)   kam  ein  Nordlicht 


80  Sekmtdt:    Beobachtungen  von  Nordlichtern 

mit  ausserordentlichen  Erscheinungen.  Von  8  bis  11  Uhr  wallte« 
ununterbrochen  gelbe  concentrische  Lichtwellen  mit  grosser  Ge* 
schwindigkeit  von  NW.  gegen  das  Zenith  empor.  Diese  und  die 
vorherige  Erscheinung  habe  ich  später  nie  wieder  gesehen.  Das 
Datum  wird  sich  wohl  aus  der  Wahrnehmung  von  magnetischen 
Störungen  zu  jener  Zeit  ermitteln  lassen. 

1843. 

Januar  2.  (Hamburg.)  Cm  6  Uhr  zeigte  sich  südlich  vom 
Drachen  die  schwache  Spur  eines  Nordlichtes.  Anfangs  weiss, 
nahm  es  um  7  Uhr  eine  rothliche  Färbung  an. 

März  2.  Ein  grosses  zu  Hamburg  gesehenes  Nordlicht 
(briefl.  Mirth.) 

März  8.  sah  ich  im  NO.  die  schwache  Spur  eines  Nordlichtes« 

April  5.  schien  eine  besondere  Helligkeit  zwischen  den 
Wolken  ein  Nordlicht  zu  verrathen. 

August  3.  Abends  zwischen  Hund  12  Uhr  zeigte  sich  nörd- 
lich bei  den  Ffissen  des  grossen  Bären  ein  grünlicher  Schimmer» 
der  um  12  Uhr  die  scheinbare  Höhe  voo  a  und  ß  Ursae  erreichte« 

1844. 

Januar  12.  (Hamburg.)  Bei  vollkommen  heiterem  Himmel 
sah  ich  schon  Mittags  das  kreisförmige  Segment  eines  Nebelbogens. 
der  bis  zur  Dunkelheit  anhielt,  und  Abends  eine  so  grosse  Hel- 
ligkeit über  den  Himmel  ergoss,  als  wollte  der  Mond  aufgehen. 
Ungeachtet  völliger  Klarheit  der  Luft  waren  die  Sterne  der  5ten  bis 
6ten  Grösse  schwer  zu  erkennen.  Um  10*  schwand  das  Licht 
Temperatur  =—7°  R. 

Januar  13.  Um  10*  wieder  der  gelbe  Schimmer  am  nörd- 
lichen Himmel»  aber  schwächer  als  am  vorigen  Tage. 

Januar  19.  Um  10*  von  Lyra  bis  Leo  major  ein  gdber 
Schimmer. 

Februar  20.    Um  9«  30w  schwacher  Schein  im  Nordosten. 

April  17.  Gegen  10*  45*  zeigte  sich  im  Nordwesten  unter 
Perseus  und  bis  zur  Cassiopea  ein  sehr  deutliches  Nordlicht  von 
weissgelber  Farbe.  Um  10*  59w  erlosch  der  Hauptstreifen;  eine 
Hinute  später  der  schwächere  Strahl. 

August  9.  Zwischen  11  und  12  Uhr  bemerkte  ich  um  z Ursae 
den  deutlichen  gelben  Schein  des  Polarlichtes,  der  sich  bald  aus- 
dehnte, bald  verringerte;  es  kam  nicht  zur  Ausbildung. 
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November  14.  Von  7  Uhr  bis  Mitternacht  zeigte  «ich  im 
Norden  and  Osten  von  et  Canuni  bi6  zu  den  Zwillingen  ein  weiss« 
gelber  Schimmer ,  bald  heller  bald  dunkler.  Um  8  Uhr  war  der 
Mosd  untergegangen.    Um  12  Uhr  trat  plötzlich  dichter  Nebel  ein. 

"1845. 

Januar  10.  (Hamburg.)  Ein  sehr  schwacher  und  unbestimmter 
Bogen  stand  nördlich  liis  10  Uhr;  er  verschwand  zuweilen  und 
kam  wieder.  Der  ganze  Himmel  war  hell  wie  in  einer  Juuinacbt; 
die  kleinsten  Sterne  schwer  sichtbar;  bald  darauf  dichter  Nebel. 

August29.  (Sternwarte zu  Bilk  bei  Dusseldorf.)  Uni9"15"» 
gewahrte  ich  unterhalb  des  grossen  Bären  das  helle  weissgelbe 
Segment  eines  Nordlichts;  es  erstreckte  sich  horizontal  von  ß 
aarigae  bis  1}  Bootis,  verrical  vom  Horizonte  bis  %  Ursae;  auch  ein 
grosser  weisser  Strahl  ward  5  Minuten  laug  sichtbar.  Der  obere 
Hand  des  Segmentes  berührte  um  9tt  35m  ß  und  y  Ursae;  war 
iber  um  9*  40M  wieder  bis  %  Ursae  zurückgetreten.  Zu  dieser 
Zeit  lag  unter  dem  Segmente  eine  graue  Nebelschicht.  Um  10« 
12*  bildete  sich  links  von  %  Ursae  ein  grosser  weissrotblicher 
Lichtfleck,  er  senkte  sich  westlich  zum  Bootes.  Temperatur 
=+15°  R. 

August  30.  Ganz  ähnliche  Erscheinungen  wie  am  29*ten 
beobachtete  ich  während  einer  nächtlichen  Rheinfahrt  von  Düs- 
seldorf bis  Köln. 

September  1.  Auf  dem  Drachenfels  im  Siebengebirge  sah 
ich,  bei  äusserst  heiterem  Himmel,  wieder  die  eigenthumliche  Hel- 
ligkeit eine«  unentwickelten  Nordlichtes. 

September  24.  (Bilk.)  Bei  völlig  heiterem  Himmel  zeigte 
«ck  zwischen  8i  und  10  Uhr  der  schwache  Schimmer  im  Norden. 

September  26.  (Bilk.);  wieder  dieselbe  Erscheinung,  aber 
viel  deutlicher  und  heller  als  am  24.  September.  Um  11*  kamen 
Welken  aus  NW. 

September  26.  (Bilk.)  Abends  11«.  Die  ungewöhnliche  Hel- 
ligkeit im  Norden  und  Nordwesten,  die  in  Zwischenräumen  der 
Wolken  sich  zeigte,  WeBB  ein  schwaches  Nordlicht  vermuthen. 
Aa25.  und  29.  September  warder  Himmel  vollkommen  heiter,  aber 
von  dem  gelblicheo  Schimmer  zeigte  sich  nicht  die  geringste  Spur. 

December3.  (Entin.)  Die  ausserordentlichen  Erscheinungen 
dieses  höchst  merkwürdigen  Nordlichtes  habe  ich  mit  aller  Sorg- 
falt viele  Stunden  lang  beobachtet  und  gezeichnet.    Hier  muss  ich 
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mich  darauf  beschränken,  das  Wesentlichste  aus  dem  Manuskripte 
hervorzuheben,  welches   ich   gleich    am  Tage    darauf  Aber   das 
Nordlicht  ausgearbeitet  habe.    Beieits  um  Ö  Uhr  Abends»  als  sin 
heftiger  Westwind   angefangen  hatte,  die  Wolkenmassen  au  aeff- 
theilen,  bemerkte  ich  gegen  Norden  eine  besondere  gelbr&thliche 
Helligkeit,  die  nicht  wohl  von  dem  sichelförmigen  Monde  herrühren 
konnte.     Um  7  Uhr  war  der  Himmel  ganz  heiter.     Von  Westen 
bis  gegen  Nordosten  lag  eine  tiefdunkle,  nach  oben  scharf  abge- 
schnittene Wolkenbank  von  3°— 4°  Höhe.     Darüber  lagerte  der 
graue  Nebelbogen  in  Form  eines  Kreissegmentes,  und  vom  ihm 
aus  verbreitete  sich  durch  das  Sternbild   des  Bären   bis  15°  Hube 
eine  starke  Helligkeit,   wechselnd  zwischen  weiss,   grünlich  und 
orange.    Um  7*  begann  der  Lichtsaum   grosse    senkrechte    und 
schräge  Strahlen  zu  werfen;  sie  waren  weiss,  gelblich  oder  grün, 
i°  bis  2°  breit,  und  nicht  über  30°  hoch.    Oft  erschien   es,  als 
erglühten  sie  langsam  von  unten  auf;  bald  war  das  Maximum  der 
Helligkeit  am  Fusse,  bald  an  den  Rändern  der  Strahlen,  Alles  bei 
stetem  Wechsel  der  Farbe  und  der   Dimensionen.     Als  Ich  am 
Seeufer  besser  bis  an  den  Horizont  sehen  konnte,  bemerkte  Ich, 
dass    die   Wolkenmassen   sich   westlich    und    nördlich    vermehrt 
hatten;   mitunter  flammte  im  Westen  der  rothe  Schein  eines  ge- 
wöhnlichen Wetterleuchtens  auf;  meist  dunkelrotb,  aber  unzwei* 
felhaft  nur  einem  fernen  Gewitter  angehörend.    Bis  8  Uhr  dauerte 
das  Nordlicht  mit  geringen  Veränderungen,  von  10  zu  10  Minuten 
bald  dunkel,  bald  wieder  heller  aufstrahlend. 

Um  7tt  45m  umfasste  der  strahlenwerfende  Bogen  70°  bis  80°; 
ich  sah  zuweilen  10  und  20  Lichtsäulen  gleichzeitig;  aber  sehr 
auffallend  war  das  Verharren  des  Hauptstrahles  an  demselben 
Orte,  während  die  schwächeren  mit  gleichförmiger  Bewegung  von 
NO.  durch  N.  nach  W.  vorüberzogen  und  dann  erloschen,  leb 
sah  einen  hohen  grünen  Strahl  von  2°  Breite  bis  über  q  Ursae 
hinaufreichen;  an  seiner  rechten  Seite  wurde  er  rasch  sehr  hell, 
grün  und  scharf  abgeschnitten,  aber  das  grüne  Fluidum  echten 
sich  in  2  Secunden  bis  an  den  linken  Rand  zu  bewegen,  womnf 
die  Säule  verschwand.  Zwischen  8«  und  8«  30m  hörte  das  Strafe« 
lenwerfen  auf.  Um  8"  45m  kamen  die  Strahlen  wieder  und  zugleich 
zeigte  sich  eine  neue  merkwürdige  Erscheinung.  Während  näm- 
lich im  Norden  kleine  schwache  und  bewegliche  Lichtsäulen  auf- 
schössen und  wieder  zurücksanken,  bildete  sich  plötzlich  genau 
Über  dem  Westpunkte  des  Horizontes  eine  eigentümlich  helle, 
45°  hohe  weisse  Lichtgarbe ;  unten  verlief  sie  spitz,  oben  war  sie 
fächerförmig  ausgebreitet  Sie  reichte  durch  das  Sternbild  des 
Schwans»  deckte  dort  die  Milchstrasse,  und  sandte  oben  aaeh 
Rechts  durch  den  Cephens  und  kleinen  Bären,  durch  den  Fuhr- 
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mann  bis  tum  östlichen  Horizonte  einen  weissen.  'iv  breiten  Bogen, 
der  gnnr  riner  zweiten  Mikhstrassergl ich,  auer  nach  5  Minuten  wieder 
«losch.  Die  milttere  gerade  Aufsteigung  der  erstgenannten  west- 
lichen Ltchtgarhe  hatte  oben  im  Fächer  etwa  20"  40a.  die  Decii- 
oberen  Endes  +50°.  Wegen  den  Horizont  stand  ste 
tidlig  senkrecht.  Audi  sie  erlosch  nach  10  Minuten,  allein  um 
U*  5"  erblickte  ich  sie  nieder  im  vollen  Glänze  und  grosserer 
Ausdehnung.  Sie  rückte  langsam  von  W. — &. ;  sie  halte  iiO"  Höhe 
uod  unten  2°  Vreite,  und  verlief  oben  mit  3  über  einander  weg- 
liegcnden  lbwunieriar(i<i  geschwungenen  Queerst reifen,  so  dass  dort 
ihre  Breite  gegen  15"  betragen  machte.  Um  9"  10"*  hatte  »ich 
rlie  pmpse  Garbe  in  2  kleinere  gethe'dt,  die  untere,  nach  links, 
iU'i  Bildlicher  gelegene,  war  unten  spitz,  oben  breiter,  hell  fächer- 
förmig. Intensiv  weiss;  sie  bedeckt«  oben  t  Pegasi,  Die  obere, 
rechts  gelegene  begann  erst  in  20°  über  dem  Horizonte  und  glich 
vollkommen  dem  Seh« eile  eines  grossen  (ometen,  welche  '1  ';tu- 
Khnng  sich  noch  vermehrte,  als  um  9»  IS™  f  Pegasi  gcwlsser- 
■uueen  den  Kopf  des  Cometen  bezeichnete.  Dieser  Stent  lug  jetzt 
in  untern  Ende  des  Strahls  ;  im  ober»  Fächer  standen  ßund  ij  Pegasi. 

Heide  nahe  gleich  helle  Streifen  waren  zwischen  45"  und  50° 
gegen  den  Horizont  geneigt,  der  südliche  und  tiefer  stehende  bis 
iam  Horizonte  hinabr eichend.  Um  et"  19™  waren  3 Streifen  sichtbar; 
der  untere  Nr.  1  weiter  gegen  Süden  gerückt,  reicht  bis*  Pegasi, 
der  nächsthöhere  Nr.  '2  hat  seine  Bewegung  vergrössert,  weil  er 
jetzt  anrängt.  Nr.  1  zu  bedecken  (oder  hinter  Ihm  fortzuziehen); 
ein  neuer  schwächerer  Strahl  Nr. 3,  nahe  parallel  zu  den  erstem, 
siebt  höher  und  westlicher  als  Nr.  2.  Um  9"  24«  hat  der  Strahl 
Nr.  2  den  Strahl  Nr.  1  überschritten.  Jetzt  erloschen  alle  3  fast 
spurlos;  aber  um  9"  30m  gewahrte  ich  zwischen  Cygnus,  Cassiopea 
und  Pegasus  5  helle,  gegen  den  Horizont  um  30°  schräg  geneigte 
lange  Lichtwolken  von  weisser  nebelartiger  Farbe,  welche  sieh 
langsam  von  N.— S.  bewegten.  In  derselben  Mitinte  erglänzte  an 
der  Stelle  von  Nr.  1,  Nr.  2  und  Nr.  3  ein  lauger  weisser  Strahl. 
an  dessen  oberen  verwaschenen  Ende  die  5  kleinem  Wolken,  zu 
denen  noch  mehrere  Flecken  hinzugekommen  waren,  sich  an- 
achliNscn  xu  wollen  schienen. 

Um  9U  -lö'"  bemerkte  ich  eine  neue  auffallende  Erscheinung. 
Btusier  war  die  Nordlichtmaterie  von  N.  —  S.  fortgeschritten ;  jetzt 
mfaftnnd  ein  wenig  rechts  unter  a  Persei  (der  hoch  im  SW.  dem 
Zenitfa  naht -war)  ein  weisses  Wölkchen,  welches  sieb  von 
SO.  —NW.  bewegte  und  bei  v  Andromedae  erlosch.  Diesen  Weg 
beschrieb  est  in  5  Minuten.  Ein  anderer  weisser  Fleck  bei  ß  und  ."> 
Amdgae  riebt«  von  O.  -  W.     Nachdem  der  vorbin  genannte  südliche 
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Strahl  um  U"  46m  abermals  erloschen  irar,  entwickelte  sich  i 
SW.  schnell  eine  neue  i°  breite,  60°  lange  vollkommen  geradlinig 
Sfinle,  40°  —  4ö°  gegen  den  Horizont  geneigt»  intensiv  weiss,  lel 
hallt  an  den  Schweif  des  grossen  Cometen  von  1843  erinnern 
Die  durch  sein  Licht  hindurch  schimmernden  Sterne  wurden  mer 
lieh  geschwächt,  d.  h.  sie  machten  weniger  Effect»  weil  sie  m 
weissem  Hintergründe  standen.  Für  9as45m  ist  der  Ort  desStrah 
gegeben  durch  die  Oerter  der  Sterne  n  y  Aquarii,  d  Pegasi  ui 
ß  Andromedae;  in  der  scheinbaren  Hohe  von  y  Andromedae  li 
sein  Ende. 

Während  dieser  Phänomene  im  SW.  hatte  die  Helligkeit  i 
N.  nicht  aufgehört ;  zuweilen  schössen  dort  noch  einzelne  StrahU 
empor.  Um  10"  erlosch  Alles,  nur  ein  gelbes  Dämmerlicht  blic 
im  Norden  übrig.  Der  Wind  kam  aus  W.  und  SW.  Es  blitsi 
15mal.  Sternschnuppen  zu  der  Zeit  etwa  12  in  2  Stunden.  Tea 
peratur  =0°. 

December  4.  Zwischen  7«  und  11"  zeigten  sich  wied« 
deutliche  Spuren  des  Polarlichtes.  Um  10"  bildete  sich  das  N< 
belsegment,  doch  blieb  es  dabei.  Mit  dem  5.  December  ward  di 
Atmosphäre  stürmisch  und  trübe;  Abends  10**— llu  fiel  eine  ui 
gewöhnliche  Menge  Schnee.  Bei  0°  Temp.  wuchs  der  Wind  zui 
Sturme  an. 

December  14.  An  diesem  Abende  sah  man  ungeachtet  de 
hellen  Mondscheines  die  deutlichen  Strahlen  des  Nordlichte* 
Gewölk  verhinderte  genaue  Beobachtungen;  Temp.  = — 6°  R. 

1846. 

Februar  18.  (Bonn.)  Zwischen  10"  und  13"  stand  im  Norde 
der  schwache  gelblich  weisse  Bogen  eines  strahlenlosen  Nordlichtes 
magnetische  Störung  zu  Genf. 

Februar  25.  Grosses  Mordlicht  su  Genf  beobachtet;  magni 
tische  Störung. 

März  14.  Nordlicht  zu  Genf;  magnetische  Störung  an  K 
und  14.  März. 


Angost  28.  (Bonn.)  Das  Nordlicht  dieser  Nacht,  d< 
magnetische  Störungen  filr  Genf  an  dem  folgeoden  Tage  sich  stärke 
äusserten ,  als  am  28eten,  hat  merkwürdige  Phänomene  gezeigt 
Der  Himmel  war  vollkommen  heiter.  Bald  nach  dem  Ende  de 
Dämmerung  lagerte  im  Norden  eine  schmale  dunkle  Wolkenbani 
die  bald  die  regelmässige  Form  eines  Kreissegments  annahm.    Da 
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höchste  Punkt  dieses  Bogeng  lag  fast  im  astronomischen  Norden, 
vielleicht  ein  Weniges  westlich.  Er  spaltete  eich  später  in  2  nahe 
coecentrische  Bogen,  doch  so,  das»  sie  östlich  zusammenhingen. 
Odi  10"  erschien  bei  y  Ursae  ein  5°— 7°  hoher  sehr  matter  grüner 
Strahl,  der  bald  verschwand ,  worauf  nur  eine  allgemeine  gelbliche 
Helligkeit  übrig  blieb.  Ich  fand  im  magnetischen  Observatorium 
die  Nadel  sehr  unruhig;  dies  war  zwischen  14  und  16  Uhr,  also 
iwilcben  2  und  4  Uhr  früh  am  29.  August.  Die  Anfangs  erwähnte 
Wolkenbank  im  Norden  stieg  langsam  in  Form  eines  dunklen 
schmalen  und  kreissegmentartigen  Gürtels  höher,  und  unterhalb 
ron  ihm  gegen  den  Horizont  ward  die  Luft  wieder  klar,  so  dass 
daselbst  Sterne  gesehen  werden  konnten.  Gegen  16&  Uhr  be- 
leuchtete die  Morgendämmerung  diesen  ursprünglichen  Nordlicht- 
logen rothlich,  und  deutlich  erkannte  ich  jetzt  seine  cirrusartige 
Natur.  Um  21  Uhr  (also  um  9  Uhr  früh)  hatte  der  Bogen  ÖÜ° 
HSbe  Aber  dem  Horizonte;  es  war  ein  wirklicher  bogenförmiger 
Cirrusst reifen,  in  dem  sich  um  21tt  3üm  die  einzelnen  Theile  zu 
horizontal  über  einander  gelagerten  Wölkeben  bildeten,  so  dass 
jede  Gruppe  des  Bogens,  fär  sich  betrachtet,  gewissermassen  die 
äusseren  Enden  der  Speichen  an  der  Peripherie  eines  Rades  be- 
zeichnete. 

Um  22*  oder  10*  früh  war  der  Bogen  völlig  zu  einem  ge- 
wöhnlichen Cirrusstreifen  umgewandelt;  er  sank  gegen  Norden 
«rück  bis  30°  Höhe.     Der  Himmel  blieb  wolkenlos. 

September  22.  (Bonn.)  Nach  Sonnenuntergang  senkte  sich 
du  Gewölk  gegen  Norden  und  bildete  daselbst  von  NO. —NW.  eine 
luge  dunkle,  oben  scharf  begränzte  Bank.  Um  8  Uhr  bemerkte  ich 
aVn  gelben  Nordlichtschein  unter  Urea  major.  Durch  Unwohlsein 
verhindert,  achtete  ich  nicht  weiter  darauf,  aber  um  94  Uhr  mel- 
dete mir  A  r  g  e  I  a  n  d  e  r  die  völlige  Ausbildung  des  strahlen  werfenden 
Nordlichtes.  Am  nächsten  Morgen  standen  viele  cumulusartige 
Wolken  gedr&ngt  am  Himmel,  doch  wurde  es  bald  heiter.  Der 
Magnet  war  am 23.  früh  sehr  unruhig;  magnetische  Störung  in  Genf. 

November  11.  (Bonn.)  Um  8  Uhr  zogen  Nebel  wölken  langsam 
gegen  Norden  und  lagerten  sich  dort  Anfangs  in  Form  einer  dunklen 
Bank,  dann  in  Form  eines  grossen  regelmässigen  Kreissegmentes, 
tat  welchem  sich  bald  eine  merkliche  und  dauernde  Helligkeit 
tfttiriekelte,  die  bis  15°  Höhe  aufstieg  und  entschieden  einem 
Nordlichte  angehörte.  Zwischen  10*  und  llu  war  diese  Helligkeit 
«a  stärksten,  doch  übertraf  sie  nicht  die  hellsten  Stellen  der  Milch- 
stetste.  Die  Nacht  blieb  bei  starkem  Froste  klar.  In  den  Genfer 
Beobachtungen  zeigt  sich  keine  merkliche  Störung. 
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November  13.  Während  der  SternschnnppenbeobachtuBgeu 
in  dieser  Nacht  zeigte  sich  gegen  8*,  etwas  westlich  vom  wehren 
Nord,  die  deutliche  Helligkeit  eines  Nordlichtes,  die  zufällig  gens* 
die  Form  eines  60°  gegen  den  Horizont  geneigten  Zodiakaükbtes 
annahm»  und  bis  14  Uhr  mannigfaltigen  Veränderungen  unterwerfe« 
war.  Am  nächsten  Morgen  war  der  Himmel  bedeckt;  starker Heif; 
Magnet  sehr  unruhig.  In  Genf  bemerkte  man  keine  magnetische 
StOrang. 

November  17.  Das  glänzende  und  buchst  merkwürdige 
Nordlicht  dieser  Nacht  habe  ich  zu  Bonn  sehr  vollständig  beob- 
achtet, doch  kann  ich  ohne  Zeichnungen  nicht  Alles  erklären. 
Ich  werde  mich  daher  auf  einen  Auszug  beschränken.  Den  ersten 
Anfang  des  Phänomenes  habe  ich  nicht  gesehen  f  doch  kann  es 
nur  wenige  Minuten  vor  6"  5m  eingetreten  sein,  da  ich  noch  um 
5"  50»  gegen  Norden  beobachtete.  Ich  richtete  meine  Aufmerk- 
samkeit namentlich  auf  die  Eisenthämlichkeiten  des  meist  doppelten 
Lichtsaumes  und  auf  die  beiläufige  Bestimmung  von  dem  Azimuthe 
des  höchsten  Punktes  dieses  Saumes,  weil  es  von  Interesse  ist» 
etwaige  vollständige  magnetische  Beobachtungen  mit  den  azirau* 
thalen  Verschiebungen  des  Nordlichtes  zu  vergleichen»  um  su 
sehen,  ob  der  Gang  der  magnetischeu  Variation  mit  der  des  Lichles 
am  Himmel  im  Zusammenhange  stehe. 

Von  den  sehr  raschen  Veränderungen  nenne  ich  nur  die  folgenden : 

Qu  5m  Ein  gebogener  weisser  Strahl  verschwindet  gleich  nach 
seinem  Aufleuchten  fast  plötzlich;  4  daneben  sind  weiss  und  gelblich. 

0  10,5  Neue  Strahlen  gleichzeitig  aufgestiegen,  und  mit  einer  sehr 
schnellen  Bewegung  von  O. —  W.  verschwinden  sehr  rasch. 

6  12,8  Strahlen  von  verschiedener  Intensität  gleichzeitig  aufsteigend 
und  schnell  erlöschend. 

6  14  Die  ganze  Nordlichtinaterie  wird  auf  kurze  Zeit  roth,  dann 
wieder  gelb  und  bleibt  so.  Der  äusserst  regelmässige  und 
intensiv  gelbe  Lichtsaum,  von  90°  Spannweite  im  Horizonte, 
begränzt  nach  oben  das  dunkle  Nebelkreissegment. 

6  21,5  Scheitel  des  Lichtsaumes  senkrecht  unter  y  Ursae;  inzwi- 
schen steigen  verschiedene  weisse  Strahlen  auf. 

6  88,2  Beide  Enden  des  Lichtsaums  zeigen  Anschwellungen  von 
stärkerem  Lichte. 


Hierauf  bildet  sich  Aber  dem  Lichtsaum  eine    foogenfoi     _ 
Reibe  von  gelben,  langgezogenen  Lichtwolken»   die  in  ihrer  Gs> 
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ntbeit,  ond  unter  sich  verbunden  gedacht,  nach  oben  in  1°— 2° 
Abstand  den  gewöhnlichen  Saum  des  Nebelsegmente»  concentrisch 
ibenriribeo.  Uni  6"  38M  besteht  dieser  obere  Bogen,  den  ich  B 
■«nan  werde,  aas  4  hellen  Fragmenten.  Der  gewöhnliche,  untere 
Lichtsaom  hetese  A. 

•» 38",5  Der  Scheitel   von  A   senkrecht    unter    0  8  Ursae.    Die 
Spannweite  von  ß  im  Horizonte  mag  115°  betragen. 

6  42,5  Die   Lichtwolken   in  B   haben    sich    vereinigt    und   bilden 
jetzt  einen  mit  A  völlig  concentrischen  regelmässigen  Bogen. 

6  43     B  beröhrt  %  Ursae.    Bei  t  %  Ursae   eine  Lichtwolke. 

6  46,5  B  zerfällt  wieder  in  3  lange  Lichtwolken. 

6  48.7  Unter  ß  Ursae  eine  neue  Lichtwolke. 

0  49,7  Scheitel   von  A  unter  £  Ursae. 

6  53,5  B  wieder  zusammenhängend,  aber  unregelmässig. 

6  53,5  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  17  Ursae. 

6  55     B  besteht  wieder  aus  3  getrennten  Wolken. 

7  0,8  Von  B  ist  nur  noch  eine  Lichtwolke  unter  i  s  Ursae  übrig. 
7    3     A  verstärkt  östlich  und  westlich  sein  Licht. 

7    4     Neue  Lichtwolke  unter/  ß  Ursae;  B wiederhergestellt  7"  6M. 

7    8,5  B  herOhrt   17  yß  Ursae. 

7    9,5  A  zeigt  senkrecht  unter  17  Ursae  einen  Einschnitt. 

7  10,2  B  bildet  jetzt  einen  110°  umspannenden  glänzenden,  wel- 
lenförmig gewundenen  Gürtel. 

7  11,7  A  zeigt  an  seinen  Endeu  wieder  Anschwellungen  stärkeren 
Lichtes. 

7  12,7  B  und  A  unter  6  y  Bootis  sehr  glänzend. 

7  14*5  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  0  Ursae. 

7  16,0  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  <p  Ursae. 

7  16,5  Augenblickliebes  helles  Erglühen  des  Ostendes  von  B. 

7  17     B  erstreckt  sich  in  unregelmässiger  Krümmung  von  17  Ursae 
bis  et  ß  Geminorum. 

7  19,1  B  zerfällt  wieder  in  3  getrennte  lange  Wolken. 

7  28,3  Scheitel  von  A  unter  a  Bootis.  (?) 

7  29,1  B  fast  plötzlich  verschwunden. 

7  32,5  A  reicht  von  17  Herculis  bis  unter  v  Ursae. 

7  33*5  Von  B  keine  Spur  mehr. 

7  37,7  Eine  Lichtwolke  um  ß  Geminorum  augenblicklich  entstanden, 

7  38,0  verschwindet  plötzlich. 
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7  38«,8«  Neue  Lichtwolken   bei  ß  Hercoli*  und  *  Ursae  plötzlich 
entstanden. 

7  30,8  Die  letztere  erglüht  rasch  im  grtinen  Lichte,  und  überstrahlt 
alles  Ucbrige;  nach  15  Secundeu  verschwindet  sie  momen- 
tan.   Inzwischen  haben  sich  Tbeile  von  B  wieder  ausgebildet 

7  42,3  Nene  Lichtwolken  bei  p  und  ß  Bootis. 

7  43,6  Desgleichen  bei  *  %  Ursae;  augenblickliches  Auflodern  der 
ganzen  Lichtmaterie. 

7  44,3  Ebeovorher  verschwunden  hat  sich  B  fast  plötzlich  in  seiner 
frühem  Ausdehnung,  aber  mit  dunklen  Lücken ,  w  iederher- 
gestellt. 

7  45,2—46,5  Heller  Strahl  aus  B  aufsteigend. 

7  46,5  Glänzende  Lichtwolke  bei  a  Ophiuchi. 

7  48,5  Heller  Strahl  aus  B$  glänzender  als  B  selbst. 

7  50,5  B  verschwindet,  A  höchst  regelmässig,  Scheitel  2° westBch 
-    vom  Fusspunkte  eines  aus  r\  Ursae  auf  A  gefällten  Per- 
pendikels. 

7  51,5  Grüne  Wolke  vor  a  Ophiuchi; 

7  52,4  verschwindet  schnell. 

7  54,0  A  sehr  bell  und  regelmässig,  Scheitel  senkrecht  unter  tj 
Ursae. 

7  57,8  Lichtwolke  zwischen  a  Herculis  und  o  Ophiucni. 

8  1,3  Scheitel  von  A  am   Orte  von  y  Bootis,  B  verschwunden« 
8  21      Ostende  von  A  unter  i\>  Ursae,  Westende  unter  e  Herculis« 

Von  nun  an  zeigte  sich  von  H  keine  Spur  mehr;  die  azimu- 
thale  Ausdehnung  von  A  blieb  lange  constant  Der  Liclttsaum  A 
verflacht  sich  dann  mehr  und  mehr  gegen  Osten,  wölbt  sich,  stärker 
im  Westen;  er  sinkt  langsam  gegen  den  Horizont,  und  um  9*4)5* 
ist  Alles  verschwunden. 

Das  Nebelsegraent  war  bestimmt  dunkler  als  der  Himmebj- 
grund;  durch  den  Contrast  kann  man  nicht  Alles  erklären.  Im 
Licbtsamn  A  bleiben  (im  Cometensiicher)  die  Sterne  gut  sichtbar, 
selbst  noch  in  dem  oberen  Theile  des  Nebelsegmentes.  Die  Be- 
wegung der  gewöhnlichen  Strahlen  war  entschieden  von  Ost  nach 
West  gerichtet,  dabei  meist  ungewöhnlich  schnell,  mitunter  wie 
momentan  verzögert  und  behindert.  Das  Maximum  der  ganzen 
Erscheinung  fiel  zwischen  7  und  8  Uhr.  Bis  104  Uhr  blieb  der 
Himmel  heiter;  dann  kamen  streifenförmige  Wolken  aus  West, 
Nord  und  Ost.  Es  fror  und  der  Wind  ging  stark  aus  Osten. 
Tags  darauf  war  der  Himmel  mit  schweren  Wolken  bedeckt.     Kein 
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Reif  wir  sichtbar;  es  schien  Nachts  ein  wenig  geregnet  au  haben. 
Die  Genfer  magnetischen  Beobachtungen  zeigen  nur  am  Morgen 
de«  18.  November  eine  Störung. 

November  21.  17Uhr  =  November  22.  früh  5 Uhr  ist  nach 
der  Aussage  des  Herrn  Prof.  v.  Kiese  ein  beträchtliches  strah- 
lenwerfendes |und  rothes  Nordlicht  zu  B  o  n  n  sichtbar  gewesen.  Zu 
Genf  keine  magnetische  Störung. 

Deceraber  II.  Zu  Rolandseck  und  zu  Bonn  sah  ich 
ungeachtet  des  Mondscheins  zwischen  10  und  18  Ohr  ein  bleiches 
fltrahlenwerfendee  Nordlicht. 

Deceraber  13.     Von  6— 11  Uhr  schwacher  Nordlicbtschimmer. 

December  16.     11  Uhr,  dieselbe  Wahrnehmung. 

December  17.  Um  10* zeigte  sich  deutlich  der  matte  Scheiu 
des  Nordlichtes.  Nach  Mitternacht  war  der  nordliche  Himmel 
«ehr  auftauend  hell.    Temperatur—  12°  R. 

1847. 

Januar  13.    (Bonn.)  Zweifelhafte  Spuren  des  Nordlichtes. 

Januar  14.  Viele  Stunden  lang  in  dieser  heitern  Nacht  er- 
schienen sehr  wechselnde  Gestalten  der  weissen  Nordlichtmaterie, 
ohne  je  in  die  normale  Phase  einzutreten.  Temp.  —  5°  R.  Wind 
ans  SO.  Am  nächsten  Morgen  fand  ich  im  magnetischen  Obser- 
vatorium die  Nadel  sehr  unruhig.  Ich  bemerke  noch,  dass  es  um 
8j  Uhr  den  Anschein  hatte,  als  wolle  sich  der  Lichtsaum  über 
einer  längst  vorhandenen  grünen  Nebelbank  bilden.  Durch  diesen 
rigenthflmlichen  Nebel  sah  ich  die  Sterne  bis  zu  wenigen  Graden 
Hübe  Aber  dem  Horizonte.  Die  hellen  und  mannigfaltigen  Gebilde 
Ibertrafen  an  Licht  den  Zodiakalschein,  und  machten  ihn  zuletzt 
ganz  unkenntlich,  wo  sie  ihn  westlich  berührten. 

Mfirz  I?.    (Eutin.)   Weisses  Nordlicht.  (Brief!.  Mitth.) 

October  14.  (Bonn)  Es  lagerte  gei»en  9"  fast  unbeweglich 
eise  graue  sehr  durchsichtige  Nebelbank  im  Norden,  die  aber  doch 
mit  dem  Nebelsegmcnte  des  Nordlichtes  nicht  wohl  verglichen 
werden  konnte;  sie  trübte  die  dortigen  Sterne»  und  die  grössern 
erschienen  umgeben  von  kleinen  Höfen.  Gegen  Mitternacht  wurden 
die  dem  Pole  des  Himmels  nahen  Regionen  stark  phosphoriscb 
glänzend»  weiss  und  heller  als  die  Milchstrasse  im  Schwan.  Die 
Dauer  dieser  auffallenden  Beleuchtung  war  von  11"  bis  13*.  Die 
Nacht  blieb  klar;  Wind  O.  und  SO.    Am  Morgen  des  15.  Ocloher 
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übersogen  jene  merkwürdigen  Cirrusgebilde  den  Himmel,  die, 
entgehend  von  2  Punkten  an  entgegengesetzten  Orten  dee  Hori- 
zontes, die  sichtbare  Haemisphäre  als  grftsste  Kreise  umspannen* 
Der  eine  Ausgangspunkt  lag  WNW.,  noch  viele  Grade  westlich 
vom  magnetischen  Meridiane. 

November  2.  Dm  7"  zeigt  sich  das  Segment  eines  Nord- 
lichts mit  schwach  entwickeltem  Lichtsaume.  Es  wechselte  oft  in 
seiner  nur  geringen  Intensität,  ohne  sich  auszubilden.  Aber  schon 
in  Aachen,  9  Meilen  NW.  von  Bonn,  wurde  von  Hein  ein 
grosses  und  schönes  Nordlicht  beobachtet.    (Briefl.  Mitth.) 

November  19.  Ungeachtet  des  hellen  Mondscheines  sah 
ich  die  tiefe  Rothe  des  Nordlichts,  die  in  wolkenartigenvonO.— W. 
bewegten  Massen  häufig  ihre  Intensität  veränderte.  Es  hatte  oft 
den  Anschein,  als  stiegen  rothe  Dampfmassen  büschelförmig  aus 
den  Webein  des  Horizonts,  doch  kamen  die  gewöhnlichen  Strahlen 
nicht  zum  Vorschein.  Temp. — 2°R.  Am  nächsten  Morgen  war 
der  Himmel  noch  heiter;  im  Norden  lag  eine  Wolkenbank,  und 
hoch  darüber  ein  Bogen  der  feinsten  Cirri. 

December  8.  Zwischen  6»  und  7*  zeigten  sich  die  unver- 
kennbaren Anzeichen  des  Nordlichtes;  durch  andere  Beobachtun- 
gen war  ich  verhindert,  seine  Entwickelung  zu  verfolgen.  Arge- 
lander  hat  zwischen  10»»  und  llu  die  Entstehung  des  Lichtsaumes 
gesehen,  und  2  Azimutbe  seines  Scheitels  bestimmt. 

December  10.  Schwache  aber  bestimmte  Spuren  des  Nord- 
lichtes. 

December  17.  Unter  allen  Nordlichtern,  die  ich  gesehen 
habe,  war  dies  eins  der  gritasten  und  prachtvollsten;  wie  weit  sieh 
seine  Sichtbarkeit  erstreckte,  ist  mir  nicht  bekannt  geworden,  md 
ich  kann  nur  angeben,  dass  es  auch  zu  Eutin  in  Holstein  im 
grössten  Glänze  sich  zeigte.  Der  Himmel  war  in  dieser  Nacht 
bei  starkem  Mondschein  Anfangs  sehr  heiter.  Um  54»  gewahrte 
ich  (Sternwarte  zu  Bonn)  gegen  Norden  die  graue,  charakteristi- 
sche, noch  ziemlich  formlose  Nebelmasse,  und  gleich  darauf  ent- 
wickelte sieh  der  grosse  bettgelbe  Lichtsaum,  der  im  Nordpookte 
des  Himmels  beginnend,  bis  fast  gegen  Westen  nahe  90°  im  Ho* 
risoat  umspannte;  sein  Scheitel  lag  noch  5°  unter  *,  CJrsae.  Um 
die  Lage  des  Scheitels  vom  Lichtsaume  gegen  die  Lage  des 
magnetischen  Meridians  zu  ermitteln  (die  sich  leicht  berechnen 
lisst),  machte  ich  zunächst  folgende  Beobachtungen. 
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Um  5"  40"  Scheitel  de«  Lidituoroa  «enkrecbt  unter  ij  Ursas. 
5    46 
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o  Herculis. 

Dm  5"  59"  teigte  sich  der  erste  rothe  Strahl  westlich«  uud 
zogieich  bekam  der  Lichtsaum  an  seiner  obern  Krümmung  3  Ein- 
biegungen, so  dass  zugleich  der  Ostliche  Theil  am  meisten  auf- 
ragte.   Der  Scheitel  dieses  Theiles  lag  um 

5»  öl*  senkrecht  unter  (  Ursae, 
5    56  „  „    ij      „ 

Um  r>  1»  bildete  sich  im  Lichtsaume  senkrecht  unter  tf  Ursae 
eine  horizontale  dunkle  Spalte;  es  hatte  bald  den  Anschein,  als 
•chObe  sich  der  helle  Ostliche  Theil  des  Saumes  ober  den  licht- 
schwlchern  westlichen  hin. 

Um  r>  13"  erschien  der  aweite  Strahl,  er  war  weiss  und  sog 
fiber  f  und  i\  Draconis;  um  r>  15"  der  dritte  von  17  Ursae  bis  y 
Ursae  minoris.  In  14  Minuten  hatte  sich  der  Bogen  in  2  über- 
thanderliegeude  concentriscbe  LicbtsSume  gespalten;  dies  ist  das 
drittemal  dass  ich  die  merkwürdige  Erscheinung  sah,  von  der  ich 
nie  eine  Beschreibung  gelesen  habe. 

Ich  merkte  nun,  wie  beide  Säume  von  Osten  her  gewisser- 
mausen  erzeugt  würden,  oder  vielleicht  richtiger,  stets  neuen 
Zuwachs  an  leuchtender  Materie  erhielten,  und  allemal,  wenn  sich 
eine  neue  wellenförmige  Einbucht  gebildet  hatte,  merkwürdige 
Bewegungen  hatten,  so  dass  es  schien,  als  rücke  der  östliche 
Theil  des  hohem  Saums  gegen  den  tiefern,  über  diesen  theilweis 
sich  hinschiebend«  Der  Östliche  Fuss  des  grosseren  Saumes 
lehnte  «ich  gegen  eine  Wolkenbank.  Nachdem  ich  die  Umwand- 
lungen der  Lichtbogen,  das  Aufsteigen  matter,  in  der  Mitte  weine, 
westlich  roth  gefärbter  Strahlen  noch  eine  Weile  beobachtet  hatte, 
ging  ich  hi  das  magnetische  Observatorium ;  es  war  ü«  40«.  Bei 
den  ersten  Blicke  durch  das  Fernrohr  des  Gaussischen  Appa* 
rates  sah  ich  den  Magneten  «ehr  grosse  (lOCentim.)  OsciUationea 
awcfcreiben,  und  gleich  darauf  verliess  er  in  heftiger  Bewegung 
des  Gesichtsfeld  gänzlich,  um  hernach  auf  der  andern  Seite  wieder 
an  verschwinden.  Mit  Mühe  konnte  die  Bewegung  beruhigt  wer- 
den; ich  vermutbete  sogleich,  dass  das  Nordlicht  angenommen 
haben  müsse.    Hinaustretend  ins  Freie,  sah  ich  den  ganzen  Nord- 
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himmel  im  glänzendsten Rotb  erglühen;  ganz  westlich,  im  Cygnusuud 
Aquila  standen  5f  20°  hohe  bluthrothe schräge  Säulen,  im  Nordosten 
5  andere,  senkrechte.  Der  ganze  Raum  zwischen  den  erwähnten 
westlichen  und  Ostlichen  Säulen  war  dampft hnlich,  gescheckt,  und 
stflckweis  wie  durch  glOhende  Nebel  schimmerten  die  weissen 
Fragmente  des  Lichtsaumes  hindurch,  dessen  Scheitel  die  Hohe 
von  t  Ursae  (aber  nicht  dessen  Azimuth)  erreichte.  Die  Ruthe 
selbst  reichte  bis  zum  Zenith.  Jetzt  kehrte  ich  zum  magnetischen 
Apparate  ziirfick;  der  Magnet  war  nicht  zu  beruhigen;  erst  um 
6*  47"»  konnte  die  erste  rohe  Beobachtung  versucht  werden.  Bis 
6*  59"  als  der  Magnet  wieder  das  Gesichtsfeld  veriiess  (er  be- 
schrieb JöCentihi.)  hatte  sich  das  Nordlicht  nicht  besonders  ver- 
ändert. *)  Um  7"  8*»,5  bilden  sich  zahlreiche  weisse  Strahlen ;  einer 
von  ihnen  war  krumm. 

7*  IS»  Nordlicht  plötzlich  sehr  schwach. 

Es  bildet  sich  ein  ganz  neuer  Liclitsaum. 

Eine  schwache  ROthe  tritt  wieder  hervor. 

Westlich  schwache  weisse  Streifen. 

Alles  verschwunden,  kleines  GewOlk  im  NW. 

42,5  Die  ROthe  zeigt  sich  wieder  im  Drachen. 

Viel  kleine    zerstreute    graue  Wolkchen    mit    seitlichem 
rothen  Schimmer. 

Wieder  eine  schwache  ROthe  sichtbar. 

Die  ROthe  verschwindet;  im  Norden  bleibt  nebst  den  kiel* 
nen  Wölkchen  eine  allgemeine  Helligkeit. 

Jetzt  war  das  eigentliche  Nordlicht  zu  Ende;  jedoch  in  der 
Erinnerung  an  frohere  Beobachtungen  in  Holstein,  bei  denen  ich 
mit  Verwunderung  das  Entstehen  buntgefärbter  Cirruswolken  aus 
dem  Nordlichte  beobachtet  hatte,  bescbloss  ich,  einen  Theil  der 
Nacht  den  weitem  Verlauf  der  Erscheinung  zu  verfolgen. 

Dm  10»  stand  von  N.  bis  NO.  eine  3°—  4°  hohe  graue,  oben 
scharf  begrenzte  Bank,  in  der  keine  Sterne  sichtbar  waren,  und 
deren  wolkenartige  Natur  ausser  Zweifel  stand.  Bald  darauf 
strahlte  unter  Ursa  streifenartig  wieder  ein  rothes  Licht  aus,  und 
nun  begannen  die  wunderbaren  Cirrusbildungen,  die  plötzlich  am 
sternenhellen  Himmel  entstanden,  ohne  dass  man  sagen  konnte, 
von  woher  sie  gezogen  kamen.  Ein  sturmähnlicber  Wind  ging  aas 
SO.    Die  <#irri  zogen  von  SW.— NO.  und  nahmen  mehr  and  mehr 
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tiberband.  Sie  schienen  sich  im  Zenith  zu  bilden.  Kurz  vor  11* 
entstand  im  NO.  ein  dampfförmiges  Gebilde,  welches  phosphorisch 
leuchtend  abwechselnd  verschwand  und  wieder  erschien,  und 
seinen  Ort  nicht  veränderte.  Bald  war  ein  grosser  Theil  des 
Himmels  mit  federartigem  Stratu*  überzogen,  der  im  Nordhorizonte 
radial  auslief,  ond  im  Zenith  mit  flammenartigen  Aesten  endete. 
Dieser  Stratus  verschwand  sehr  rasch,  und  unmittelbar  darauf 
nahm  zusehends  der  Cirrostratus  so  überhand,  dass  bald  der 
ganze  Himmel  bedeckt  wurde.  Um  11}"  hatte  sich  das  Gewölk 
zu  cumulusformigen  Massen  ausgebildet,  die  aus  SW.  zogen.  Um 
Mitternacht  gewahrte  ich  einen  nordostlich  aufsteigenden ,  30°  ge- 
neigten balkenförmigen  Streifen,  höchst  intensiv  durch  die  Wolken 
und  deren  Locken  durchscheinend,  phosphorisch  grüngelb,  der, 
Hube  und  Azimuth  merklich  findernd,  um  13"  wegen  zunehmender 
Trübung  des  Himmels  verschwand.  Er  bewegte  sich  mit  den 
Sternen  gegen  die  Richtung  der  Cumuli.  Jener  Streif  war  weder 
eine  Wolke,  noch  ein  gewöhnlicher  Nordlichtstrahl;  er  gebort  in 
die  Klasse  der  noch  unerklärten  sehr  seltenen  Erscheinungen, 
eben  so  wie  die  vom  3.  Dec.  1845.  Temp.  um  8*,5  Ab.=  +  0°,2  K. 
Der  folgende  Tag  (Dec.  Ib.)  sehr  heiter.  Temp.  um  9*  früh  —2° 
R.    Mittags  befand  sich  der  Magnet  noch  in  grosser  Unruhe. 

Zu  Entin  ward  das  Nordlicht  am  17.,  18.,  19.  und  20.  De- 
c einher  gesehen. 

Deeember  20.  Als  sich  zwischen  5»  und  r>  Abends  gegen 
Norden  die  Cirruswolken  zertheilten,  gewahrte  ich  alsbald  unge- 
achtet des  Vollmondscheines  verschiedene  bleiche  Strahlen,  welche 
sich  rasch  von  O.  —  W.  bewegten.  Um  r>  entstand  eine  recht 
intensive  Rüthe,  und  über  den  tiefstehenden,  vom  Monde  beleuch- 
teten Wolken  im  Norden  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes.  Nach 
seiner  Beobachtung  Mittags,  und  der  des  Herrn  Prof.  v.  Riese 
Abends,  machte  der  Magnet  ausserordentliche  Schwingungen. 
Selbst  an  diesem  Morgen  vor  Sonnenaufgang  sah  Herr  v.  Riese 
noch  die  Körbe  des  Nordlichts. 

1848. 

Januar  28.  (Bonn.)  Bei  sehr  heiteno  Himmel  sah  ich  nach 
Mitternacht,  als  der  abnehmende  Mond  bereits  aufgegangen  war, 
ein  ausgezeichnet  schönes  Nordlicht,  welches  indessen  dem  vom 
17.  Dec.  nicht  gleich  kam.  Schon  zwischen  r>  und  7*  Abends 
merkte  ich  die  Spuren  des  Polarlichts  zwischen  den  Dunstmassen 
hn  Norden;  eine  allgemeine,  mitunter  schwach  gestreifte  Helligkeit 
erhielt  sich  fast  unverändert  bis  13".    Um  13»  36*  entwickelte  sich 
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gleichzeitig  im  Taurus  und  in  der  Cassiopea  die  bekannte  Rfithe. 
Das  graue  Nebelsegment  im  Norden  umspannte  60°  im  Horizont, 
und  war  in  Scheitel  gegen  2J°  hoch,  sehr  dunkel,  und  verlor  sich 
nach  oben  mit  einem  grünlich  gelben,  sehr  verwaschenen  Lieht» 
säume  in  den  Himmelsgrund,  ähnlich  der  Morgendämmerung.  Jetzt 
begann  das  Strahlenwerfen.  Die  Lichtsäulen  entstanden  auf  den 
Rande  der  stark  gezackten  dunklen  Nebelbank;  aber  Dec.  17. 
setzten  sie  abwärts  durch  bis  auf  den  Horizont,  and 
erschienen  im  Bezirke  des  Segmentes  wie  durch  einen 
Schleier  gesehen.  (Diese  Anmerkung  findet  sich  nicht  in  meinem 
Mannscripte  ober  das  Nordlicht  des  17.  Dec. ;  wohl  aber  in  den 
Aber  die  Erscheinung  des  28.  Januar  1848,  bei  welcher  ich  mich 
dieser  seltenen  Beobachtung  vom  17.  Dec.  erinnert  haben  muss.) 
Unten  waren  die  Lichtsäulen  grünlich  weiss,  sie  wurden  aber 
schön  roth,  wie  sie  bis  zur  Hohe  der  Sterne  im  Perseus  und  In 
der  Cassiopea  emporstiegen.  Die  weitverbreitete  Gluthfarbe  lag 
im  Maxime  25°  hoch,  im  Westen  und  NNW.  senkte  sie  sieh  bis 
zum  Horizonte  herab.  Die  sehr  häufigen  Strahlen  erreichten  kann 
25°  Höhe,  nur  ein  östlicher  Strahl  stieg  bis  40°.  In  der  gesamm- 
ten  Lichtmasse  war  nur  die  eine  Tendenz  der  Bewegung  von 
Westen  nach  Osten,  nicht  wie  ich  wenigstens  es  immer  ge* 
sehen  habe,  von  Osten  nach  Westen ;  selbst  der  Lichtsaum  hatte 
diese  Bewegung  mit  den  Strahlen  und  mit  dem  rothen  Gewölke. 
Um  14°  überschritt  das  Ostende  des  Nordlichts  den  astronomischen 
Nerdpunkt  des  Horizontes  mit  einem  buchst  prachtvollen  roth  und 
weissen  Lichtstreifen.  Um  14"  15"  sah  ich  die  letzte  Rötbe  ver- 
i.    Der  Wind  stand  heftig  aus  Osten;  Tenp.  —  5°,3R. 


Februar  21.  Schon  am  Tage  verrieth  sich  das  Nordlicht 
durch  starke  Schwingungen  des  Magneten.  Der  Himmel  war  sehr 
bedeckt,  und  wo  auch  die  dichten  Wolken  fehlten,  zeigte  sieh  ein 
trüber  grauer  Dunst.  Um  7*  sah  man  nur  einzelne  der  hellen 
Sterne,  zugleich  aber  den  ausserordentlichen  Gluthschein  des  Po- 
larlichtes. Im  Norden  waren  die  Wolken  cinnulssartig,  ganz 
dunkel,  und  auf  dem  feuerfarbigen  Hintergrunde  scharf  hervorge- 
hoben. Das  rothe  Licht  schien  zuweilen  das  Gewölk  nicht  bloss 
seitlich  zu  erleuchten  oder  durch  die  Dünste  in  den  Zwischen- 
räumen durchzuschimmern,  sondern  das  Innere  aller  Gewftlkmassen 
vollständig  zu  durchdringen,  als  seien  diese  selbstleuchtend.  Als 
tiefer  gegen  den  Horizont  ein  Riss  in  den  Wolken  entstand»  ge- 
wahrte ich  das  höchst  intensive  Grüngelb  des  Lichtsanroea»  Das 
7*  20"  war  die  azimnthale  Dimension  des  Nordlichts  gegen  100° 
(a  Andromedae  -  r\  Ursae);  15"»  früher  stieg  die  Rötbe  bis  10° 
Abstand  vom  Zenith  gegen  Norden.    Erst  um  7"  27"  durchbrach 
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ein  herrlicher,  rotb  and  weisser  Strahl  das  dichte  Dunstgewftlk; 
er  blieb  lange  sichtbar,  erhob  sich  bis  50°  and  bewegte  sich  be- 
stimmt von  O.— - \V.  Kurz  vor  8*  lag  das  Centrum  des  Polarlich- 
tes 10°  Nord  zu  Ost.  Temperatur  =  +  2°, 4  R.  Die  Intensität 
dieses  Nordlichtes  war  so  gross,  dass  ungeachtet  des  fast  völlig 
bedeckten  Himmels  die  benachbarten  Gebäude  wie  von  der  Mor- 
gendämmerung beleuchtet  erschienen  und  dass  ich  grossen  Titel- 
druck lesen  konnte.  Am  Mittage  des  22.  Februar  hatte  sich  der 
Magnet  bereits  beruhigt.  Auch  zu  Genf  hat  man  das  Nordlicht 
beobachtet. 

März  ?.  Die  ungewöhnliche  Helligkeit  in  einer  Wolkeuspalte 
Hess  mich  ein  Nordlicht  vermuthen. 

März  19.  Ein  sehr  ausgebreiteten  Nordlicht  gewahrte  ich» 
während  ich  in  dieser  iNacht  mit  der  Beobachtung  einer  .totalen 
Mondfinsternis  beschäftigt  war.  Im  Norden  lag  (bei  sonst  nebli- 
gem, zum  Theil  halb  heiterem  Himmel)  eine  5°  hohe  schwarze  Wol- 
kenbank. Um  81  Uhr  entwickelte  sich  gelbrothes Licht  and  schwaches 
Strahlen  werfen.  Ein  Strahl  wenigstens  hatte  eine  Bewegung  von 
W.  —  O.    Ich  habe  die  Erscheinung  nur  wenig  beobachtet. 

October  10.  Ein  grosser  Nordlichtstrahl  war  ungeachtet  der 
dicken  Nebel  sichtbar.  Er  war  35°  hoch  und  leuchtete  einige 
Minuten.    Bewegung  ().  — \V. 

October  22.  Ein  zwar  kleines,  aber  sehr  schönes  Nordlicht, 
auf  welches  ich  erst  durch  Argelan  der  aufmerksam  gemacht  wurde. 
Um  11"  sammelten  sich  im  NW.  lange  graue  Nebelstreifen,  die 
eine  sehr  dunkle  Wolkenbank  von  5°  Höhe  bildeten.  Um  111" 
leuchtete  plötzlich  das  Roth  auf.  Dann  stiegen  aus  carminrothen 
Lkhtmasseo  sechs  weisse  Säulen  empor,  die,  sehr  schnell  er- 
löschend, sich  von  O.  —  W.  bewegten.  Ihre  Höhe  ging  nicht  über 
15°.  Das  Strahlenwerfen  war  bald  vorüber.  Ende  der  Erschei- 
nung gegen  13". 

October  23.  Abermals  bei  zum  grössten  Theilesehr  heiterem 
Himmel  erschien  zu  Bonn  (und  zu  Aachen)  ein  schönes  Nord- 
licht, welches  in  seiner  langen  Dauer  4  bis  5  Mal  seine  Intensität 
sehr  veränderte.  Gleich  am  Ende  der  Dämmerung  ward  es  sicht- 
bar. Zwischen  Nebelstreifen  (ganz  wie  Od  22.)  im  Norden,  die 
sich  mehr  und  mehr  zu  einer  schwarzen  Wolkenbank  zusammen- 
sogen,  erschien  die  gelbliche  Helligkeit,  allmälig  sich  verstärkend, 
bis  um  8"  32*"  die  ersten  weissen  Strahlen  mit  rothen  Spitzen 
aufstiegen.  Die  Bewegnng  dieser  war  langsam  von  O.  —  W.f  wenn- 
gleich es  schien,  dass  ein  oder  zwei  Mal  das  Gegentheil  vorkam. 
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Um  9*  verwandelte  sich  die  gelbliche  Helle  in  Carmtnroth,  (rat 
aber  bald  in  das  frflhere  Stadium  zurück.  Um  11»*  strahlte  das 
Nordlicht  in  bedeutenden  Dimensionen  wieder  auf,  anfangs  mit 
vielem  Roth,  dann  grünlichweiss  und  gelb.  Um  15*  (3  Uhr  früh) 
war  Alles  erloschen.  Der  Himmel  bedeckte  sich  mit  Nebeldün- 
»ren.  Am  andern  Morgen  zeigte  der  zum  Theil  klare  Himmel  viele 
Cirri.    Mittags  ganz  tnibe. 

October  24.  Um  11«  deutete  die  Helligkeit  zwischen^ Wol- 
ken im  Norden  wieder  auf  das  Polarlicht. 

October  25.  Fast  die  ganze  Nacht  hindurch  war  der  Nord- 
himmel merklich  erleuchtet. 

October  26.  Von  Abends  6*  bis  Nachts  14*  sah  ich  die 
Spuren  des  Nordlichts ;  um  10*  5m  schwaches  Strahlenwerfen  im 
Hercules. 

October  28.  An  diesem  Tage  Mittags  zeigten  sich  ganz 
ausserordentliche  Erscheinungen  an  den  Wolken  in  der  Nfibe  der 
Sonne,  die  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  umständlich  zu  be- 
schreiben für  nützlich  halte.  Abends  zwischen  8*  und  13"  lag 
wieder  eine  bedeutende  Helligkeit  im  Norden,  welche  sehr  oft 
ihr  Azimuth  veränderte.  Es  kam  nicht  zum  Strahlen  werfen,  wohl 
aber  ein  paar  Male  zum  schwachen  Erglühen,  zur  Entwickeluog 
der  Rothe.  Nach  Mitternacht  lag  das  Centrum  des  Lichtes  Nord 
zu  Ost  um  v  und  §  Ursae. 

October  30.  Sehr  brillante  Fragmente  des  Nordlichtes  glänz- 
ten in  Zwischenräumen  von  Wolken,  die  vor  13*  geregnet  hatten; 
das  orangefarbige  Licht  war  so  hell,  dass  ich  grosse  Schrift  da- 
rin lesen  konnte  -und  dass  ich  im  Zimmer  die  Schatten  der  Fen- 
stersprossen sah.  Die  Erscheinung  musste  sehr  ausgedehnt  sein. 
Dem  Anblicke  nach  lag  der  Sitz  des  Lichtes  bestimmt  über  den 
Wolken.  Um  13*  war  das  Centrum  des  Lichtes  etwa  7°  Nord  zu 
Ost.    Temp.  +  9°,6  K. 

November  19.  Der  bewölkte  Himmel  verhinderte  es,  die 
Einzelheiten  des  rothen,  gewiss  ansehnlichen  Nordlichtes  zn  beob- 
achten.   Auch  in  Genf  war  es  sichtbar. 

November  21.  Zwischen  7*  und  11*  war  die  Helligkeit  des 
Nordlichts  ungeachtet  des  sehr  bedeckten  Himmels  deutlich  be- 
merkbar. Gegen  11*  klärte  sieb  die  Luft  von  Süden  her,  und  alles 
Gewölk  lagerte  sich  nördlich  in  Gestalt  einer  langen  dunkeln  Bank, 
die  zu  dem  gelbrothen.  nicht  strahlenwerfenden  Scheine  des  Nord- 
lichts einen  sehr  auffallenden  Contrast  bildete.     Gegen  14*  nahm 
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i   Intensität    so   zu,     d.'iBB    ich    in    meinem    Zimmer    deutlich    die 
Schiften  der  Fern* (er sprossen  erkennen  konnte. 

Hovcraber  22.  Abermals  unverkennbare  Spuren  des  Nordlichts. 
B 
■ 


1849. 


Februar  22.  (Bonn.)  Während  eines  grossen  Unwetters  und 
StarOMH  s*h  mau  an  vielen  Urten  der  Rheinpruvinz  ein  helles  rothes 
Nordlicht,  auch  hei  ('»In  das  St.  Elmsfeuer.  Erst  um  11"  Abends 
bemerkte  ich  die  Giuthruthe  im  Norden.  Februar  23.  und  24. 
waren  Nachts  die  Zwischenräume  der  Wolken  im  Norden  sehr  erbellt. 

Februar  25.  Nach  12"  war  der  Himmel  bei  grosser  Klar- 
heit so  hell  wie  eine  Juninacht  unter  dem  54sten  Grade  der  Breite. 

Februar  27.  Ein  schönes  Nordlicht,  dessen  Anfang  ich  nicht 
bemerkte,  sah  ich  erst  gegen  Ti".  als  bereits  rothe  Strahlen  sich 
durch  das  Sternbild  des  Drachen  ausgehreitet  hatten.  Eine  ge- 
w  ähnliche,  7°— S°  hohe,  mehrfach  unterbrochene  Wolkenbank  lag 
im  Norden;  sie  verdeckte  das  Nebelsegmeut,  und  nur  in  einzelnen 
Sieden  blickte  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes  hindurch.  Jen» 
Wo/teobank  bildete  also  einen  zerrissenen  Vorhang,  hinter  wel- 
chem das  Licht  emporstieg.  Die  Strahlen  waren  unten  weis«, 
oben  rotb;  oft  erschienen  acht  zugleich,  oben  sich  in  die  allge- 
meine Roth«  verlierend,  liegen  8"  verschwand  Alles.  Die  Ge- 
•uamtheivcgutig ,  namentlich  die  der  Strahlen,  ging  von  <►.  -\V. 
hie  gffi«ct*  Höhe  erreichte  um  7«  40"  ein  rother  Strahl,  der  bis 
£  t',i»*iopeac   aufschoss. 

September  27.  Es  zeigen  sich  mitunter  Lufterscheinnn^en, 
<he  den  Beobachter  in  Zweifel  darüber  lassen,  zu  welcher  Klasse 
et  dieselben  zu  rechnen  hahe.  Diese  Nacht  gab  dafür  folgende* 
Msplrl.  Zwischen  8«  und  II"  la-  von  SO.  bis  NW.  ein  matter 
ringen  am  Himmel,  der  in  seinem  Scheitel  kaum  die  Elevation 
«i»  t  PerseV  erreichte  (84u).  Anfangs  hatte  er  zwischen  %  und  o 
(Jraae  die  grösste  Intensität,  war  weisagelb  und  glich  ganz  einem 
*on  den*  Monde  beleuchteten  Nehelstreifen.  In  seineu  höchsten 
Theifen  war  er  sehr  matt,  nahm  aber  gegen  SO.  im  Cetus  wieder 
u  Helligkeit  zu.  Nebelslreifen  pflegen  nicht  3  Stunden  lang  nahe 
tm  seihen  Orte  zu  verharren,  wenn  sie  (für  den  Standort  des 
Beobachters)  eine  hohe  Lage  am  Himmel  hahen.  Aas  folgenden 
Zahlen  »ird  man  immer  noch  die  Neigung  jenes  Streifens  gegen 
iten  magnetischen  Meridian  berechnen  können,  indem  ich  liii 
tiebige  Punkte  die  geraden  Aufsteigungen  =  AR.  und  die  Decli 
Üonea   =  D.    bestimmte. 
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Um  8"  50"  m.  Z. 

AR        D.  AR.       D. 

174°  +  49«  90°  +  58» 

160+55  80+54 

150+59  70+50 

140+60  60+43 

190+61  50+36 

120   +  61,5  40+25 

110+61  30-1 
100+60 

Der  Bogen  senkte  sich  später  gegen  den  Nordhorizont  und  I5ste 
sich  in  Nebelstreifen  auf. 

October  22.  Schon  uro  6,*  sah  man  bei  Mondschein  den 
Anfang  des  Polarlichtes  gerade  im  Norden ;  eine  allgemeine  gelbe 
Helligkeit  wechselte  mitunter  die  Intensität,  bis  sich  um  7\u  deut* 
lieh  die  mit  dem  Lichtsaume  versehene  Nebelbank  ausbildete; 
einzelne  streifenförmige  Wolken  zogen  sich  von  Westen  her  gegen 
diesen  Punkt  zusammen.  Alles  Licht  bewegte  sich  von  O.— W. 
Nachdem  die  Luft  sich  einige  Male  getrübt  hatte,  kam  das  Nord- 
licht um  9*  plötzlich  zu  voller  Entwickelung.  Sehr  schnell  schös- 
sen acht  bis  zehn  hohe  und  breite  Strahlen  aus  dem  stark  vom 
grünen  Lichte  erhellten  Theile  des  Horizonts  auf,  dessen  Region 
jetzt,  an  der  Stelle  des  Segmentes,  mit  einer  Menge  fasriger 
Nebelwolken  fiberzogen  war.  Die  Bewegung  der  Strahlen  war 
rasch  von  O. — W. ;  auch  erloschen  sie  sehr  schnell;  im  Drachen 
sogen  sie  durch  carminroth  gefärbten  Dunst.  Auch  das  gewtihn* 
liehe  Gewulk  ward  (Ostlich)  einige  Minuten  lang  roth,  als  wenn 
das  hinter  und  hoher  stehende  Nordlicht  die  ganze  Masse  der 
Wolken  durchdrungen  und  durchscheinend  gemacht  hätte.  Dm 
9"  20m  nahm  die  Erscheinung  ab,  doch  bemerkte  ich  schwache 
Spuren  noch  nach  Mitternacht.  Am  23.  Vormittags  war  der  Him- 
mel bedeckt. 

October  23.  Um  10"  verkündete  der  gelbrothe  Schein  m 
einer  Wolkenspalte  wieder  ein  Nordlicht. 

October  24.  Sehr  heiterer  Himmel,  nur  schwache  Sporen 
des  Nordlichts. 

November  5.    Sehr  schwache  Anzeicheu  des  Nordlichts. 

November  19.  Allgemeine  Helligkeit  am  nordlichen  Him- 
mel zwischen  7«  und  13u ;  einmal  schwache  Streifen.  Bewegung 
der  einzelnen  Theile  des  Nordlichtes  stets  von  O.— -W. 
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1860. 

Juni  13.  (Bodo.)  In  dieser  Nacht  sah  ich  zum  ersten  Male 
eis  Nordlicht  im  Sommer.  Schon  vor  Mitternacht  fiel  es  mir 
auf,  dass  der  nächtliche  Dämmerungsbogen  so  weit  gegen  Westen 
sich  aasdehnte.  Um  12u  15m,  als  das  Centram  des  Dämmerungs- 
begens  schon  etwas  Nord  zu  0*t  liegen  musste,  stand  die  grosste 
Helligkeit  nicht  nur  im  NW.  (unter  Ursa  major),  sondern  es  stie- 
gen ganz  deutliche  weissschimniernde  Strahlen  40°  hoch ,  bis  zur 
Hohe  von  ß  Ursae  major  empor;  andere  erschienen  mehr  nord- 
lich von  der  Gegend  des  Auriga  her.  Unten  verloren  sich  die 
Streifen  in  der  Dämmerung,  aber  nach  oben  waren  sie  so  deut- 
lich, daas  ich  leicht  ihre  von  O.  —  W.  gerichtete  Bewegung  erkannte. 

September  13.  (Hamburg.)  Um  8,tt  bemerkte  ich  über 
einer  gewöhnlichen  Wolkenbank  im  Norden  ein  schwaches  rothes 
Polarlicht;   Strahlen  erschienen  nicht. 

Oetober  1.  (Hamburg.)  Grosses  Nordlicht,  von  mir  nicht 
beobachtet 

Oetober  2.  (Hamburg.)  Gegen  7\tt  sah  ich  im  NW.  ein 
sehr  schönes   und   bedeutendes  Nordlicht.     Ueber  dem  grossen, 

aasgedehnten  Lichtsaume  standen  gelbe  und  grünliche  Licht- 
,  die  sich  bis  zur  scheinbaren  Hohe  von  %  und  X  Draconia 
erhoben.  Wrestlich  hatte  sich  carminrothes  Licht  gewissermassen 
sehiehftenweise  abgelagert.  Die  Bewegung  der  Nordlichtmaterie 
war  voa  0.~  W.  gerichtet.  leb  war  verhindert,  eine  genaue  and 
anhaltende  Beobachtung  anzustellen.  Zwischen  11  und  12"  ent- 
wickelte sich  das  Phänomen  zum  zweiten  Male  sehr  prachtvoll. 
Der  Morgen  darauf  war  trübe  und  neblicht. 

Oetober  3.  (Hamburg.)  Durch  Wolkenspalten  schien  wie- 
der die  Helligkeit  des  Nordlichtes. 

1851. 

Vebruar  2.  (Bonn.)  Abends  sind  stundenlang  die  Spuren 
dea  Nordlichts  erkennbar  in  weissgel blichen  schlecbtbegrinzten 
Nebefmassen,  die  zuweilen  bogenförmige  Gestalten  annahmen. 
Oeberhanpt  war  der  Himmel  bei  aller  Klarheit  merkwürdig  erhellt. 

Oetober  2.  (Bonn.)  Nach  10»  beobachtete  ich  ein  rothes 
Nordlicht  mit  schonen  rothen  Strahlen,  bei  dem  das  Nebelseg- 
aeat  und  der  Saum  fehlte. 

Oetober  18.  (Bonn.)  Zwischen  8°  and  9»  ein  strahlenwer- 
feadea  Nordlicht. 

7* 
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1862. 

Januar  19.  (Bonn.)  Vor  Mitternacht  ein  schwache*  strah- 
Jealoses  Mordlicht. 

Februar  19.  (Bonn.)  Von  6»  bis  15«  leuchtete  ein  ausser- 
ordentliche* Nordlicht,  welches  in  Hinsicht  seiner  Pracht  und  des 
Reichthuras  seiner  beweglichen  Gestalten  von  keinem  der  früher 
beobachteten  übertroffen  wurde.  Leider  war  ich  verhindert»  der 
grossen  Erscheinung  meine  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Auch 
zu  Eutin  in  Holstein  hat  man  das  Nordlicht  gesehen. 

März  26*  (Bonn.)  Zwischen  7»  und  8*  ein  rothea  Nordlicht 
ohne  Strahlen. 


Z    a    s    a    t    m. 
Magnetische  Beobachtungen  während  des  Nordlichtes. 

Durch  die  Gefälligkeit  des  Herrn  Professor  von  Riese,  der 
mit  unermüdlicher  Ausdauer  viele  Jahre  lang  die  magnetfacheo 
Beobachtungen  zu  Bonn  geleitet  hat,  bin  ich  in  den  Stand  gesetzt 
worden,  jetzt  noch  nachträglich  die  während  des  grossen  Nord- 
lichtes am  17.  Decerober  1847  gemachten  Beobachtungen  berech- 
nen zu  können.  Cm  die  Bewegungen  des  Magneten,  also  die 
Grösse  seiner  Schwingungen  deutlich  zu  machen,  theile  Ich  hier 
6  Sätze  mit,  welche  jedesmal  von  12  zu  12  Zeitsecundeo,  die 
westliche  magnetische  Declination  zu  Bonn  angehen.  Die  beige* 
setzten  Zeiten  sind  noch  um  55-  zu  verkleinern,  um  mittlere  Zeit 
zu  haben.  Wegen  der  grossen  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
konnte  von  einer  scharfen  Ablesung  nicht  die  Rede  sein.  Ich  be- 
ruhigte den  Magneten  nur  dann,  wenn  er  das  Gesichtsfeld  ver- 
lassen wollte. 

Um  6»  47"  0«  Decl.  =  I8<>  49'   26"    Um  >  9«  0-  Decl.  =  I8°41' 40* 


47  12 

=  18 

64 

44 

9  12 

=18  64  33 

47  24 

=  19 

3 

32 

924 

=  18  52  39 

47  36 

=  19 

1 

45 

9  36 

=18  42  3 

47  48 

=  18 

47 

55 

9  48 

=18  45  4 

48  0 

=  18 

51 

42 

10  0 

=18  56  38 

48  12 

=  19 

5 

20 

10  12 

=18  54  34 

4   9+  »  •  «•* 

%  •  •  •"     »      « 
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Ob  6*56»  O«  llecl.  =18°  42'     2"   Um 7«  16*0*  Decl.  =  19»  V  56* 


55  12 

=  18 

36 

51 

16  12 

= 18  51  31 

66  21 

=  18 

36 

10 

16  24 

=18  48  29 

56  36 

=18 

41 

17 

16  36 

=18  57  46 

66  48 

=18 

41 

17 

16  48 

=  19  0  18 

56  0 

=  18 

34 

28 

17  0 

=  18  60  67 

56  12 

=18 

33 

43 

17  12 

=  18  48  29 

4  0 

=  19 

7 

48 

721  0 

=  18  50  11 

4  12 

=♦18 

59 

51 

21  12 

=18  47  9 

4  24 

=19 

5 

32 

21  24 

=18  54  44 

436 

=  19 

12 

44 

21  36 

=  18  56  57 

448 

=19 

5 

9 

21  48 

=  18  50  35 

5  0 

=18 

55 

29 

22  0 

=18  47  43 

5  12 

=19 

7 

22 

22  12 

=  18  55  37 

Die  15  Beobacbtangssütze ,  in  denen  ich  nach  der  gewöbn- 
Mhem  Methode  von  12  zu  12  Secunden  den  Stand  des  Magneten 
notirte,  hat  Herr  Professor  von  Riese  berechnet  und  daraus 
folgende  mittlere  Declinatponen  während  des  Nordlichtes 
geumden.    Sie  gelten  für  die  schon  corrigirte  mittlere  Zeit  zu  Bonn. 

Da  6-4»-  41«    Decl.  =  18°57'  10" 

6  54    41  „        18  38  27  Der  Magnet  geht  unter  18°28';  um 

diese  Zeit  verrauthlich  eine  Cor- 
ruscation. 

19    5    6 

18  41  57  Es  bilden  sich  an  vielen  Stellen 
neue  weisse  Strahlen. 

18  53  48  Nordlicht  plötzlich  sehr  schwach. 

18  52  42 

18  51  48  Es  bildet  sich  ein  neuer  Lichtsaum. 

18  47  10  Eine  neue  schwache  Röthe. 

18  49  45  Westl.  schwache  weisse  Streifen. 

18  49  20  Alles  verschwunden,  schwaches 
Gewölk  im  NW. 

18  39  56  )   M        D    .     .      n     _ 
10  ._  00  {   Neue  Käthe  im  Drachen, 
lo  40  oo  J 

18  56  32  Viel  serstreutes  Gewölk  im  rJWh- 
liehen  Lichte. 


7  3 

41 

7  8 

41 

7  15 

41 

7  » 

41 

7  S 

41 

7  » 

41 

7  33 

41 

7  35 

41 

7  40 

41 

7  44 

41 

7  63 

41 

»* 


ty 


»i 


»» 


»• 


99 


99 


99 


9» 


9» 


99 


•       »  •  •     • 
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Um  >  58»  41»    Decl.  =]8°50'26"  Noch  eine  «cht»  »che  Röthe  *wt 

flbrig. 

8     1    41  „        18  51  59    Man  bemerkt  nur  noch  eine  all- 

gemeine Helligkeit  im  N. 

Während  dieser  Zeit   (sofern  der  Magnet  das  Gesichtsfeld  nicht 
verlies»)  waren  die  griissten  Elongationen :    um  6"  58"»  =  19°  37', 

„7  7  =18  28. 
Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  stärksten  Schwingungen 
nahe  2°  erreicht  haben. 

Auch  in  den  folgenden  Tagen  zeigen  die  Beobachtungen  des 
Herrn  Professor  von  Riese  noch  bedeutende  Bewegungen  des 
Magneten,  z.  B. : 

December  17.    19"  48»»,5     Decl.  =  18°  53',4 


19 

59,9 

18 

54,8 

20 

9,9 

18 

55,2 

December  18. 

0 

48,0 

von!  9°  22'  bis  18°  48' 

0 

54,5 

19 

2,6 

0 

59,9 

19 

1,5 

1 

17,5 

19 

4,6 

2 

35,1 

18 

52,2 

2 

39,1 

18 

48,6 

December  19. 

19 

59,5 

18 

53,2 

0 

51,3 

19 

12,3 

1 

10.5 

19 

12,3 

2 

41.0 

19 

15,2 

19 

59,7 

19 

13,0 

20 

9,7 

19 

15,2 

Am  Morgen  des  20.  December,  als  sich  zur  Zeit  der  Dämme- 
rung noch  der  rotbe  Schein  des  Nordlichts  gezeigt  hatte,  schwankte 
der  Magnet  zwischen  19°  18'  und  18°  21'.  Gegen  3  Uhr  Nach- 
mittags (2*  52»,8)  wuchs  die  Declination  bis  19°  37',7.  Nach  der 
Bemerkung  des  Herrn  von  Riese  fallt  das  Maximum  an  diesem 
Nachmittage  sehr  nahe  mit  dem  von  Co  IIa  in  Parma  beobach- 
teten zusammen.    (I'lnstitut,  1848.  Nr.  733.  p.  28.) 
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1846.    November. 

Die  magnetischen  Beobachtungen  des   Herrn  Professor  von 
Riese  ergeben  folgende  Zahlen  für  mittlere  Bonner  Zeit: 

Not.  13,  8»  Morg.  =19*13'  24"  1« Nachm.  19*20'   3" 
„    17.         „  19  13  34  „        19  21    2    Ab.6-9»Nordl. 

„    21.         „         19  19    0  „        19  17  28 

„    22.  „         19  11  39  „        19  18  58    Morg.  3»  Nordl. 

Dec.  11.  „         19  13  27  „        19  16  10 

Die  mittleren  täglichen  Variationen  der  Declination  in  den  ein- 
sehen Dekaden  zwischen  Nov.  2.  und  Dec.  11.  sind  nach  einer 
handschriftlichen  Mittheilung  des  Herrn  von  Riese  folgende: 

Nov.  2.— Nov.  11.  =6v44'r,6. 

„    12.-    „    21.  =4    3,5. 

„    21.—  Dec.  1.  =6    0,0.    • 
Dec.  2.—    „    11.  =2  20,2. 


1850.    Jnn't  13. 

Herr  Professor  von  Riese  findet  nach  einer  beiläufigen  Be- 
rechnung seiner  Beobachtungen  folgende  tägliche  Variation  zwischen 
•er  Dedination  Morgens  8  Uhr  und  Mittags  1  Uhr: 

Juni  13.  =lry  19", 
„     14.  =14   47  . 


104  lebnngtaufgaben  für  Schiller. 


Tl. 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von   dem    Heran  ige  her. 

Wenn  OA,  OB,  OC  (Taf.  I.  Fig.  8.)  die  geometrischen  Dar- 
stellungen dreier  sich  im  Gleichgewichte  befindender  Kräfte  sind,, 
and  man  sieht  die  Linien   AB,  BC,  CA,   so  ist   der  Punkt  O, 
an    welchem    die    drei    in    Rede    stehenden   Kräfte   wirken,    der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC. 


Wenn  OA,  OB,  OC,  OD  (Taf.  I.  Fig.  9.)  die  geometriechen 
Darstellungen  von  vier  an  dem  Punkte  O  wirkenden,  sich  im 
Gleichgewichte  befindenden  Kräften  sind ,  und  man  zieht  die  Linieu 
AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD,  so  ist  O  der  Schwerpunkt  der 
Pyramide  ABCD. 


Wenn  D  (Taf.  1.  Fig.  10.)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Seite 
BC  des  Dreiecks  ABC  ist  und  von  demselben  nach  der,  der 
Seite  BC  gegenüberstehenden  Spitze  A  des  Dreiecks  die  Linie 
AD  gezogen  wird,   so  ist  immer: 

AB*.CD+AC*.BD  =  AD*.BC  +  BD.  CD.BC. 


WsceUen. 
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VII. 

M  i  8  c  e  1  I  e  n 


Von    dein    Herausgeber. 

Wenn  n  die  Anzahl  der  Grössen   a,  6,  c,  d,  ep. 
ist  offenbar: 

(a— o)*  +  (a-c)*  K«i— «*)*  +  («-«)*+.... 

+  (6-c)*  +  (6-cO»  +  (A-e)*  +  .... 

+  (c-«*)*  +  (c-^e)»  +  .... 

+  (<*-*)*  +  .... 

u.  s.  w. 
=  (n  - 1)  (a»+6»+c*  +<**+  «»+  . . . .) 

—  2  { ab  +  ac  +  ad  +  a«  -f  . . . 

+  6c+'£d  +  6«  +  .. . 

+  cd  •+  ce  +  . . . 

*+«fe  + ... 


.  ist,    so 


also  immer 


u.  s.  w 


+cd-f  ce+... 
-ftfe-f ... 

a.  s.  w 

wo  man  das  ober«  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dora    die    Grössen  a,  6,  c,  d,  s, —    sammtlieh    unter   einander 
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gleich  oder  nicht  sanuntlich  unter  einander  gleich  sind.  Es  ist 
also  z.  B.  immer 

2(a»  +  6»+c*)^2(ö6+cic  +  6c), 
also  immer 

aaf6*  +  c,^'ao  +  ac  +  bc, 

0 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  drei 
Grössen  a,  b,  c  einander  gleich  oder  nicht  sSmmtlicb  einander 
gleich  sind. 


Der  von  Euclides  für  den  Hauptsatz  der  Stereometrie: 
„dass  eine  gerade  Linie,  welche  auf  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  in  einer  Ebene  in  dem  Durcb- 
schnittspunkte  dieser  Linien  senkrecht  steht,  auf 
der  ganzen  Ebene  senkrecht  steht"  gegebene  und  in  die 
meisten  Lehrbücher  der  Stereometrie  fibergegangene  Beweis,  hat» 
obgleich  er  auf  ganz  einfachen  Gründen  beruhet,  für  Anfänger 
doch  immer  einige  Schwierigkeit,  und  auch  ein  anderer»  auf  den 
pythagoreischen  Lehrsatz  gegründeter  Beweis  ist  von  diesem  Vor- 
wurfe nicht  frei.  Am  Besten  scheint  es  daher,  bei  dem  Stereo* 
metrischen  Elementarunterrichte  den  Beweis  auf  folgende  Art 
darzustellen,  wodurch  die  Sache  sehr  einfach  erledigt  wird. 

Zuerst  schicke  man  den  folgenden,  sich  eigentlich  ganz  von 
selbst  verstehenden  und  aus  einer  blossen  Anschauung  sich  un- 
mittelbar ergehenden  Satz  voraus: 

Wenn  ABC  und  ABC  in  Taf.  I.Fig.  11.  zwei  con- 
gruente  Dreiecke  und  in  denselben  die  durch  gleiche 
Buchstaben  bezeichneten  Winkel  einander  gleich  sind, 
so  sind,  wenn  man  von  den  Spitzen  zweier  gleichen 
Winkel  aus,  etwa  von  A  und  A'  aus,  auf  zwei  gleichen 
Seiten,  etwa  auf  AB  und  A'B' ,  zwei  gleiche  Stücke  AD 
und  AD'  abschneidet,  und  die  Linien  CD  und  CD 
zieht,  jederzeit  auch  die  beiden  Dreiecke  ACD  und 
A'C'D    einander   congruent,    also    CD— CD. 

Es  fällt  nämlich  auf  der  Stelle  in  die  Augen ,  dass  in  den  Dreiecken 
ACD  und  A'CD  zwei  Seiten  und  die  eingeschlossenen  Winkel 
gleich»  diese  Dreiecke  folglich  congruent  sind ,  also  CD^=CD  ist. 

Wenn  nun  in  Taf.  I.  Fig.  12.  die  Linie  AB  auf  den  beiden  in 
A  sieb  schneidenden  Linien  CC  und  DD  in  der  Ebene  MN 
senkrecht  steht,  so  lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen,  dass 


MUctUeu.  Uff 

AB  mach  auf  jeder  anderen,  durch  A  in  der  Ebene  MN  gelege- 
nen Linie  EE',  also  anf  der  Ebene  MN  senkrecht  steht 

Man  nehme  in  den  Linien  CC  und  DD*  zwei  Punkte  C  uud 
D  beliebig,  aber  so  an,  dass  die  dieselben  verbindende  Linie 
CD  die  Linie  EE'  in  einem  gewissen  Punkte  E  schneidet,  ver- 
längere AB  über  A  hinaus,  mache  AB'  =  AB,  und  verbinde  B 
mit  den  Punkten  C,  D,  E,  so  wie  B  mit  denselben  Punkten 
durch  gerade  Linien.  Nach  der  Voraussetzung  und  Constructio« 
«iod  in  den  Dreiecken  ABC  und  AB'C  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  gleich,  also  diese  Dreiecke  congruent;  ganz 
eben  so  sind  die  Dreiecke  ABD  und  AB D  congruent;  also  ist 
BC=B'C  und  BD=B'Dt  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  den  zwei 
Dreiecken  BCD  und  B'CD  alle  drei  Seiten  gleich,  diese  Drei- 
ecke also  congruent  sind;  daher  ist  nach  dem  obigen  Lehrsatze 
BE=BE,  und  in  den  Dreiecken  ABE  und  AB E  sind  folglich 
auch  alle  drei  Seiten  gleich,  diese  Dreiecke  also  congruent,  folg- 
lich die  Winkel  BAE  und  VAE  einander  gleich,  woraus  sich 
ergiebt,  dass  AB  auf  EE' ,  und  eben  so  auf  jeder  anderen  durch 

A  ia  der  Ebene  MN  gezogenen  geraden  Linie,  folglich  auf  der 

Ebene  MN  senkrecht  steht,  w.  z.  b.  w. 


Wenn  man  die  Reihe 

1  x      1  x(x—  1)      1  x(x-l)(x— 2) 
J~21  +3#      1.2     ~4'         1.2.3         +  "" 

wo  x  eine  positive  ganze  Zahl,  die  Reihe  also  eine  endliche, 
jederzeit  irgend  einmal  abbrechende  Reihe  ist,  mit  jt  +  1  muKi- 
plicirt,  so 'ist  das  Product: 

x\\       (*  +  !)*   .   (x  +  i)x(x-l)      (x  +  \)x(x— !)(*— 2)  , 
~T  O"  +  1.2.3  1.2.3.4  + 

Nun  ist  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  für  positive  ganze 
Exponenten 

^     ,      x  1-1      (x  +  l)x      (x  +  l)x(x  —  1) 
(1  - D*+*=0=1  -  -f    t  K-j^~  -  LJLTT2T3 +  •- ' 

also 

*  +  l      (x  +  l)x      (x+l)x(x-l)  _ 

i  ""    i.2    +      ro     ""  — '• 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

f*4.ttil      !   5  .  i  *(*-D,    1   *(*-D(*-2)  ,_. 

(x  +  l)|l_5l  +3--^        i fxs +  ....l=sl. 
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also 

l      l  *  il  *(*  —  ')      l  *(*— ')(*  — 2>  . 1 

J~21+3'     1.2  """*'  1.2.3         + *+V 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

c  _         1   x(x-l)       l   *(*-!)(*-- 2) 

**  —  *— 2        1.4      +  3"  1.2.3         ""•■•" 


also 


so  ist,    weil 

x+l=,3;+l, 

(x  +  l)x       x(x  —  I) 
1.2~~~      1.2 


+  x, 


(x+  l)x(x—  1)  _  g(ar— l)(g— 2)      *(*—!) 
1.2.3         ~  17273"       +      1.2     ' 

(jr+l)g(g-l)(ar— 2)       *(*—!)(*— 2)(g— 3)     *(*—!)(*— 2) 
1.2.3.4  ""  1.2.3.4  +  TX3         ' 

11.      8.      W. 

ist: 

äx+i=    (^—2 — 175- +  3*       TX5;  ••"' 

1     4?         1     0?(j?— 1) 

+  ,I""2T+3"~T75         '  }' 

folglieh   nach   dem    Vorhergehenden: 

Nach  dieser  Relation  ist  also: 

S*  =  *i  +  g  ' 
S|  =  5t  +j» 
S4=  Si  +  |» 

o.  *.  w. 
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Ulglieh,  wen«  «an  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt  und  auf- 
hebt, was  eich  aufbeben  laset, 

also,    weil  nach  dem  Obigen  offenbar  S,  =  1  ist: 

c        l^l^Kl  1 

oder 

I+2+3+4+ •• +  £ 

1    *Qr~l)  .  1  3?(:r-l)(g-2)      1   *(*— l)(g— 2)(j— 3) 
— x~2#      1.2     +  3'         1.2.3         "4  l.t.Z.4  +  ~ 


Das«  dies  keine  Summation  der  endlichen  harmonischen  Reibe 

1111  1 

f»     2'     3«     j'—'     * 

ist,  sondern  nur  als  eine  Transformation  derselben  betrachtet 
werden  darf,  versteht  sich  von  selbst,  weil  beide  vorstehende 
Reihen  immer  eine  gleiche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten. 

Obige  Transformation  der  harmonischen  Reihe  fährt  Johann 
Bern ou Mi  ohne  Beweis,  den  ich  hier  hinzugefügt  habe,  in  entern 
Briefe  an  Leibniz*)  an,  und  sagt  freilich:     „Item,  si  progressio 

barmonica  j  +0  +  3  +  4  +  e*c*  CODtmuetur»  ut  numerus  terminorum 

_«..-,  ...  x.x  —  1  x.x — l.jr—  2 
st  x,  ent  summa  progressioms  =  ar ^  .,  ^    +  — 1233 — 

X  X—~\   X  ~~~2.3T  ~— 3 

'• i~~k~jTir2 etc.",  -fugt  aber  auch,  woraus  erhellet,  dass 

er  dies  nicht  als  eine  Summation  der  harmonischen  Reibe  im 
eigentlichen  Sinne  betrachtet  wissen  will,  sogleich  hiuzu:  „Hinc 
tarnen  nondunt  perspicio,  quomodo  summa  progressionis  harmo- 
nicae  finitae  expedite  per  compendium  exbiberi  possit,  uti  exhi- 


*)  M.  •.  Leiboiien»    mathematische   Schriften,   heraua- 
g*f«bea  von  C.  J.  Gerhardt.    Band  III.    Halle  18&5.    S.  160. 


HO  Mi  Keilen. 

* 
benttir  summae  progressionum  figiirataruro ,  Tel  etiam  arithmetie&e 
et  geometricae :    si  quem  noveris  modum  pro  hoc,   mecnni  band 
gravatim  communicabis. "  G. 


Mein  verehrter  Freitod,  Herr  Director  Nizze  an  dem  treff- 
lichen Gymnasium  in  Stralsund,  hat  mir,  mit  Röcksicht  auf 
meine  Abhandlung  über  die  elementare  Quadratur  der 
Hyperbel  (in  Thl.  XXV.  Nr.  V.  S.  82.)  und  das  dort  S.  92.  ge- 
rechnete Beispiel,   eine  numerische  Berechnung  der  Grunze  von 

co*—  1 

—. für  ein  der  Einheit  sich  näherndes  cd  mit  zwölfstelligen 

Logarithmen  zugesandt.  Indem  ich  Herrn  Director  Nizze  für 
diese  Mittheilung  verbindlichst  danke  und  dieselbe  den  geehrten, 
Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mittheile,  schicke  ich  dersel- 
ben in  Bezug  auf  das  von  mir  auf  S.  92.  gerechnete  Beispiel  die 
folgenden  Bemerkungen  voraus.  Das  Beispiel  auf  S.  92.  rechnete 
ich  eine  ziemliche  Zeit  nach  Vollendung  meiner  Abhandlung,  und 
fügte  es,  keinen  besonderen  Werth  darauf  legend,  bloss  in  einer 
Note  bei.  Aus  allen  Ausdrücken,  die  in  meiner  Abhandlung  vor- 
kommen, z.  B.  aus  dem  Ausdrucke 

coa—  1 

*  CO 

auf  S.  87.,  den  ich  nach  Willkübr  herausgreife,  der  natürlich  nicht 
negativ  sein  kann,  geht  hervor,  dass  co,  geometrisch  genom- 
men,   nicht  kleiner  als  die  Einheit  sein  kann.     Wenn  es  aber, 

arithmetisch  genommen,    bloss  auf  die  Gränze  ankommt,    der 

a* 1 

— i sieb  nähert,    wenn  to  sich  der  Einheit  nähert,    kann,    da 

coloffco 

diese  Gränze  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat  und 
von  einer  Unterbrechung  der  Stetigkeit  für  co  =  1  nicht  die  Rede 
sein  kann,  kein  Zweifel  sein,  dass  bei  der  näherungsweisen  Be- 
rechnung dieser  Gränze  auch  co  <  1  angenommen  werden  kann. 
Als  ich  diese  Gränze  zu  berechnen  versuchte,  nahm  ich  allerdings 
co>l  an,  fand  aber,  dass  die  Rechnung  bei  der  Anwendung 
bloss  siebenstelliger  Logarithmen  nicht  recht  von  Statten  gehen 
wollte,  und  nahm  deshalb  co<l  an,  wodurch  ich  freilich  bei  nur 
oberflächlicher  Berechnung,  die  ich  hier  nur  bezweckte,  auch 
nur  eine  sehr  schwache  Annäherung  an  die  Gränze  erhielt,  wie 
auch  a.  a.  O.  bemerkt  ist.  Um  so  lehrreicher  ist  es  mir  gewesen, 
dass  Herr  Director  Nizze  bei  Anwendung  zwölfstelliger  Logarith- 
men, indem  er  co>l  annahm,  eine  ziemlich  schnelle  Annäherung 
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Grinse  erlangt  bat    leb  lasse  nun  die  mir  veo  Herrn  Di- 
rektor Nisse  mjtgetheilte  Rechnung  folgen.  6. 


»•—1 
Berechnung  von  Lim— j für    ein    der    Einheit    eich 

°  CülogCO 

nfiherndes  a>,  mit  Bezug  auf  die  Abhandlung  in  Tbl.  XXV. 
Nr.  V.    Aber   die  elementare  Quadratur   der  Hyperbel. 

Von  Herrn  Director  Nizze  am  Gjrnina*iiini  zu  Stralsund. 


1)    «o  =  l,l        co*=l,21        co*-l=0,21 

log« =0,041392685158 
•log  »  =  0,0455319536738 


•*-!   21 


log» 


455319536738 
1821278146952 
2787218530480 
2731917220428 
553013100520 
455319536738 
976935637820 
910639073476 
662965643440 
455319536738 
*  2076461067020 


=  4,61214 .... 


41392685158 
41392685158 
455319536738 


2)  «  =  1,01   «»=1,0201   cd«-  1=0,0201 

log  «o=0,004321373783 
•  log  cd  =  0,00436458752063 

«ji— 1   2010000000000 
iW^  =  "436458752083  ""  4-lww  •- 
1745833008332 


2641669916680 
2618752512498 


2291740418200 
2182293760415 
1094466677850 
872917504166 
2214490736840 
2182293760415 
32196976425 


4321373783 
4321373783 
436458752063 
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3)    «=1,00»       •*= 1,002001        •*—  1  «1002001 

log  m = 0,000434077479  43407747» 

*  log  «  =  0,00043451 1556479  434077479 

434511566479 

««—1       2001000000000       .  «nni-w» 

^üii  =  434511556479  =  4'6051709 

17380462-25916 

'2629537740840 

2607069338874 


•    •    •    • 


2246840196600 
2172557782395^ 

742824142050 

434511556479 

3063125855710 

3041580895353 
415449603570 

4)  »  =  1,0001   »«=1,00020001   »«-1=0,00020001 

log  »  =  Iog73+Iogl37-4=0,000043427276  43427276 

» log  »=0,0000434316187276  43427276 

434316187275 

««—1       2000100000000  _  A  ^imi 
^i^i  =   434316187276  ~  4»«»I/IW 
1737264749104 


2628352508960 
2605897123656 
2245538530400 
2171680936380 
739575940200 
434316187276 


3052587529240 
3040213310932 
123742083080 


In  seinen  sehr  verdienstlichen  Untersuchungen  über  die  Ge- 
stalt der  Erde  theilt  Professor  von  Paucker  in  Mi  tau  die 
beiden  folgenden  eleganten  allgemeinen  Constnictionen  des  Krfim- 
roungskreises  der  Kegelschnitte  mit,  für  welche  einen  analytischen 
Beweis  aufzusuchen  vielleicht  manchem  Leeer  des  Archivs  Ver- 
gnügen machen  wird.  Die  von  Paucker  a.  a.  O.  gegebeneo  Be- 
weise sind  synthetisch: 


I.  Ei«  Punkt  de»  Kegelschnitts  sei  p  (die  Ki-ur  W\r&  »ich 
öo  Jeder  leicht  seihst  entwerfen  ktinnen).  Hessen  Berührende, 
Ordinate  und  Normal linie  treffen  die  Axe  in  h,  c,  k:  die  Ordi- 
ute  pc  trifft  die  in  h  tut  Berührenden  gezogene  senkrechte  Linie 
i«  r:  dte  vom  Mittelpunkte  in  gezogene  Linie  tnr  trifft  die  Nor- 
aillinie  pk  in  n,  «n  int  n  die  Mitte  des  Kriimmaugskreises. 

II.  Aus  dem  Normalpunkte  k  wird  eine  der  Berührenden  ph 
parallele  Linie  gezogen,  »eiche  den  Radiu*  vectnr  in  /  trifft.     And 
t  wird  eine  zum   liadius  vector  senkrechte  Linie  gezogen,  »eiche 
die  rSormallinie  pk  in  n  trifft,  so  ist  n  die  Mitte  des  Krü 
hraiw«. 


Eine    Bemerkung    über    sphärische    Dreiecke 

Man  weiss,  dass  die  analytische  Geometrie,  wenn  sie  von 
dem  Winkel  zweier  Linien  im  Uaume  spricht,  im  Allgemeinen 
«citien  Unterschied  macht,  oh  die  Linien  sich  wirklich  schneiden 
nn«r  nicht.  Ich  hin  schon  längst  der  Meinung  gewesen,  dass 
m»D  >ua  dieser  verallgemeinerten  Auffassung  des  Winkels  zweier 
geraden  Linien  im  Räume  weiteren  Gebrauch  in  der  Geometrie 
überhaupt  machen  sollte,  was  zu  manchen  interessanten  geome- 
trischen Beziehungen  führen  und  jungen  Mathematikern  Stoff  zu 
verschiedenen  zweckmässigen  Uebungen  gehen  kann.  Hierzu  einen 
iirlauligen  nur  kleinen  Beitrag  zu  liefern,  ist  der  Zweck  der  fol- 
genden  Bemerkungen. 

Auf  der  Oberfläche  einer  aus  dem  Mittelpunkte  O  beschrie- 
benen Kugel  liege  ein  sphärisches  Dreieck  ABC,  dessen  Winkel 
und  respeettve  Gegenseiten  wie  gewöhnlich  durch  A,  H.  C  und 
n,  6,  c  bezeichnet  werden.  Zieht  man  nun  die  Kugdhalbtuesser 
OA.  OB,  VC,  und  die  Sehne«  BC,  CA,  AB  der  Kugel,  s.i 
kann  man  nach  den  Winkeln  fragen,  welche  die  Linien  OA  und 
«C,  OB  und  CA,  OC  »ud  AB  mit  einander  einseht  Jessen,  in- 
dem man  versucht,  diese  Winkel  durch  die  das  sphärische  Drei- 
eck bestimmenden  Elemente  auszudrücken.  Die  betreffenden  Re- 
lationen will  ich  jetzt  mit  Hülfe  der  Formeln  der  analytischen 
Geometrie  aufsuchen,  indem  ich  es  dem  Leser  überlasse,  zu  den- 
selben durch  die  gen  film  lieben  Hülfsmiltel  der  sphärischen  Trigo- 
11  gelangen,  was  eine  zweckmässige  Uehuo^  für  Schü- 
■rhieten   wird   und   dazu   benutzt  werden   kann. 

Die  Halbmesser  OA,  OB,  OC  will  ich  mir  sämmtlicb  von 
i  Mittelpunkte  O  der  Kugel  ausgehend  denken;  die  Sehnen 
.  CA.  AB  aber  sollen  respecli.e  von  den  Punkten  B,  C,  A 


IIS 

HCn 
■tibi 
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ausgehend  gedacht  werden.  Dies  vorausgesetzt,  will  ich  die  veo 
OA  and  BC,  OB  und  CA,  OC  und  AB  eingeschlossenen,  180° 
nicht  fibersteigenden  Winkel  respective  durch  Ü,  TU,  tf  bezeich- 
nen. Um  nun  von  diesen  drei  Winkeln  etwa  den  Winkel  M  am 
bestimmen,  lege  ich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ein  recht- 
winklige« Coordinatensystem  der  xyz,  und  bezeichne  in  Besag 
auf  dieses  System  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B,  C  respec- 
tive durch  x0>  y0f  t^\  xx,  ytf  tx ;  ar2,  3fe>  H'>  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  aber,  welche  die  Halbmesser  OA,  OB,  OC 
mit  den  positiven  Tbeilen  der  drei  Coordinatenaxen  einschliessea, 
respective  durch  f0,  #0#,  *o5  A»  9\*  *i>  f%%  9*>  *••  Ut  dann  r 
der  Halbmesser  der  Kugel,  so  ist  bekanntlich: 

4?0=rcos/o,  yo=rco*0o»  2o=rcosÄo; 
x1=rcos/i,  yi=zrcosgl9  zl=rco*h1; 
j7a=rcos/^,    y*=r  cos  g2,    z1  =  rcosA1. 

Ferner  wollen  wir  die  von  der  Sehne  BC,  welche,  wie  oben  er- 
wähnt, als  von  B  ausgehend  gedacht  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  <jp0,  tfv  Xo  bezeichnen;  dann  ist  nach 
einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie: 

cos  Ü  =  cos/o  cos  <p0  +  cos  <70  cos  ip0  +  cos  h0  cos  Xo- 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  B  ein  dem  primitiven  Coordina- 
tensysteme  paralleles  Coordinatensystem  der  rn?,  und  bezeichnen 
in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Punktes  C  durch  f9,  tf,  tf\ 
so  ist 

f  =  ÄC\cosg>0,    v'=J8C.cos^;0,    f'^/fCcosfo; 

also 

x'  ,         n'  f 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

__^_y/cogA+«lcos(y0+?,cosA0 
cos»  —  2*c 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung '  der  Coordinaten   ist  aber 

x%=xl+r'9    y«=yi+»',    h=H+1'\ 
also 

jr7  csar,— art  =r(cos/i— cos/i), 
*'  =  $■  -  V\  =  r  (cosjr,  -  cos^) , 
?'=«»—  «i  =r(cosA1  — cos^); 
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frifjteb,  wean  man  sogleich 

BC=V(Ä1-^)*+(y«-yi)1+(»i-«i)a. 


BC=r  V  (co«/i— co*/i)*+  (cos©*— co»ft)*+  (cosAa  -cesAi)1 

seist: 

co«  4 

cos/p  (cos/g  —  CO«/|)  +  CO«  Op  (cos^— cos^i  )-f  coflApCco«^— CO«A|j 
V(cos^— CO« /",)*+  (C0«^—C0S^1)*  +  (C08*t— CO«  Äi)a 

Weil  iraD  nach  der  schon  oben  angewandten  Formel  der  analy- 
tischen Geometrie 

cos  b = cos/o  cos/j  +  co«  Oq  cos  o*  +  co«  Aq  co«  A*, 

co«  c = co«/q  co«  /i  +  cos  Oq  co«  gx  +  CO«  Aq  co«  hi 

Ist,  so  ist  cos  A  — cos  c  der  Zähler  vorstehenden  Bruchs;  und  well 

CO«/ia+  CO«  Oj*  +  COS  Ai*  =  l  , 

cos/ia  +  cos  o**  +  co«  Aj* = 1 
ist,  so  i«t  da«  Quadrat  «eines  Nenner« 

211—  (cos/p1co«/^+ cos^cos^  +  cosAiCosA*)), 
also,  weil 

cos  a  =  cos/i  cos  /^  +  co«  «^  co«  o»  +  co«  Ai  co«  Aj 
ist,,  das  Quadrat  des  Nenners: 

2(1  —  cos a)=  4  sin  Ja*; 
feexlkh 

lsb)a  =  V  (co«/i— cos/i^  +  ^o»^— co«^)»  +  (cosA*—  cosA^* 

Daher  bat  man  jetzt  für  cosü,  cos$,  costf  die  folgenden  sehr 
«isjftchen  Ausdrücke:  i 

cos  ft  — «  cos  c         sin  J(A — c)  sin  J(6 + c) 
cos*  =  -2g.n4a      = ^  , 

cosc  —  coso         sin  j  (c — a)  sin  j(c •+ a) 
cos»-  -  jjsinIA """"  stoiA  ' 


cos 


rf cosa — cosA «inj(tt— A)sini(a-f-A) 

2  sin  4c  sin  Je 
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Auf  der  Stelle  erhält  man  hieraus  die  Relation; 

sin  }a  cos  4+ sin  ?.6cosB  +  sin  |ccostf=0. 

Statt  der  Seiten  a,  b9  c  des  sphärischen  Dreiecks  kamt 
iu  die  vorstehenden  Formeln  leicht  dessen  Winkel  A,  B,  C  ein 
führen.     Es  Ist  nämlich: 

cos  B  +  cos  6'cos  A 

cos  6  = j— j=r~; — 7— —  > 

sin  Csin  ^ 


cosG'-f  COSi<COsg# 

also: 


COS  C  ==: : — 1 — : — 0 » 

sin  A  sin  g 


.  sing  cos  g  —  sinf'cosC  ^  cos  As\n(B  —  C) 

COSO  —  CO*C=  : j—. — 0    .     gy *• 

sin  A  sin  B  sin  C 

-  »i"2g— sin2C  +  2cos^sio(g— C) 
"""  2sin  yf  sin  gsin  C 

sin  (g—  C)  cos  (g+  C)  +  cos  4  sin  (g  —  C) 

sin  J  sing  sin  C 

—  *™(B—C)\couA  +  co*(B  +  C)\ 
~"  sin ^4 sin  gsin  C 

_2sin(g~C)cosj(^fig+C)cos^+C^^ 

sin  ^  sing  sin  C 

Nach   einer  bekannten  Formel   der  sphärischen  Trigonometrie  ist 
aber 

.    ,        4  /       cos  \(A  +  B  +  C)  cos i(g  +  C-  A) 
2  ▼  suigsinC 

also,    wie  man  sogleich  übersieht: 

sin (Br- C)  V-coH(A  +  B  +  C)co*l(B+C-A) 

sin/1  V  sin B sin C 

■ 

oder: 


sin(g-C)i/~     cosU^  +  g-fC)co*i(g+C—  ^) 
cos*—  -       8i„^       \  ""       '■  slngsinC 


^  sin(C«-il)4r    eosiM  +  g+C)co«l(C+^— g) 

sin  B       ▼  sir  f7sin  A 

rf         sin  (4  -  g)  a  /      eosU^  +Ä+ÖcS4(il  Tg^HC) 
cogtf= _.__     y s\nAs\nB ; 
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oeer 


cos  4  = ^ — 3 — f  sinia» 


„  mn(C-A)         L 

*mB  * 


C08(f=-    -8ÜTC     8,nic 


Weil 


s\nA*in(B-C)+4\nB8\n(C-A)+B\nC*\n(A-ß)=0t 
cos  A  sin  (£—  C)  +  co»  B  sio  (C—  A) + cos  Csin  (J— B)  =0, 

ist,  so  lassen  sieb  aos  dem  Vorhergehenden  noch  Terschiadene 
benerkeiiswerthe  Relationen  ableiten,  bei  deren  Entwickelung  ich 
Her  nicht  langer   verweile. 

Ich  habe  die  vorhergehenden  Gleichungen  hier  mitgetheilt, 
wie  wie  sich  mir  durch  die  analytische  Geometrie  ergeben  haben, 
bemerke  aber  wiederholt,  dass  es  zweckmässig  sein  wird,  die- 
*eJben  nun  auch  durch  die  gewöhnlichen  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  zti  beweisen,  was  vielleicht  gar  keine  Schwierig- 
keit haben  mag.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn,  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
net,   nur  n>]    ist,    so  ist   (»+l)«>2w"   oder  (l  +  -)»>2. 

ii 

Beweis.    Nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  ist 

(w  |- 1 )«  =  it»  +  n,  ji"-1  i  n%n*~%  +  ....+  n.,-1*1  +  n* , 
also,  weil  *>  1  ist: 

(ji  +  1)">ii"  +  ii1ii"-1,    d.i.  (n  +  l),,>n"  +  ii», 

folglich   (n  + 1)"  >  2/t"  oder  (l  +  — )■  >  2,    wie   bewiesen    werden 
sollte. 

Anmerkung.     Für  »=:1    ist    (n +  l)»  =  2i*",    weil   (1  >  l)f 
=  21=2.P  ist.  G. 
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Lehiati. 

Wenn   *>4   ist,   so   ist   *»>3(*+l)». 
Beweis.    Wir  wollen  annehmen,  das*  x>4  und 

sei.    Dann  ist 

*»>3(x  +  l). (*+]). 

Nun  ist  aber  *>4,   also   *  +  l>5,   folglich 

a?*>3.5.<*  +  l),    **>15ar  +  15; 


folgttch  ancb 


*»>9*  +  ll, 

ar»  +  &r  +  l>12a?  +  12, 

*»  +  3ar*  +  3ar  +  1  >  3ar*  +  12*+ 12, 

(*  +  l)»>3(**  +  4ar  +  4), 

(*  +  l)»>3(:r  +  2)«. 


Wenn  also 


*>4,    *»>3(*+l)* 

ist,  so  ist  auch 

*+l>4,    <*+!)»>*(* +  2)*. 
Nim  ist 

1S<8.2P,    2»<3.3«,    3»<3.4«,    4»<3.5«f    5»>3.0«. 

Also  ist  der  Sats  offenbar  allgemein  richtig.  6. 


Lehrsatz. 

Wenn  die  positive  ganze  Zahl  tt>l  und  die  posi- 
tive Grösse  a  grösser  als  die  positive  Grösse  6  ist»  so 
ist  (<,  +  !)«■— a»>(6  +  l)"-6». 

Beweis.    Es  ist 

—  +  («  f  11«"-*  +  a"-1 , 
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(6  +  l)--6-  =  ^tlg^==(6  +  1)ii-i+(6  +  i)«.«6  +  .... 

....  +  (6  +  1)6»-*  +  6»-1; 
und  weil  nun  a>6,    also  auch  a+l>6+l  ist,   so  ist 

(n  +  1)— 1>(6  +  1)— *, 
(n  +  l)»-*/r>(6+l)«-*6, 

U.    8.    W. 

(«+l)a-*>(6  +  l)6-*, 
tbo 

..+(6+  1)6—*  +  6— *, 

folglich  nach  den  Obigen  . 

(a  +  1)»  —  «■  >(6  + 1)-— 6-, 
w.  z.  b.  w. 

Aomerkang.    Fflr  n=l  sind  die  beiden  vorstehenden  Gros- 
sen einander  gleich,   weil 

(c  +  \y  -  «*=  (6  +  l)1  -  6*=  1 
ist.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn  n>l  ist,  so  giebt  es  unter  den  ganzen  Zah- 
len too  1  bis  n  nicht  zwei  Werthe  von  x  nnd  y%  fflr 
welche,    wenn  z  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

a*  +  #y*  ==  z* 
imt 

Beweis.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Grössen  sind  po- 
sitive ganze  Zahlen,  was  man  ein  für  alle  Mal  zu  beachten  hat 
Wenn  nun,  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>l  ist,  ar»  +  y*  =  z" 
ist,  und  keine  der  Grössen  x  und  y  verschwindet,  so  ist  z  gros- 
ser als  jede  der  beiden  Grössen  x  und  y.  Setzen  wir  also 
z=x  +  «,  so  ist  u  eine  nicht  verschwindende  positive  ganze  Zahl, 
nnd  es  ist  nun  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze: 
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also 

Wenn  nun  x  >  n  ist*  so  ist,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 
y»>itjr*~lii  ist,  indem  nämlich  n>1  ist,   offenbar  y^*.*»-1*, 

also  auch  y*  >  tt»,   folglich  y  >  n.    Wenn  ferner  a:  ^  n  ist,  so  ist, 

weil  yÄ>»«Ä""1ti  ist,  offenbar  y«>a?.a?"-1ii,   also  auch  y»>*", 

folglich  y>ar.    Wäre  nnn  aber  y~^*f   so  wäre  nach  einer,   der 

so  eben  angewandten  ganz  ähnlichen  Schlussweise  ar>y  oder 
y<or,  was  dem  Vorhergehenden,  wonach  y>ar  ist,  widerspricht 

Also  kann  in  diesem  Falle  nicht  y  <«    sein,    sondern   es    muss 

y>n  sein.    Wenn  also  ar>«  ist,  so  ist  y>w;  und  wenn  x  ^n 

ist,  so  ist  anch  y>n.  Es  mag  also  ar  einen  Werth  haben,  wel- 
chen es  will,  so  ist  immer  y>n.  Weil  aber  die  Gleichung 
xm  +  yn  =  zn  in  Bezog  auf  x  und  y  ganz  symmetrisch  ist,  so  wird 
auch  ganz  auf  dieselbe  Art,  y  mag  sein,  was  es  will,  immer  ar>« 
sein  mflssen.  Also  kann  die  Gleichung  :r"+y*  =  z*  nur  dann 
existiren,  wenn  gleichzeitig  x>n,  y>n  ist;  in  allen  andern 
Fällen  enthält  sie  einen  Widerspruch,  oder  vielmehr,  för  keinen 
Werth  von  x  und  y  von  l  bis  n  kann  vorstehende  Gleichung 
x*  +y*=  x"  existiren ,  w.  z.  b.  w.  6. 


Berichtigung. 
TM.XXV.S.   77.Z.  8. v.o.  hinter  Z? />"/)":=  70  schalte  man  eh: 

>»        »$      »»    78.,,  13. v.n.  statt  „2"  setze  man  „3". 
„        „      „    81.  „    8.  v.  u.  statt  a)  setze  man  (3). 
•  „        „      „  369.  „  10.  v.  u.  mu8s  die  Formel  so  heisseo : 

a— 2A    aTr 
t  =  arc(co8  = ) .  w  —  . 

„        „      „  372.  „  17. v.  u.  statt  „bat''  s.  m.  „hätte." 

„  „  Taf.  V.  Fig.  3.  In  dieser  Figur  muss  die  untere  Klammer 
|,  an  welcher  r  steht,  nicht  bis  ganz  an  die  durch  m  parallel  mit  AB 
gesogene  Linie  reichen,  sondern  oben  etwas  kürzer  sein,  weil  r  den 
Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  nicht  genau  die  durch 
m  parallel  mit  AB  gezogene  Linie  trifft,  bezeichnet. 

Tbl.  XXVI.  Taf.  1.  Fig.  9.  muss  die  Linie  OD  noch  gezogen  werden. 
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Literarischer  Bericht 


ci. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Am  19.  August  des  vorigen  Jahres  (1855)  ist  leider  wieder 
emfcr  der  verdientesten  deutseben  Mathematiker ,  der  zugleich 
«ach  tun  trefflicher  Lehrer  war, 'der  Kaiserlich  Russische  Colle- 
giesrats  und  Professor  am  Gyinnasio  illustri  zu  Mitau,  Dr.  Mag- 
na« Georg  von  Paucker,  der  Wissenschaft  durch  den  Tod 
entrissen  worden.  Der  Herausgeher  des  Archivs,  welcher,  so 
lange  er  das  Glück  und  die  Ehre  hatte,  mit  dem  Verstorbenen  in 
titerarischer  Verbindung  zu  stehen,  demselben  immer  die  grusste 
Achtung  bewahrt  hat,  freut  sich,  seinen  Lesern  den  folgenden, 
ven  dem  würdigen  Sohne  des  Verstorbenen,  dem  bestfindigen 
Sekretair  der  kurländischen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst, 
Herrn  M.  C.  von  Paucker,  ihm  freundlichst  eingesandten  Ne- 
krolog mit  nur  geringen,  hier  durch  den  beschränkten  Raum  ge- 
botenen Abkürzungen  mittheilen  zu  können.  Magnus  Georg 
ven  Paucker*s  viele  treffliche  Schriften  und  praktische  Arbei- 
ten, die  allen  Mathematikern  bekannt  sind  und  daher  einer  voll- 
sündigen  Aufzählung  hier  nicht  bedurften»  sichern  ihm  fät  alle 
Ulen  einen  würdigen  Platz  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft, 
nsd  seine  vielen  Schüler  werden  seiner  immer  mit  der  grüssten 
£*iebe  und  Dankbarkeit  gedenken.  Als  der  Herausgeber  in  der 
nur  erst  ganz  vor  Kurzem  erschienenen  Nr.  XCIX.  des  Literari- 
schen Berichts  Paucker's  verdienstliche  Arbeiten  über  die  Ge- 
stalt der  Erde  anzuzeigen  die  Freude  hatte,  war  ihm  sein  bereits 
erfolgter  Tod  noch  ganz  unbekannt;  desto  mehr  wurde  er  durch 
die  von  seinem  würdigen  Sohne  ihm  gegebene  Nachricht  von  dem- 
selben überrascht  und  betrübt,  freut  sich  aber  nun  auch  uro  so 
«ehr,  ihm  jene  als  Schriftsteller  ihm  rühmenden  und  ehrenden 
Werte  ins  Grab  nachgerufen  zu  haben.  G. 

Tki.  XX Vi.  Hft.  l.  l 
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ffekrolog. 

Magnus  Georg  von  Paucker. 

Geboren  zn  St.  Simonis  in  Elmtland  am  15.  November  I7BT. 
Gestorben  iu  Mitsu  am  19.  August  1855. 

Sohn  eines  am  seiner  Pflichttreue  und  Recbtscnaffenheit,  wie 
um  seiuer  sittlichen  Strenge  und  literarischen  Bildung  willen  in 
seiner  Gemeinde,  bei  seinen  Eingeplanten  und  Amtsgenosaen  Is 
Ansehet)  und  grosser  Achtung  stehenden  Landpredigers  in  Ehst- 
land,  genoss  Paucker  einer  sehr  sorgfältigen  Erziehung  zoerst 
im  elterlichen  Hause  und  seit  seinem  eilften  Jahre  bei  einem  On- 
kel in  der  nur  wenige  Meilen  entlegenen  Kreisstadt  Wesennerg, 
Zn  Ende  des  Sommers  1801  aber  erhielt  er,  nebst  mehreren  ver- 
wandten Knaben  seines  Alters,  zu  Hause  in  einem  aus  Erfurt 
gebürtigen  kenntnisreichen  Juristen,  Herrn  Job  an  n  Heinrieb 
Fi4ejustus  Heuser,  einen  trefflichen  Lehrer,  der  seine  glBch* 
lieben  Anlagen  rascb  zu  entwickeln  wusste  und  besonders  als 
gründlicher  Geometer  ihm  eine  .entschieden  vorwaltende  Neignag 
su  den  mathematischen  Wissenschaften  einflusste,  deren  theore- 
tische Consequenz  und  praktische  Anwendbarkeit  den  aufstreben- 
den Jüngling  sehr  anzog  und  frühzeitig  seinen  Scharfsinn  Abte» 
Erst  15  Jahre  alt  war  er  daher  schon  im  Stande,  die  su  der  ven 
seinem  Vater  im  Jahre  1804  veranlassten  Stiftung  einer  ebstlis- 
dischen  Landprediger- Wittwen-  und  Waisen -Kasse  erforderlichen 
Berechnungen  mit  Sicherheit  nach  den  zum  Grunde  gelegten 
Mortalitäts  -  Verhältnissen  auszufahren  und  selbstständig  einen  Kn- 
iender für  das  Jahr  1805  auszuarbeiten ,  der  handschriftlieh 
vorhanden  ist.  Zu  Anfang  dieses  Jahres  bezog  er  die  neu) 
dete  Landes  -  Universität  in  Dorpat,  wo  er  sieb  unter  Leitung 
ihm  sehr  wohlwollenden  Professoren  G.  F.  Parrot  und  J.  W»  Pfaff 
dem  Studium  der  Physik  und  der  sogenannten  exaeten  Wlasent 
schaften,  Astronomie,  Mechanik  und  Hydraulik,  mit  grünsten) 
Eifer  hingab,  auch  darin  nolche  Fortschritte  machte,  daas  bereife 
im  Jahre  1806  Professor  Pfaff  „einige  astrognostische  Notizen? 
nnd  eine  Abhandlung  „Ober  den  Sehungsbogen  der  Fixstern*? 
von  ihm  der  Veröffentlichung  durch  den  Druck  wertb  erachtete 
nnd  seinen  „astronomischen  Beiträgen"  einverleibte,  gleichwie  P. 
auch  im  Sommer  1808  die  „Vermessung  des  Embachstroas-in 
Livlaiid  von  seinem  Ausfluss  aus  dem  Wirajärw  bis  zu  seiawei 
Einfluss  in  den  Peipussee  in  einer  Länge  von  12  Meilen,  mit 
einem  Spiegel -Sextanten  durch  ein  Dreiecknets"  trigonometrieeil 
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ausführte,  e<ne  Arbeit,  die,  begleitet  von  Tiefenmessungen  und 
einer  genauen  Karte  über  den  Lnuf  di-s  Flusses,  von  der  neu  er- 
richteten Naturforscher-Gesellschaft  in  Dorpat  jetzt  nach  bald  50 
Jahren  noch  der  Veröffentlichung  würdig  befunden  norden  und, 
aaebdem  di«  Karle  bereits  in  Berlin  gestochen  ist,  nächstens  in 
dem  „Archiv"  der  Gesellschaft  jui's  Licht  treten  wird,  da  sie, 
Anm  letzten)  Jahresberichte  S.  87.  zufolge,  auch  nach  dem  gpgen- 
■Irtleen  Standpunkte  der  Wissenschaft  nur  wenig  zu  h  utim  lien 
Sbtis  laset.  Nachdem  Professor  Pfaff  zu  Anfang  des  Jahres  1W(N 
Durpat  verlassen,  begab  sich  auch  P.  nach  St.  Petersburg,  wo 
er  bei  Zarsltoe-Selo  den  ersten  Telegraphen  in  Russlund  errich- 
Me  und  dafür  mit  einem  Brillantringe  von  Kaiserlicher  Huld  be- 
Ivhni  wurde.  Zugleich  bereitete  er  sich  hier  für  den  Militärdienst 
hei  dem  Corps  der  Wasser -forninonikatlrmen  vor,  in  welches  er 
.1*  Oflixief  eintreten  sollte,  als  er  im  Herbste  1810  t Ober- 
lehrer der  Mathematik  und  Naturwissenschaften  an  das  Gyinna- 
fi«™  in  Wiburg  berufen  ward,  welches  damals  zum  Diirptschen 
LeWbwirk  mitgehörte.  Hier  wirkte  er  indessen  nur  wenige  Mo- 
nate, da  schon  am  1.  December  1810  der  Observator  und  ausser' 
■rdendiehe  Professor  der  mathematischen  Wissenschaften  in  Oor- 
;j(.  E.  Chr.  Friedr.  Knorre,  starb,  an  dessen  Stelle  P.  zu 
Anfang  des  folgenden  Jahres  vot-irt  wurde  und  im  Juli  1811  ein- 
trat. Hier  beschäftigten  ihn  die  schwierigsten  Aufgaben  der  höhe- 
re« Mathematik,  und  verbreiteten  sich  seine  amtlichen  Vorträge 
rornehmlich  über  die  Analysis  des  Unendlichen,  die  Differential- 
oud  Integral-Rechnung  etc.,  daher  die  Zahl  setner  Zuhörer,  die 
tum  Mit  Nützen  zu  folgen  vermochte,  begreiflich  nur  eine  geringe 
inf,  troter  ihnen  namentlich  auch  der  unifingst  verstorbene  Inge- 
r.i«r-Gener,d  von  Hezel  und,  nenn  wir  nicht  irren,  auch  der 
netter  berühmte  Akademiker  Friedr.  Georg  Wilh.  von  Sin 
irr  bald  nachher  sein  Amtsnachfolger  an  der  Sternwarte  zn  Itnr- 
pat  ward.  Denn  schon  um  12.  September  1811  war  der  Professor 
Beitier  in  Mit  au  verstorben  und  sein  erledigtes  Amt  am  dnsigen 
IW«uasio  lllustri  ward  im  folgenden  Jahre  P.  angetragen,  der  in 
des*«  biivot  noch  im  März  1813,  nach  Öffentlicher  Verteidigung 
«einer  Inaugural  -  Dissertation  :  de  nov»  explicatione  pbaenomeni 
elistifitat'is  corporum  rigldorum,  ?fi  S.  4.  unter  dem  Prtfsidio  des 
Professor  Job.  Gottfr.  Huth.  als  dermnügen  Decan«  der  Pactll- 
ttt,  die  philosophische  Doctnrwfirde  erwarb  und  im  Jim!  als  aus- 
serordentlicher Professor  bestätigt  ward,  ehe  er  zu  Anfang  August 
»ein  neues  Lehramt  als  Oherlehrer  der  mathematischen  ttnd  pby- 
■ikaiiscben  Wissenschaften  und  Observator  der  Sternwarte  in 
Mitau  antrat.  Hier  eröffnete  sich  ihm  ein  zwar  nicht  sehr  weiter, 
aber  reich  gesegneter  Wirkungskreis  für  Jugendbilduu^  und  Ver 
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breitung  wissenschaftlicher  Kenntnisse,  dem  er  mit  unermüdlichem 
Eifer  ein  volles  Menscheualter  hindurch  seine  besten  Kräfte  und 
reichen  Erfahrungen  gewidmet  hat.  Er  begnügte  sieh  aber  nicht 
mit  dem  bloss  mündlichen  Unterrichte  in  allen  Zweigen  der  Mathe- 
matik und  in  der  Physik»  in  welchen  seine  Schüler  bis  mm  Uni« 
versitätsstudium  vorbereitet  wurden,  sondern  suchte  auch  durch 
sahireiche  Schriften  der  Wissenschaft  in  weitem  Kreisen  Anhän- 
ger und  Freunde  zu  verschaffen,  wobei  er  später  vornehmlich  die 
praktische  Anwendung  der  wissenschaftlichen  Errungenschaften  aaf 
gemeinnützige  /wecke  im  Leben  und  Verkehr  der  Menschen  tan 
Auge  hatte  und  nach  allen  Seiten  durch  Wort  und  Schrift  ansa- 
hahnen bemäht  war:  Noch  im  Jahre  1813  Hess  er  seine  „Theorie 
der  Derivationen  "  zur  Eröffnung  des  Lehrcursus  in  dem  Jahre  J8M 
erscheinen.  Seine  beredten  Worte  „zur  Feier  des  Allerhöchsten 
Geburtsfestes  Sr.  Kaiserl.  Majestät",  gesprochen  im  grossen  Hör- 
saale des  Gymnasium  illustre  zu  Mitau  am  12.  Decerober  1816» 
16  S.  4.,  hatten  die  Zugabe  eines  neuen  Lehrstuhls  für  die  prak- 
tische Mathematik ,  das  Militär-  und  Ingenieur -Wesen  zum  Zielt 
damit  das  Gymnasium  im  Stande  sein  möge,  dem  Zutrauen  noch 
kräftiger  .und  vollständiger  zu  entsprechen,  dessen  es  bisher  ge- 
würdigt worden ,  wie  Aehnlicbes  vor  wenigen  Jahren  von  der  ehst- 
ländischen  Ritterschaft  bei  der  Ritter-  und  Domschnle  in  Reval 
bewirkt  worden  ist.  In  dem  zur  Eröffnung  des  Lehrcursus  auf 
dem  GymnaAio  illustri  zu  Mitau  im  Jahre  1817  gedruckten  Pro- 
gramm verbreitete  er  sich  „Ober  astronomisch  -  trigonometrische 
Landesvermessungen",  und  in  demselben  Jahre  machte  er  in  Boh- 
oenberger's  und  Baron  L  in  den  au*  s  Zeitschrift  für  Astronomie 
und  verwandte  Wissenschaften  Bd.  III.  S.  364  etc.  eine  kurze  Mit- 
theilung „über  die  geographische  Länge  und  Breite  des  Cap  Do- 
rn essness  von  Kurland."  Ueberhaupt  entwickelte  er  im  Jahre  J817 
eine  grosse  literarische  Thätigkeit,  da  ihm  in  der  am  23.  Novem- 
ber 1815  gegründeten  und  von  dem  dermaligen  Kriegs-Gouveroesr 
zu  Riga  und  Oberbefehlshaber  von  Liv-  und  Kurland  etc.,  Mar- 
quis Paulucci,  sehr  bereitwillig  am  2.  December  d.  J.  bestätig* 
ten  knrländischen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst,  nachdem 
auch  deren  Statuten  am  20.  Decerober  1816  conurmirt  und  ge- 
druckt worden,  die  Pflichten  eines  beständigen  Sekretärs  dersel- 
ben fibertragen  wurden,  denen  er  sich  mit  dem  lebendigsten  Eifer 
und  eiser  gewissen  Vorliebe  unterzog.  Dies  leuchtet  gleich  sehr 
ans  der  „  ersten  Beilage  zu  den  Statuten  der  literarischen  Sode- 
tat  in  Kurland,  die  Zwecke  derselben  und  deren  Ausführung  he* 
treffend"  vom  28.  März  1817  hervor,  welche  gewissermassen  als. 
Programm  ihrer  künftigen  Wirksamkeit  für  die  historisch« 
iterarischen  und  rein  wissenschaftlichen  Interessen  unse- 
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KftBtijnutinann  zu  betrachten  ist,  als  aus  ileii  Jahres-Ver- 
Baidlnngen  dieser  Gesellschaft,  deren  I.  Band  IM'.',  der  zweite 
«m  die  Mitte  des  Jahres  1«22  in  Mitan  bei  J.  F.  Steffenhager, 
uad  Sohn  in  4  erschien  und,  ausser  dem  von  ihm  abgefassten 
MllllWrfl I  II  Tlii.il.  auch  eine  Menge  rein  n  issenschaftlichet  Ar- 
beit«!! <}e*  Secretors  ueben  sehr  werth  vollen  historischen  und 
literarischen  Mitteilungen  vieler  andern  Mitglieder  der  kurlnndi- 
whrri  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst  umfnsst.  Diese  .l.ili 
rss- Verhandlungen  aber  begründeten  In  sehr  würdiger  Weise  den 
gelehrten  Ruf  dieser  Gesellschaft  und  das  gereihte  Vertrauen  zu 
ihren  erfolgreichen  Bestrebungen  im  In-  und  Auslände.  Um  so 
»ehr  NW  es  zu  beklagen,  dass  Mißverständnisse  in  dem  engern 
Aosschuss  der  Gesellschaft  Puueker  veranlassten,  dieses  Amt 
and  dir  Iteduetion  der  Jahres  -  Verhandlungen  sofort  aufzugeben, 
■  eiche  seitdem  zu  erscheinen  aufhörten.  Aus  dem  Jahre  1817 
rubren  noch,  ausser  den  „Relationen  über  die  Sitzungen  der  kur- 
■Indischen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst",  welche  er  in 
der  aUgeme'men  deutschen  Zeitung  för  Kussland  zu  ftlitau  bis  zum 
1-  Juni  1821  fortsetzte,  auch  Milltteilungen  „über  die  Erscheinun- 
gen der  Canillaritilt"  in  ehen  dieser  Zeitung  und  in  deren  Ergiin- 
sMgaMSItern  1817  und  1818  zur  Widerlegung  verschiedener  vom 
Professor  G.  Fr.  Parrot  d.  ä.  durüher  geäusserten  Ansichten, 
und  in  Itode's  astronomischem  Jahrbuch  (Berlin  1817)  ITir  das 
Jahr  1818  S.  173  etc.:  „Astronomische  Beobachtungen,  neue  Me- 
thoden lur  PrüTung  des  Ganges  der  Ihren  aus  korres[iotidireiiden 
S<mnen  höhen  und  zur  Berechnung  der  Parallaxen  enlhalleud. " 
\m  folgenden  Jahre  1818  Hess  P.  nicht  allein  eine  vollständige 
.,  LVli er. sieht  der  Verhandlungen  der  kurländischen  Gesellschaft  für 
Literatur  und  Kunst",  sondern  auch  ein  „Jahrespropranini  des 
>l luteum  und  Athenäum  der  Provinz  Kurland"  besonders  erschei- 
nen, um  grössere  T  heil  nah  nie  für  diese  Institute  im  gebildeten 
Psfclifcuni  daselhst  zu  erwecken,  was  auch  nicht  uhne  Erfolg  hlieh, 
<U  uameritlicb  das  kurlaudiscbe  Pruvin/ial-  Museum,  das  nach- 
iBqci  .Schosskind  des  wi'irdiuen  Staatsraths  v.  Kecke,  auch 
Gegenstand  der  sorgfältigsten  Pflege  Reiner  Freunde,  des  Dr.  Lich- 
teoatein  und  des  jetzigen  Direktors.  Herrn  Lamlhofnieisters 
Baron  Klujimaiiu,  seit  jenem  Jahre  ohne  Utiterlass  vielfach  he< 
reichert  und  geschmackvoll  ausgestattet,  eine  der  griissten  Merk 
Würdigkeiten  und  Zierden  der  Itautitstadl  Kurlands  geworden  ist, 
das  dem  Laien,  wie  dem  Kenner  ehen  so  viel  Belehrung  als  Un- 
terhaltung zu  gewahren  vermag,  indem  es  über  die  Natur  und 
Geschichte  der  Provinz  Aufklärungen  giebt.  die  man  nirgends  so 
und  vollständig  wieder  finden  kann. 
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»ein    sehr 


In  eben  jenem  Jahre,  am  28.  Februar  1818,  war  »ein  i 
gfjioHtUf  trüberer  College,  Professor  Huth,  in  Dorpat  verstor- 
lfm,  itnd  bei  Wiederbesetzung  dieses  Lehrstuhls  die  nilgemein« 
Aufmerksamkeit  auf  P.  gerichtet,  ohne  das»  er  Veranlassung  balle, 
sieh  um  denselben  zu  bewerben.  Indessen  mochte  es  ihn  wohl 
etwas  überraschen,  das*  ihm  der  ausländische  Professor  Bran- 
des bei  der  Wahl  des  Conseils,  wenn  auch  nur  mit  ein  oder  zwei 
Stimmen,  vorgezogen  ward,  der  wvar  anlange  mich  Dorput  über- 
zusiedeln bereit  war.  später  aber  in  Breslau  zu  bleiben  sich  be- 
wogen sab,  darauf  die  Professur  der  Astronomie  und  Mathematik 
in  Dorpat  P.  förmlich  angetragen  ward.  Da  dien  jedoch  in  I  ■•W-. 
der  frühem  ihm  ungünstigen  und  nur  durch  Brandes'  Ablehnung 
fpater  vereitelten  Wahl  geschah,  so  konnte  er  es  nicht  für  ange- 
messen halten,  dem  in  solcher  Weise  nn  ihn  ergehenden  Kufe  tu 
folgen,  wiewohl  es  an  Ileberredungen  dazu  von  manchen  früheren 
Freunden  in  Dorpat  nicht  fehlte.  Uas  Conseil  entschied  sich  dt- 
her  für  die  Trennung  der  bisherigen  Professur,  indem  sie  drnOb- 
sermtor  und  ausserordentlichen  Professor  Wilhelm  vou  Struve 
IS'JO  zum  ordentlichen  Professor  der  Astronomie  ernannte,  den 
damaligen  Professor  Bartels  in  Kasan  aber  im  Januar  IS'21  zum 
PlTlfflMlH  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  in  Dorpat  be- 
rief, der  seinen  Dienstantritt  im  folgenden  Jahre  mit  einer  lateini- 
schen Dissertation  über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
bezeichnete. 

Unterdessen  hatte  P.  In  der  Heimath  sich  mit  einer  Jugend- 
freundin seiner  Geschwister,  der  Tochter  des  Majors  Carl  Frie- 
drich von  Baggehuffwudt  und  dessen  erster  Gemahlin  He- 
lene geb.  v.  Ulrich,  der  geistreichen  und  liebenswürdigen  Anna 
Christina  Wiihelmine  von  Baggehuffwudt ,  -zu  WölMfer 
am  8.  August  1819  vermählt,  welche  ihm  in  liebevollster  Hinge- 
bung das  Leben  verschönte  und  sein  Verbleiben  in  Mitau  lieb  und 
werth  zu  machen  wusste;  denn  sie  waren  hier  gar  bald  völlig 
heimisch  geworden  und  hatten  in  vielen  Kreisen  Liebe  und  Freund- 
schaft gefunden,  mit  denen  sie  seitdem  einen  freundlichen  Verkehr 
unterhielten-,  und  nach  der  Geburt  des  ersten  Kindes  hatte  ihre 
Eltenifrcude  in  sinniger  Weise  die  Stiftung  eines  Frauen  verein» 
in  Mitau  veranlasst,  in  welchem  ihr  lebhaftes  Mitgefühl  für  die 
Leiden  und  Freuden  der  Mitmenschen  sich  noch  einen  »eitern 
segensreichen  Wirkungskreis  eröffnet  sah,  dessen  anregende  Ele- 
mente bei  mancher  Aufopferung  au  Zeit.  Mühe  und  Kosten  die 
genugthueudste  Beschäftigung  so  in,  als  ausser  dem  Hause  gewährte. 


Paucke 
Freudigkeit  i 


häusliches  <;iürk   aber  gab  ihm  auch  die   rechte 
lüdeten  Förderung  der 
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U*bjr«moaneiien  Wissenschaft.  War  die  „Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  Qumlrutsiimme  auf  physikalische  Beobachtungen" 
•drau  ISiy  Gegenstand  eines  Gym.iasial-Programms;  seine  1820 
Bedruckte  „ mathematische  Gedenktafel"  ein  |>räs;naii(er  Ausdruck 
«einer  Lehw*i*e  ")  und  das  Programm  aur  Eröffnung  des  Lehr- 
enrsus  im  Jahr«  1821  „Einiges  über  die  geometrische  Auflösung 
ca  bischer  Gleichungen"  voll  Scharfsinn  und  strenger  Oonsequenz, 
wie  so  viele  seiner  streng  wissenschaftlichen  Arheileii  der  Art  in 
de»  Jahres- Verhandlungen  der  kti Hündischen  gelehrten  Gesell- 
•ebaft").  so  enthielt  dagegen  seine  am  12.  Uecemlier  1822  im 
grossen  Hörsaale  des  Gymnasium  zu  Milan  gehaltene  Rede  eine 
bexeisterte  .Schilderung  der  neuesten  Entdeckungen  am  gestirnten 
Himmel  und  der  raschen  Fortschritte  in  der  Astronomie.  Eine 
Fracht  grünsten  Fleisses  und  in  seiner  Lehrtätigkeit  heim  Gym- 
fc**iom  gesammelter  zehnjähriger  Erfahrung  aber  war  das  1823 
ra  Königsberg  von  ihm  erschienene  und  dem  berühmtesten  deut- 
schen Geometer,  Professor  Gauss  in  Gütlingen,  zugeeignete  Lehr- 
back:     „die   ebene  Geometrie  der  graden   Linie   und   des  Kreisen. 

»der    die    Elemente"     für    Gymnasien    und    zum    Selbstunterricht. 

Gleichzeitig  fugte  er  dem  seit  1814  von  ihm  berechneten  Mitau- 
»cfce«  Kalender  auch  eine  „Oslerlafel  des  Julianischen  Kalenders 
für  immerwährende  Zeiten  der  Zukunft  und  Vergangenheit  (von 
I-S83  bi*  l'JI-l)  aul  eine  Periode  von  532  Jahren ,  mich  einer  neuen 
Einrichtung  berechnet,  Milnu  1823"  hinzu,  so  wie  er  seit  den 
letzten  drei  Monaten  des  Jahres  1821  über  25  Jahre  hindurch  sehr 
regelmässige  „meteorologische  Beobachtungen  auf  der  Sternwarte 
in  Slitsu'"  aasteilte,  deren  Ergebnisse  er  später  in  den  „Arbei- 
ten" der  kurlandischen  Gesellschaft  ausführlich  bekannt  gemacht 
hat  und  die  zu  seinem  Vorschlage   r.a  dergleichen  an   verschiede- 


•)  In  dcmaelhcn  Jahre  wurde  P.  Mitglied  der-  halarforaeher-GMell- 
■<kift  in  Molkau.  Ferner  war  V.  Ehrenmitglied  der  Katnrfunirher-Geacll- 
«baft  in  Uoruat,  nrilentlir  hr«  Mitglied  der  titcmriivh  -  |imkliscti«n  Hiit- 
ftn««Liiidungin  Higa.  der  Geaellaihiifi  für  Geschichte  u.  Alterlhiiinilundc 
da*  OaUee-GiMi«*rneuieiil«  .  curren|e>ridirendea  Mitglied  drr  ehatlindianhea 
lilrrnriichrii  (Irxollnchaft  /.u  Kevtil  und  der  Sodetl  dei  iriences.  lettre» 
•t  aru  an  Antwerpen 

**)  > iilit  anerwähnt  kann  hier  bleiben,  «eichen  regen  Anilieil  1'. 
■deb  an  der  um  dem  General  Teuner  für  Litlhauen  bis  an  die  Grnnxen 
hurlaad*  ■■»geführten  Gradroeasiing  und  (päter.  in  den  Jahren  in'i.'i  und 
IRSS.  aarh  in  den  Tum  Prufeiaor  Struve  in  Jakubxudt  und  bei  Kreuz- 
karg,  wir  mf  der  Intel  Hogland  unternommenen  Mtronnm i*chen  Itühen- 
liratimniungeo  und  genauen  Iterechnungen  der  ersten  riissikchen  Grndmca- 
•n>g  gemiinmen  hat,  wofür  ilim  wiederholt  dai  Allcrbüehaln  Wnhlwot1rn 
Nr.  Kaixrl     Majmiiii  lieumtft  ward. 
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Den  Orten  gleichseitig  anzustellenden  vergleichenden  Wtttefüog*- 
beobachtenden*)  geführt  haben  in  Kurland,  wie  in  Ehst-  «od 
Livland.  Sehr  sorgfältige  Untersuchungen  und  Vergleicbimgen 
setzten  ihn  1823  auch  in  den  Stand,  als  deren  Kemiltat  „authen- 
tische Bestimmungen  inländischer  Maasse  und  Gewichte44  in  Ran- 
p  ach 's  neuem  Museum  der  deutschen  Provinzen  Kusslands»  Bd.  I. 
Heft  1.,  Dorpat  1824,  mitzutheilen ,  die  ihn  spater  noch  sa  einer 
sehr  umfassenden  Arbeit  über  die  Metrologie  Russlands  veranlass- 
ten, welche  handschriftlich  in  6  starken  Quartanten  der  Kaiser!. 
Akademie  der  Wissenschaften  im  Octoher  1831  vorgestellt  werde 
und  hei  der  ersten  Vertheilung  der  Demidow'schen  Prämien  m 
April  1832  ihm  den  vollen  Preis  von  5000  Rbl.  Bco.  Assign.  enrsxfc. 
Eben  so  hatte  schon  im  Januar  18*22  sein  „Memoire  aar  la  con- 
struetion  geomtftrique  des  rfquations  du  troisieme  degre*  et  enr 
les  propri^tes  pripcipales  de  ces  4quations,  demontrees  par  la 
<rtfomelrie  elementaire  " ,  abgedruckt  in  den  Metnoires  de  TAcaMmle 
des  "ciences  de  St.  Petersb.  1826.  T.  X.  p.  158— 266.,  die  Ehre  sei- 
ner Ernennung  zum  correspondirenden  Mitgliede  dieser  KaitfeiL 
Akademie  zu  Wege  gebracht.  Seine  Thfitigkeit  auf  der  Mitaver 
Sternwarte  aber  sab  sich  kund  durch  Mittbeilungen  in  BoAe's 
astronomischem  Jahrbuche  zu  Berlin  1825  „über  das  Mittagsfern» 
röhr  auf  der  Sternwarte  zu  Mitau"  und  ,.  Resultate  der  Aberra- 
tionstheorie der  Fixsterne,  Planeten  und  Kometen*'  femer  Jffber 
correspondirende  Sonnenhöhen",  und  in  seinen  Berechnungen  Aber 
„Moitdes-Auf-  und  Untergang  im  Jahre  1827"  in  der  Beil.  Nr. 49. 
zur  allgemeinen  deutschen  Zeitung  in  Mitau  1826.  Desgleichen  finden 
sich  in  Schumachers  astronom.  Nachrichten  Bd.  III.  AI  ton  a  1827 
seine  ,,  Bestimmung  der  Polhohe  der  Mitauer  Sternwarte4'  und 
,, Zenitbdistanzen  des  Polarsterns,  zur  genauem  Bestimmung  der 
Polhöhe  der  Mitauer  Sternwarte,  mit  einem  18zolligen  Reichen- 
bach-Ertel  sehen  Verticalkreis  im  Sommer  1828  gemessen"  in 
Bd.  VII.  Altona  1829  S.  359  ff. ,  auch  ein  Aufsatz  „über  Refractions- 
tafeln "  ebend.  S.  401. 

Aber  nicht  allein  an  wissenschaftlichen  Zeitschriften  des  Aus- 
landes nahm  P.  fleissigen  Antheil,  auch  der  Literatur  des  Inlan- 
des war  seine  Aufmerksamkeit  beständig  zugewandt.  So  liefert! 
er  im  Ostseeprovinzen  -  Blatt  von  Sonntag  zu  Riga  182(5  S.  203  ff. 
eine  ausführliche  Anzeige  der  vom  Professor  Struve  herausge- 
gebenen „Beschreibung  des  grossen  Refractors  von  Fraunhofer 
auf  der  Sternwarte  zu  Dorpat",  auch  in  dessen  literarischen  Supple- 
ment-Blättern 1827  eine  anerkennende  Beurtheilung  des  „Catalo* 

*)  Siehe  B«mIhjto  mr  >1itfttiiMa!i<»u  Zriiwijf  IBJfl.   Nr.  71  de. 
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:  -tellurum  dnplicium  et  multiplicium "  dieses  berühmten 
Astronomen,  nnd  auch  in  den  literarischen  Begleitern  der  Iniiren- 
den  Jahrgänse  »och  mehrere  literarische  Anzeigen.  Beurlheilun- 
s«i  und  Kritiken  wis-euschuftlicher  Werke  seines  Fachs,  desglei- 
chen I830ebend  den  Aummi;  BBS  einer  gTfiSdeni  Abhandlung  „filier 
den  Jiiliiiiiisih.'ii  iiu'l  Gregorianischen  Kalender."  In  den  IJjia- 
HlUm  vom  Professor  Traut vetter  zu  Mitau,  1829,  Bd.l.  Hft.  1., 
besprach  P.  die  neuesten  „Erscheinungen  in  der  naturwissenschaft- 
lichen Literatur-',  bestimmt*  im  Ht't.2.  „die  geographische  Breite 
<.m  Mitau"  und  theilte  im  Hft.  3.,  Mi  tan  1830,  seine  Beobachtun- 
gen mit  „Aber  den  Gang  der  Warme  und  des  Luftdrucks  zu  Mitau." 
Zur  'l'hr  ilnihme  in  den  Dorpater  Jahrbüchern  für  Literatur,  Sta- 
ristik  und  Kunst,  besonders  Russlands,  aufgefordert,  lieferte  er 
in  dessen  zweitem  Hefte  im  Juli  1K31J  eine  nusffihrliche  Ankflndi 
■mn«  seines  „praktischen  Rechenbuchs  für  inländische  Verhüll- 
■iaefl",  dessen  erstes  Heft,  „allgemeine  Rettein",  bereits  1834, 
da«  «weite  sehr  reichhaltige  Heft  von  334  S..'  „Handels-  und  Fi- 
naMrechnutigen"  enthaltend  und  dem  Herrn  Finanzminister  Graten 
Ca»  er  in  gewidmet,  zu  Mitau  lft36,das  dritte  dem  Wirkl.  Kammerherrn 
Graf«  .lob.  Fr.v.  Medem  dedretrte  Heft  über  „administrative  und 
öloaonii-ehe  Rechnungen"  zu  Mitau  1837,  auf  1*24  S.  8.,  und  gleichzeitig 
auch  eine  2.  Aufl.  des  t.  Heftes  erschien,  ein  Werk,  das  für  so  viele 
'ii  des  In  glichen  Vetkehrs  im  Handel  und  Gewerbe  un- 
entbehrlich geworden  und  seinen  bisher  fast  nur  den  Gelehrten 
mm  I  :i<  Ii  bekannten  Namen  auch  in  den  fernsten  Kreisen  unserer 
Lmde  und  Städte  |i(t|iiilür  gemacht  hat.  Während  Pauuker  in- 
dessen für  die  Dorpater  Jahrbücher  noch  ferner  thütig  war  und 
1835  in  deren  4.  Baude  St,  5.  S.  420— 452  L.  l'ansner's  „Yer 
•ttch  einer  tabellarischen  Hebers  ich  t  der  russischen  Münzen"  einer 
lualühr liehen  und  gründlichen  Iteurthcilung  unterzog,  bei  welcher 
Gelegenheit  er  sich  über  das  Müuzsystem  Russlands  sehr  vor- 
tkeilhali  aus«]" räch  und,  zur  Fixirung  des  bisher  so  veränderlichen 
l'nurses,  dieses  System  auf  den  Metall"  erth  der  den  Schwankun- 
I*«  im  Werthe  des  Papiergeldes  weniger  ausgesetzten  Silber- 
Mfiaze  zu  gründen  vorschlug,  was  bekanntlich  von  der  Staats  re- 
giert?* g  für  nützlich  und  zweekgemKss  erkannt  und  auf  dem  Wege 
der  Legislation  im  Jahre  IM1,'  allgemein  eingeführt  worden  ist. 
..  U)  St.  3  der  Jahrbücher  S.  177— 217  lieferte  er  noch  im 
Sept.  1835  eine  „Metrologie  der  alten  Griechen  und  Riimer,"  die 
such  besonders  abgedruckt  und  den  Gymnasien  des  Dorpater 
l.ehrbczirks  imtpet heilt  ward,  und  im  Octbr.  1835  ehend.  S.  350 
—  362  eine  ,,"*  akatioustabelle  römischer  Demitien,  verglichen  mit 
i ii  — =  > -^ .  h, n  Gewichten  und  Münzen."  In  demselben  Jahre  erschien 
»uch  in   dem  Berichte  der  Kaiserlichen  Academir  der  Wissensehaf 
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ten  Über  die  vierte  Zuerkennuug  der  Uemido»  neben  I 
„Auszug  aus  »einer  neuen  Bearbeitung  des  ersten  TheiU  der  rus- 
sischen Metrologie"  Si  Petersburg  IW35  S.  '21 — 5?  uud  demnächst 
in  de»  Etataraths  Schumacher  Jahrbuch  für  die  Jabre  l&tti  und 
1837.  gedruckt  zu  Stuttgart  und  Tübingen,  8.,  S.  74—87  „die 
Mause  und  Gewichte  Russlnnds  uud  seiner  Provinzen,"  iifbsl 
einem  „Nachtrage."  Seine  uiiennüdete  wisseuschaftlicbe  Thaug 
keit  in  jener  Zeit  bekundet  noch  ein  dem  Herru  Carator  iU* 
Dörpt  sehen  Lehrbezirks,  General  v.  ('raffström,  zugeeignete» 
gelehrte»  Werk  unter  dem  Titel  „Geometrische  Aualysis,"  eni 
haltend  des  Apollonius  von  Perga  Sectio  ratiouis,  spatii  et  deter- 
winata,  nebst  einem  Anhange  (Leipzig  bei  Leop.  Voss  lü'-Yi.  XII. 
und  li.it  S.  8.  nebst  i.i  Kupfertnfelu)  und  „die  Osterrechnung  zur 
Einführung  eines  bessern  kirchlichen  Kalenders  und  Oster -kaiions" 
(Riga  und  Leipzig  1837,  4.  X.  und  U6  S.  nebst  37  S.  Tabellen), 
dedicirt  dem  Herrn  Minister  der  Volk». Aufklärung,  Geh.-Ralb 
Utvarow,  so  wie  eine  in  der  kurländischen  Gesellschaft  für  Li- 
teratur and  Kunst  vorgetragene  Abhandlung  „über  die  neueste 
Astronomie,"  namentlch  über  die  von  dem  Prof.  Argelander 
entdeckte  Bewegung  unseres  Sonnensystems  im  Welträume  und  de» 
Akademikers  v.  Struve  neueste  Entdeckungen  an  den  Doppel- 
st emen. 

Schon  im  J.  1825  war  Pancker  zum  Hofrafh  und  1827  zum 
Coll.-Rath  befördert  norden4).  Im  J.  1831  ward  ihm  der  ehren- 
volle An  trag  gemacht,  die  Stelle  eines  ordentlichen  Mitglieds  der 
Kaiserlichen  Academie  der  Wissenschaften  zu  St.  Petersburg 
einzunehmen.  Der  damalige  Gehalt  eines  Akademikers  war  nur 
2500  llbl.  ILA  und  die  Erwägung  des  ungleich  kostspieligeren  Auf- 
enthalts in  der  Residenz  mit  den  grössern  Kosten  der  Erziehung 
seiner  3  Sohne  und  einer  Tochter,  wozu  seine  amtliche  Stellung 
und  seine  ökonomische  Lage  in  Mitau  manche  Erleichterung  dar- 
bot, legten  ihm  aber  die  unabweisbare  Pflicht  auf,  der  ihm  zuge- 
dachten Ehre  einer  solchen  Dienstveriinderung  zu  entsagen ,  da 
die  Aussichten  für  ihn  in  Petersburg  durch  Nebenarbeiten  seine 
Subsistenzinittel  als  Akademiker  vermehrt  zu  sehen  sehr  uugewias 
waren,  dagegen  die  Nothwendigkeit,  solche  zu  erwerben  uud  die 
i  erforderliche  Zeit  dem  Amte  und  dessen  gesteigerten  Anfor- 
derungen zu  entziehen,  sich  als  gewiss  und  unerlässlich  heraus- 
stellte. Daher  war  es  natürlich,  dass  er  es  vorzog  zu  Mitau  in 
■einen    bisherigen  Verhältnissen    und   in   der  gewohnten  und  lit-b 
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gewonnenen  Amtswirksamkeit  zu  verbleiben,  wofür  er  »ich  während 
seines  Summeraufeuthalts  in  Reval  zur  Zeit  der,  «rgen  der  mil 
timtttWI  Heftigkeit  in  Riga  und  Mitau  ausgebrnchenen  ("liolera- 
Epidemie.  verlängerten  Schulferien  entschied.  Er  kehrte  daher 
im  August  1831  nach  Mit«»  zu  neuer  freudiger  Wirksamkeit  tu  nick, 
die  indess  nach  wenig  Jahren  durch:  häusliche  Leiden  schmerzlich 
getrübt  wurde.  Am  4.  März  1834  ward  seine  Familie  zuletzt  durch 
die  Geburt  einer  Tochter  vermehrt.  Seitdem  aber  kränkelte  ihm 
die  Krau  und  hitdete  sich  hei  ihrer  schwächlichen  und  zarten 
Körperconstitution  nur  zu  liald  ein  Lungenleiden  ans,  das  am  22. 
April  1835  ihrem  Lehen  und  schr.nen  gesegneten  Wirken  ein  Ziel 
hetzte  .  sowie  ein  halbes,  Jahr  später  auch  das  Schmerzenskind 
ifer  Mutter  Ins  Grab  folgte.  Seine  verehrte  Stiefmutter,  geb.v.Fri- 
derici,  eilte  darauf  aus  Ehstlnnd  herbei,  durch  ihre  liebevolle 
Vorsorge  seinen  Schmerz  zu  lindern,  seinem  Hauswesen  vorzu- 
stehen und  seinen  verwaisten  Kindern  so  viel  möglich  die  unver- 
leasliche  Mutter  zu  ersetzen,  und  zwei  jugendliche  Schwestern 
wetteiferten  mit  einander,  dem  geliebten  Bruder  das  verödete 
Haus  nieder  freundlich  zu  beleben.  Als  beide  nach  ein  paar 
Jahren  sich  anschickten,  der  höhern  Bestimmung  des  Weibes  und 
ilrai  Zuge  ihres  Herzens  folgend,  an  der  Hand  ihrer  Erwählten 
sich  einen  eigenen  Hausstand  zu  gründen  und  die  geliebte  Mutter 
*le  dann  nach  t.h.stland  und  Petersburg  zu  begleiten  bereit  war, 
vermählte  sich  Paucker  vier  Wochen  vor  der  Trennung,  am  7. 
Mii  1838  mit  Fräulein  Theodosie  Trulta  v.  Treyden,  welche 
seitdem  das  Glück  seines  Lehens  und  den  Trost  seines  Alter« 
mii  sanfter  Hand  und  liebevollem  Herzen  bis  zu  seinem  letzten 
Hauche  gegründet  und  bewahrt  hat,  wahrend  seine  Kinder  alle 
ihn  durch  ihre  kindliche  Verehrung  und  die  würdige  Erfüllung 
ihres  gewühlten  Berufs  vielfach  erfreuten. 

Schon  1836  war  er  nach  Ablauf  seiner  25jährigen  Dienstzeit 
in  Lehrfach e  auf  neue  5  Jahre  für  sein  bisheriges  Amt  gewählt 
und  1837  mit  dem  St.  Annenorden  3.  Classe  für  seineu  ausgezeich- 
neten Dienst  belohnt.  Im  -Summer  ISl'J  wohnte  er  auf  besondere 
EinUrlung  auch  iler  feierlichen  Einweihung  der  Hauptstern  warte  zu 
Palkowa  bei  und  1842  wieder  für  sein  Lehramt  gewühlt  und  be- 
stätigt, ward  er  nach  Ablauf  neuer  5  Jahre  als  Überlehrer  und 
Obsetvator  des  Gymnasiums  in  Mitau  zu  Ende  des  Jahres  1846 
förmlich  emeritirt  und  zur  Anerkennung  seiner  literarischen  Ver- 
dienste ihm  der  St.  Wladimir-Orden  4,  Classe  Allergn,  verliehen, 
•eine  Schüler  aber  überraschten  ihn  am  15.  Dec.  zum  Zeichen 
ihrer  Dankbarkeit,  bei  Leber  re  ich  ung  eines  vergoldete»  Silberpo- 
l.iU.  in  den  ihre  Namen  gravirt  »aren,  mit  einem  Ständchen,  bei 
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welchem  ein  iu  diesem  Zweck  besonders  gedichtetes  tief  emprsm- 
deoes  Lied  gesungen  wurde. 

Während  das  Gymnasium  und  dessen  Sternwarte»  der  Mitau* 
sehe  Kalender  und  die  Beobachtungen  der  Temperatur  und  Witte- 
rung su  Mitau  und  nächstdem  die  Fortschritte  und  neuesten  Er- 
rungenschaften der  huheru  Mathematik  und  Astronomie,  wie  die 
raschere  Entwickelung  der  Literatur  unserer  Provinzen  die  Auf- 
merksamkeit uud  Thätigkeit  Paucker's  unausgesetst  in  Anspruch 
nahmen  und  die  stille,  anmuthige  Blumenwelt  in  seinem  Gärtchea 
und  Treibhaus  seine  Mussetfuuden  mit  Duft  und  Blüthen  erfiUlte 
und  sein  friedliches  Stillleben  freundlich  erheiterte,  war  er  bedacht 
seinen  Mitmenschen  noch  in  anderer  Weise  nützlich  zu  werden 
und  auch  ihr  Seelenheil  zu  fördern.  Seit  dem  24.  März  1819  her 
reits  Mitglied  der  kurländischen  Abtheilung  der  russischen  Bibel- 
gesellschaft und,  nach  deren  Aufhebung  im  April  1826  und  Wie- 
derherstellung am  25.  März  1832,  ebenso  Mitglied  der  kurländischen 
Sectionscomität  der  evangelischen  Bibelgesellschaft  in  Russland, 
war  er  för  die  Forderung  ihrer  Zwecke  unablässig  besorgt  und 
hat  seit  dem  Ende  December  1842  als  Director  und  später  auch 
Schatzmeister  dieser  Comität  mit  der  an  ihm  gewohnten  Ausdauer 
und  Beharrlichkeit  die  Theilnahroe  fast  aller  evangelischen  Land- 
gemeinden des  kurländischen  Gouvernements  an  den  Segnungen 
der  Bibelverbreitung  anzuregen  und  zu  erhalten  gewusst. 

In  gleicher  Weise  hat  er  seit  dem  15.  Juni  1831  zum  engern 
Ausschuss  als  Mitglied  gehörend  und  seit  dem  30.  Decbr.  1838 
zugleich  als  Schatzmeister,  seit  dem  21.  Septbr.  1816  aber  auch 
noch  als  Geschäftsführer  der  kurländischen  Gesellschaft  filr  Lite- 
ratur und  Kunst,  durch  Wort  und  Schrift  eine  ftir  deren  Ztteeke 
sehr  erspriestfliche  und  för  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  im 
Vaterlande  sehr  erfolgreiche  Tbätigkeit  entwickelt,  indem  er  wie* 
derholt  darauf  hinwies,  „wie  wichtig  es  gerade  in  jetziger  Zeit 
sei,  dass  es  einen  Ort  in  unserer  Nähe  gebe,  wo  man  darauf  be- 
dacht ist,  das  heilige  Feuer  der  Wissenschaft  nicht  erloschen  su 
lassen/4  In  diesem  Sinne  redigirte  er  von  1839  bis  1847  die  in 
drei  Bänden  erschienenen  „Sendungen."  welchen  er  die  Geschichte 
der  Gesellschaft  seit  1821  vorausschickte  mit  den  zugehörigen 
Mitglieder -Verzeichnissen,  nebst  näheren  Nachrichten  über  die 
Sammlungen  der  Gesellschaft,  denen  der  um  dieselbe  so  hoch 
▼erdiente  Staatsrath  von  Recke  gleiche  Nachrichten  über  das 
Irarländische  Provinzial- Museuro  hinzufügte.  Unter  den  mannig- 
fachen literarischen  Abbandlungen,  Aufsätzen  und  Mittb eilun- 
gen in  diesen  Sendungen  nehmen  auch  Paucker's  Nachrichten 
Über  den  „Encke'  sehen  Kometen  bei  seinem  Wiedererscheinen  im 
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Jahre  1838"  und  dessen  Betrachtung  „filier  die  Grenzen  der  Sicher- 
heit tu  den  Thiitsai.-heri  der  neuem  Astronomie,*1  «o  nie  - 
Sendschreiben  „über  die  Reinigung  der  deutschen  .Sprache  von 
Frewd«  itrlern  "  ein  besonderes  Interesse  in  Anspruch.  Freilich 
fand  die,  Vermeidung  aller  Fremdwörter  in  der  deutschen  .Sprache 
in  nnseriii  Piiidikum  nicht  viel  Anklang  und  noch  weniger  die  l 
bihlung  dieser  Fremd«  iirter  in  bisher  ungewöhnliche  deutsche  Be- 
reif knungen.  die  nicht  immer  ganz  eeiiuu  den  Begriff  des  über- 
setzten lateinischen  "der  französischen  Fremdwortes  niedergehen. 
auch  dem  deutschen  Sprachgebrauch  und  allgemein  anerkannten 
Sprach  rege  In  nicht  immer  völlig  entsprechen.  Dennoch  führte  er 
mit  röcksichtslnser  Beharrlichkeit  selbst  in  einigen  mathematischen 
Werken  die  beabsichtigte  Sprucbreknigung  mit  möglichster  Schärfe 
durch,  namentlich  in  seiner  „  Hildlehve."  welche  /.u  Leipzig,  u 
in  seiner  „niedere  Grössenrcehnung,"  welche  zu  Miau  im  J.  1846  im 
Druck  erschien,  aher  eben  wegen  der  etwas  gewaltsamen  Umbildung 
allgemein  angenommener  kunstausdrückc  wissenschaftlicher  Be- 
zeichnungen, «eiche  das  Verständnis**  erschwerte  und  diesen 
Schürten  die  verdiente  Be  rück  sie  hligung  entzog,  in  der  gelehrten 
Well  wenig  Eingang  fanden,  weshalb  eine  l'ehertragung  dieser 
Heike  in  die  russische  oder  französische  Sprache  denselben 
wm*  eine  viel  günstigere  Aufnahme  und  einen  viel  grossem  Erfolg 
sichern  dürfte,  sobald  die  umgebildeten  deutschen  Kunstuusd  rücke 
in  die  herkömmlichen  wissenschaftlichen  Bezeichnungen  der  Russen 
und  Franzosen  umgesetzt  würden  Dessen ungeachtet  beharrte 
Paucker  bei  solcher  gezwungenen  Schreibweise  auch  in  den  von 
1816  bis  1851  von  ihm  herausgegebenen  „Arbeiten  der  kurlandi- 
srhen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst,*'  von  denen  10  Heftn 
erschienen  sind,  nebst  den  1850  besondere  gedruckten  „Sitzungs- 
berichten" der  Gesellschaft,  in  welchen  letztem  diese  ungewöhn- 
lichr-  Ausdrucksweise  iifters  störend  auffällt.  Dennoch  haben  die 
Leser  der  mancherlei  anziehenden  und  lehrreichen  Arbeiten  sich 
darüber  ebenso  leicht  hinwegzusetzen  gewarnt,  wie  die  Verehrer 
v»n  Jacob  Grimm  sich  über  dessen  besondere  s.  g.  altdeutsche 
Schreibweise  und  Rechtschreibung  beruhigt  haben,  wiewohl  auch 
sie  in  Deutschland  schwerlich  jemals  zu  allgemeiner  Geltung  ge- 
kracht werden  dürfte,  und  auch  der  von  ihm  so  warm  empfohlene 
Gehrauch  der  nur  lateinischen  Schriltzetchen  daselbst  wohl  niemals 
allgemein  eingeführt  werden  wird.  Immerhin  ist  es  nicht  zu  leug- 
nen,  dass  Paucker's  Bestrebungen  bei  uns  dazu  beigetragen 
haben,  die  Fremdwörter  in  der  deutschen  Sprache  möglichst  zn 
vermeiden  und  auch  auf  die  Rechtschreibung  mehr  Sorgfalt  »■ 
wenden,  als  bisher  geschehen.  Da  die  er  wannten  Arbeiten  der  km 
Unitischen  literarischen  Gesellschart  viel  verbreitet  sin.!,  *.>  bedarf 
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es  keiner  weiteren  Barzahlung  der  reichhaltigen  Beiträge  ihres 
Herausgebers  in  denselben  ued  erwähnen  wir  nur  noch  seteer 
snr  Begluckwünschuog  der  Kaiserlichen  Universität  so  Dorpat  sü 
ihren  BOfährigen  Jubelfeste  im  Namen  der  Gesellschaft  stfm  11 
fleebr.  1852  eingesandten  Abhandlung  „das  elliptische  Potential," 
seiner  1853  im  „Inland*'  mitgetheilten  wissenschaftlichen  Aufsitze 
und  endlieh  auch  seiner  neuesten  in  den  Bulletins  der  mathema- 
tischen Classe  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
abgedruckten  Abhandlungen  über  „das  astronomische  Langes« 
maass,"  ferner  „aar  Theorie  der  kleinsten  Quadrate fu  zweiter 
und  fünfter  Artikel,  und  über  „die  Gestalt  der  Erde"  mit  sehr 
sorgfältigen  Berechnungen,  die  ihn  lange  und  viel  beschäftigt  haben. 
Eine  nicht  minder  umfassende  Arbeit  ober  die  Astronomie  der 
Alten  ist  leider  unvollendet  geblieben,  so  eifrig  er  noch  bis  zutatst 
daran  gearbeitet,  da  wiederholte  Krankheitsfälle  ihn  daran  rar* 
binderten. 

So  ist  Hie  Summe  seines  68jährigen  Lebens  und  50jährigen 
öffentlichen  Wirkens  allerdings  Arbeit  und  Mühe  gewesen ,  aber 
nur  im  Dienste  der  Wahrheit  und  Wissenschaft,  denen  er  nach- 
geforscht  sein  Leben  lang,  die  er  gefordert  und  verbreitet  bat,  so 
lange  es  Tag  fär  ihn  war,  wobei  Liebe  und  Wohlwollen  gegen 
Jedermann  den  Grundzug  seines  Charakters  bildeten,  obwohl  er 
aller  Sentimentalität  abhold  war  und  tiefe  religiöse  Anschauung, 
ohne  Frömmelei,  wie  heller  scharfer  Verstand,  bei  grösster  An* 
Sprachlosigkeit,  Herz  und  Geist  adelten  und  seinen  persönlichen 
Umgang  anziehend,  wie  seine  Unterhaltung  anregend  und  lehrreich 
machten.  So  gehörte  er  zu  denen,  von  deren  Pilgerfahrt  hienieden 
und  ihrem  Ringen  und  Kämpfen  uro  das  höchste  Kleinod  des 
Lebens,  per  ardua  ad  astra,  der  Prophet  Daniel  ge  weissagt: 
„Viele  werden  gereiniget,  geläutert  und  bewähret  werden.  Dia 
Lehrer  aber  werden  leuchten,  wie  des  Himmels  Glanz  und  die  an 
viele  sur  Gerechtigkeit  gewiesen,  wie  die  Sterne,  immer  and 
ewiglich." 


Arithmetik. 

Elemente  der  Zahlen-Theorie,  allgemein  fasslich 
dargestellt  von  Dr.  Herrn.  Schwarz,  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Pädagogium  zu  Halle.  Halle. 
Schmidt  1865.    8.    2Thlr.30Sgr, 

Dieses  Buch  enthält  eine  recht  deutliche  und  elementar  ge- 
haltene Darstellung   der  Hauptgesetze  der  Zahlen -Theorie,  und 
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■  Verbreitung  dieses  schönen  Theils  der  Mathe- 
matik beitragen,  weshalb  wir  es  zur  Beachtung  empfehlen.  I 
Hauptinhalt  ist  folgender.  Einleitung.  Geschichtliches.  Arith- 
metische Hulfesätze.  Erster  Abschnitt.  Von  der  Congru. 
Her  Zahlen.  Zweiter  Abschnitt.  Von  ilen  Resten  der  I 
lernen.  Dritter  Abschnitt.  Theorie  der  quadratischen  Rente 
und  Nichtresle  im  Besondern.  Vierter  Abschnitt.  Von  i 
Auflüsuug  der  allgemeinen  Cnngrueuzen  zueilen  Grades  mit  einer 
Unbekannten.  Fünfter  Absch  ni  t  L  Theorie  der  quadratischen 
F.innen  and  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 

Ax^^Bxy  +  Cnt=M. 
Sechster    Abschnitt.     A ufliisung    der    allgemeinen    Gleichung 
nveiten  Grades  zwischen  den  Unbestimmten   A  und    )  , 


Geometrie. 

-lischen  Curven  methodisch  mit  besonderer 
auf  Construetionen  zum  Gebrauche  fürTech- 
ie  als  (Jebunpsbeisniel  für  angehende  Ma- 
thematiker, behandelt  von  l)r.  Hermann  Weissenborn, 
Mit  TFigurentuf.  Eisenach.  Baereke.  1856.  8.  ITblr.lSSgr. 
Eine  sehr  ausfuhr  liehe  analytische  Behandlung  der  verschie- 
dene Arien  von  Cycloiden,  Epieyclaiden,  Hypocycloiden,  u.  s.  w. 
die  auch  einiges  Kigenthiim liehe  enthalt.  Was  aber  der  Herr  Vt. 
anf  S.  V.  der  Vorrede  über  die  analytische  Behandlung  seihst 
*»Et,  und  wie  es  scheint,  als  eine  Eigeiithümlichkeit  für  sich  in 
Anspruch  nimmt,  hat  wohl  jeder  Anfänger  in  der  Analysis  längst 
tewusst.  Als  Material  zu  L'ehungen  in  der  analytischen  Behandlung 
der  Corren  kann  das  Buch  Anfängern  immerhin  empfohlen  werden; 
Technikern  empfehlen  wir  weit  mehr  das  nette  Schriftchen  von 
Z»hme,  nämlich:  „Elementare  und  analytische  Behand- 
lung der  verschiedeneu  Cycloiden  u.  s.  w.  für  technische 
-Schulen  und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  Zehme,  Di- 
rektor der  Pro  vinzial -Gewer b-Schule  zu  Hagen,  Iserlohn 
und  Elberfeld.   Vtöi.    Vergl.  Lit  erar.  Ber.Nr.  LXXXV1.  S.«. 

Ueber    den  Zusammenhang  der  Flecken  und  Protu- 
beramen    der    Sonne,    von    K    v.  Littrow,    Director    der 
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k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Aus  dem  Octoberbefte  de« 
Jahrgänge»  1855  der  Sitzungsberichte  der  .mathem. 
naturw.  Klasse  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaft*» 
zu  Wien  besonders  abgedruckt. 

In  dieser  sehr  verdienstlichen  Abhandlung  liefert  Herr  v. 
Littrow  eine  Berechnung  «einer  hei  Gelegenheit  der  grossen 
Sonnenfinsterniss  vom  2*.  Juli  1851  zu  Rixtboft  an  der  Ostsee 
(bei  Danzig)  gemachten  Beobachtungen ,  so  weit  es  die  Natur 
solcher  Beobachtungen  zulässt.  Wir  halten  diese  Abhandlung  fOr 
eine  in  jeder  Beziehung  sehr  lehrreiche  Darstellung  der  Art  and 
Weise,  nie  dergleichen  Beobachtungen  am  besten  und  vorteilhaf- 
testen zu  benutzen  und  zu  berechnen  sind,  und  empfehlen  sie  .einem 
Jeden»  wer  sich  mit  ähnlichen  Rechnungen  zu  beschäftigen  beab- 
sichtigt, zu  sorgfältigster  Beachtung,  da  sie  auch,  ausser  der  Dar- 
stellung des  Rechnungsverfahrens  und  den  der  Rechnung  am  besten 
zu  Grunde  zu  legenden  Formeln  und  astronomischen  Elementen, 
noch  viele  andere  sehr  lehrreiche  Bemerkungen  über  dergleichen 
Beobachtungen  Oberhaupt,  über  die  verschiedenen  Quellen  ihrer 
Unsicherheit,  ober  die  beste  und  bequemste  Art,  dieselben  anzu- 
stellen, u.  s.  w.  enthält  Von  den  gewonnenen  Resultaten  erlaubt 
uns  der  beschränkte  Raum  hier  nur  anzuführen,  das*  auch  hier 
von  Neuem  der  deutlichste  Beweis  geliefert  ist  (s.  S.  14.) ,  dass 
die  hier  zur  Sprache  kommenden  Erscheinungen  keineswegs  dam 
Blonde,  sondern  unzweifelhaft  der  Sonne  angehören.  Wir  machen 
nochmals  einen  Jeden  auf  diese  sehr  beachtenswert  he  Abhandlung 
aufmerksam. 


Physik. 

Das  dioptriscbe  Mikroskop,  dessen  Einrichtung 
und  Behandlung,  von  Karl  B.  Heller,  Prof.  der  Natur- 
geschichte am  akademischen  Ober-Gymnasium  in  Graz» 
Wien.    Braumiiller.  1856.    8.    16  Sgr. 

Eine  kurze  recht  deutliche  Beschreibung  der  Einrichtung  nnd 
des  Gebrauchs  des  Mikroskops.  Die  Theorie  ist  durch  die  ele- 
mentarsten mathematischen  Formeln  begründet,  und  Jeder,  wer 
aus  einem  physikalischen  Lehrbuche  oder  physikalischen  Vorträ- 
gen die  einfachsten  dioptrischen  Grundformeln  kennt,  wird  dieses 
deutliche  Schriftchen  leicht  verstehen,  da  auch  Alles  durch  sehr 
deutliche  Figuren  erläutert  ist. 
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Till. 

Memoire  snr  une  m^thode  nouvelle  de  transformation  des 
coordonn^es  dans  le  plan  et  dans  Tespace ,  avec  appK- 
cation  aux  lignes  et  surfaces  des  deux  premiers  degr^s. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Dftctour  e«  tciencei  mathlmatiqties ,    Profeisenr  de  mathe'iiiatiqae« 

a  Pari«. 


1.  Dans  Panalyse  des  conrbes  et  des  surfaces,  II  est  essenttel 
de  doaoer  k  l'äqnation  du  Heu,  plan  ou  solide,  la  forme  la  plus  simple 
pov  ea  reconnaitre  la  nature  et  en  detenniner  les  Clemens  et  les 
proprtätes.  Or,  dans  cette  eqnation,  se  trouvent  soavent  en  evidence 
les  premiers  membres  des  equations  de  droites  on  de  plans,  dont 
Femplol  comme  axes  on  plans  de  coordonnees  rednit  consicterablement 
TOqoation  de  la  conrbe  on  de  la  snrface. 

II  Importe  donc  de  chercher  les  formales,  qni  servent  ä  passer  ä 
des  axes  on  k  des  plans  de  coordonnees  qni  sont  representes  par 
levs  gqoations«  Nons  nons  proposons,  dans  ce  memoire,  de  d£ter- 
«iaer  ces  formales.    . 

AJIn  de  rendre  notre  travail  complet,  nons  avons  du  rdsondre, 
tans  le  cas  d'axes  obliques,  les  qnestions  snr  la  ligne  droite  et  le 
ptn,  qni  dans  les  onvrages  ne  sont  ^neralement  donnäes  qne  pour 
des  axes  rectangnlalres. 

Ce  mdmolre  se  compose  de  plnsienrs  parties. 

Dans  la  premiere,  nons  avons  detennine  les  formnies  de  transfor- 
■atlon  des  coordonnees  planes ;  nons  les  avons  appltqnles  ä  la  recbercbe 
des  asymptotes  et  de  la  pnissance  de  I'byperboJe,  alnsl  q;  ^  calcnl 
de  Taxe,  da  sommet  et  da  parametre  de  la  parabole. 

La  seconde  partie  a  ponr  objet  le  calcnl  des  formnies  de  trans- 
ronuUon  dans  l'espace;   nons  nois  sommes  appnyä,  ponr  cela,  snr 
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qoelqnes  relatlons  remarquables,  qut  ont  Heu  entre  les  cotffitients  des 
Iquations  de  deux  systemes  de  droltes  et  plans  perpendlculaires. 

Nous  avons  applique  les  formules  obtenues  ä  la  determination 
dös  generatrices  rectillgnes  de  rbyperboloi'de  ä  une  nappe  et  da  pa- 
raboloi'de  byperbollque. 

Nons  avons  fait  usage  des  m£mes  resultats  ponr  completer  la 
mltbode  que  M.  Plücker  de  Bonn  a  imaginee  ponr  la  dlscussion  des 
surfaces  da  second  ordre. 

Nous  avons  montre ,  en  outre,  avec  quelle  simplidtä  notre  m&hode 
de  transformatton  peut  ötre  employee  dans  la  determination  des  secUoas 
planes  dans  les  surfaces. 

Enfln  nous  en  avons  dedult  an  procede  tres  expeditlf  ponr  passer 
de  formales  calculees  pour  des  axes  rectangulaires  aux  relatlons  ana- 
logues  qul  repondent  ä  des  coordonnees  obliques. 

Chapitre  I. 

Transformation  des  coordonnees  rectillgnes  dans  le  plan, 
lorsqee  les  nouveaux  axes    sont    determines  par  lenrs 

gquations. 

2.  Caicul  du  Minus  de  l'angle  de  deux  droites.  Nous  avons  besola 
dans  nos  calculs,  de  la  valeur  da  slnas  de  l'angle  de  deux  droites. 
Afln  de  donner  le  plus  grand  degr£  de  simplicite  ä  notre  metfcode, 
nons  allons  indlqaer  un  procede  tres  rapide  pour  determiner  ce  slms. 

Soient 

y  =  aa?,    y  =  a'x  '  (i) 

les  equations  de  deux  droites  OD,  OD'  menees  par  l'origine  0  des 
coordonnees,  V  l'angle  DOD'  de  ces  droites  et  0  l'angle  yOx  des 
axes  de  coordonnees. 

Sur  Taxe  des  x  prenons  one  distance  OP  egale  ä  l'unite  de  lon- 
ga eur,  et,  par  le  polnt  P,  menons  la  droite  PMM'  parallelemen^  ä 
Faxe  des  y;  cette  droite  rencontre  OD,  OW  aux  points  respectifs 
M,  M'.  Nous  formons  ainsi  les  trois  trlangles  OMM',  OMP,  OM'P, 
dont  le  premler  est  la  difference  des  deux  autres. 

Nons  avons  d'abord 

WMM'  =  OM.  OM' .  sin  V, 
20MP  =OM.OP.a\nd, 
tVM'P  =  OM'.OP.slnO. 
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Or,  par  flolte  de  rhypotb&e  0P=:t,  les  Kations  (l)  donnert 
Wf=j«,  PM'z=:a';  oo  a,  par  consdqneat,  an  moyeo  des  deux  trlangles 
OMP,    OM'P, 

0Jf=Vn-a*  +  2öCOS0,  OM'  =  V  1  +  a'*+2a'cosd; 
mettant  ces  valenrs  daos  l^galite  0Jßf '  =  OM'P—  OMP,   on  obtlent 

sin  F.  V(1  +a*  f  2«cosö)(l+a,a  +  2a,cosö)  =  (o#  — a)slnÖ. 
Nova  aYoas  donc 

slnF==  (*'-*)si*e 

\^(i  +  a*  +  2a  cos  0)  (1  +  a'*  +  2a'  cos 0) 
Sl  les  deux  droites  gtalent  representees  par  les  eqnatlons 

Ap+Bx=zO,    A'g  +  B'x^O, 
Fexpression  precedente  deyiendral 

.    i      (BA'-AB')slnO  ' 

sin  f=   -        "      N  -—        ■  ■".in...1,  i  .■■>  in) 

V^*  +  B*—2ABcos6)(A'2  +  £'*—  24'£'  cos0) 

3.  Premiere  methode  de  Iransformation  des  cordonne'es 
da**  ie  plan.  Fassons  actoellement  h  la  recnercne  des  formnies  en 
qnestien.    Soient 

y—ar— £=0,    p-a'x— b'=0  (2) 

les  dfnations  des  denx  droites  qne  Ton  vent  prendre  pmir  les  axes 
des  nonveiles  coordonnees. 

IFnii  point  qnelconqne  M,  pris  dans  rangle  de  ces  denx  droites, 
ah^lpsoDs  snr  elles  les  perpendlcnlaires  respectives  MD,  MD',  qne 
ups  representerons  par  d,  d';  pnis  meaons  ä  ces  inöines  droites  les 
paralleles  Mff9  MP'  par  le  point  M.  Si  nons  designons  par  x  et  y 
les  anciennes  coordonnees  dn  point  Mf  par  ^  et  y'  les  coordonnees 
i,  soas  aarons 


MP=p,  OP=x;    MF=p\  OF^x\ 
Les  trlangles  MDFf  MD1  ff  nons  donnent 

d  =MD  =MP'.sihMP'D  =y/slnF, 
d' = JW  =  JT^.sinW^  =c  a?'sio  V. 

Or  sl  nons  faisons  obserrer  qne 

/W=*r  +  *,    PN'=:a'x  +  b', 


(3) 


9* 
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(N  et  N'  6tant  les  poInts  d'intersection  des  deu  droites  <TX',  OT 
avec  Ja  llgne  menee  par  le  poiot  M  parallelement  ä  l'aotiei  axe  to 

y);  d'oä  oous  voyoos  qae 

MP—PN  =y—ax  -b  >  0, 
UP—  PN'=y— afx— *'<0; 
nous  avons  aussi 

(y— as— -6)slnfl        >/—  —  (y— afx— flQslnfl 
""  Vl  +  a*  +  2«cos0 '       ""  Vrr+^+"2a7cösö * 

eo  m6me  iemps  qae,  d'apres  d°.  2, 

(a'-ö)slnö 


s!nF  = 


V(l  +a2+2«cos0)  (1  +<i'H2a'cos0) 


(Ol) 


Sl  nous  mettons  ces  valeurs  dans  les  relatlons  (3),  noos  obttendras 
les  deox  äqaaüons 

.,    «.    h  —       (*-«)* 

y-g'g— 6'  =    r— 1   „     '  =; 

Vl+aa  +  2acosd 

doot  la  Isolation  foarnlt  les  formales 

«— «'      Vl+aa+2acos0      Vi  +a*+2*'cos0 

ab'— bat  .  «*  .  «y  '   ™ 

*— «*       Vi+a*+2«cos0     Vl+af*+2a'case' 

Sl  les  deax  droites,  prlses  poar  axes  des  coordonnfes  nomreflot 
sont  repr&entöes  par  les  equatlous 

Ay+Bx+C=0,    Ay  +  Rx  +  C'^O, 

i  I 

les  quatre  formales  precedentes  se  cbangent  eo 


Vi4/a  + ^—2^^008  0 


(V) 
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iC—  CA' AT  A'tf 

*~      AB—BA?    \TA*+B*-2ABcosß    V  A^B^-tABcne 

__C'B~BC  Baf Btf 

9  ~      AB—VA    V  AHB*-2ABcwe    V  ji*+jra-24'£'cos0 

Dans  le  cas  oü  les  anciens  axes  sont  rectangolalres,  ces  formales 
•e  Umplifleat  et  se  rädalsent  ä 

y— aar— 0=     _-==-,   » — tfT  —  b'—     .       '  -\    (VII) 
«-*     ^l+a^Vit«*'   j  (yin) 

_CA—AC  Art  A!tf 

*-AB<-BA'  +  )rAP  +  B*  +  >/A*+B»' 

BC'—CB  Baf Bf 

*-~AB'—BAl     \TA*  +  B*      \fA*+B* 

4.  Deuxieme  methode  pour  determiner  le*  fbrmules  prece'- 
dentes.  Les  formales  (V)  et  (VI)  peavent  aassl  se  troaver  par  aoe 
Btt&ode  dlffärente  de  celle  qae  noas  yenoas  d'employer. 

Solent,  en  effet,  a  et  ß,  a'  et  0'  les  angles  qae  foot  les  deax  droltes 

nrec  les  deax  axes  de  coordoonees  OX  et  07.    Eo  däslgnant  par  £ 
et  f  les  coordonnles  de  I'lntersectlon  des  deax  droltes  (4),  on  a 

CA-AC*        _BC-CB 
p"AB  —  BAtS     t  —  AB'  —  BA'9 

x'slnfJ  +  yslnö' 

*-*" Stoß — ' 

x'Siaa  +  v'Biüa' 

"-'  = me 
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■ 

Or  od  sali  qae 

stna      __3laa_    _     B 

sln(0— a)~~slo?~a""~     A' 


asinß         — flslnfl  . 
tÄiga=t=i+acosöÄi4— Bcosß9 


d'oa  oo  dldalt 
slna= 


flsinö — flelnfl 

\^lfa2  +  2acosö  ~~  Vä*  +  B*— 2 AB  cos  0 ' 

^ glnö ilslofl . 

**        Vl+a*  +  2acöf6~~  VA*+B*— ZABcosß' 

a'slofl  —  B*s\n6 

sioa'  = 


slo/3'= 


Vl+fl^  +  fcl'COSÖ        V^  +  JF2  —  Sii'tf'COSö' 

sind  i'slo0 


Vi  +  a*  +  2a'cosß      \f  A*  +  £*  —  2i'#cosd 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  egalites  (5),  oo  obtlent 
__  CM—AC      A& Ä'sf 


y  = 


ilff  -  BA'     V>  +  B*—2ABco8ß      V^+^^'ä'cos  6 

BC'  —  CW B& *Y . 

AB— BA      V*A*+B*—2ABcosO      \Ta*+B*—2AB'C08  8  ' 


resultat  identiqne  avec  les  fornroles  (VI). 

Multlpllons  ces  denx  dernleres  egalites  respectivement  d'abord 
par  B  et  A,  pals  par  &  et  A9  et  ajoatons  chaqae  fols  les  prodetts, 
nous  troavons  alnsl  qae  ,,. . 

^  +  ^0?+^=  77========-=^=====, 

SfA*  \BT*—  2  AB*  cos  G 

•  V>  +  £*  — 2ilffcosÖ 

fennries  ^föf  ont  dejä  &6  obtenoes  et  qni  sont  conformes  avec  (T). 

Chapltre  O. 

Dlveloppements  d'nnc  fooctloo  entlere  da  second  degre 

d'ane  ou  de  plusiears  variables. 

5.  Developpement  cfune  fönction  du  second  degre  en  valeur 
des  derivees  premieres  des  variables,  Le  donble  d'une  fooc- 
tloo entlere  do  second  degrl  f(x,  yy  *,....)*   d'nne  oo  de 


/ 
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piaslears  variables  x,  yy  s, ....  peut  tonjotr»  se  mettre 
sons  Ja  forme 

*/'+#"+«/*  +  ...  +  «* +  ty+«+ ....+%g,        (l) 

*  y    -     » 

oö  ö,  0,  r,....  representent  les  coefficients  des  termes  du 
Premier  degre,  et  g  le  terme  tout  connu.  En  effet,  cette 
foncüon  etant  da  secood  degre,  nous  avoos,  par  le  theoreme  de  Tay  lor, 

*       y       * 

oü  R  desigoe  I'ensemble  des  termes  independants  des  variables.  Cette 
identite  devant  avoir  Heu,  qnelles  que  soient  x,  y,  *,....,  noas  pou- 

yoüs  y  annuler  ces  variables;  eile  se  change  alnsi  en 

■ 

f(h,k,l,....)=:ff  +  ah  +  bk  +  cl+. ...  +  /?,  (2) 

puisque  /(a:,y,  «,....)  se  reduit  hg,  etqaeles  coefficients  a,£,c,.... 
les  termes  du  premier  degrg  de  f(x,y,  *,....)  sont  les  termes  Inde- 
pendants des  variables  dans  les  derivees  respectives  /",  /",  f' ,.***.  . 

x       y      * 

Substttuant  dans  (1)  la  valeur  de  R  tiröe  de  I'equatieö  (2),  il 
noas  Tiendra 

x  y         %  -  •  "l  -5 


♦  «i 


—  (aA  +  tt  +  c/h  ....+.*),  (3) 

Cela  trouve,  rempla^ons  dans  (3)  h,  k,  l, ....  par  —x,  —  y,  —«,•...•} 
le  premier  membre  de  cette  egalite  se  reduira  h  g;  la  fonetioo  da 
second  membre  se  convertira  en 


,i  \ 


f(x,  y,  *,♦... )— 2(ät  +  by  +  <*•+ ....); 
taidtsque  les  termes,  qni  prlcfedent  cette  fonction,  se  chaigent  en 

-w+vr +«/'  +  ....), 

*         y         » 

et  m£me  temps  que  f(x%  y,  *,.•••)>  qni  est  indlpendant  de  A,  *,  /,...., 
restera  invariable.    L'egalite  (3)  devient  ainsi 

*         y        * 
— 2(ax  +  by  +  c*/+....)  +  (oar  +  ty +  £*  +  ....)  —  #; 
(Ton  nous  tirons 

x  y  * 
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r&nltat  conforme  h  l'enonce. 

6.  Applications.  '1°.  Sott 

f(x)  =  Ax%  +  Bx+Ci 
on  tronye  qo« 

lf(x)  =  xf  +  Bx +  iC.  (II) 

X 

2°.  Si 

f(x9y)  —  Ay%\Bxy\Cx%\Dy+Ex  \  F, 
on  anra 

2f(x,y)  =  */*  +pr+*>*  +  Ex  +  2F.  (JE) 

*         y 

8°.  Enfln,  ponr 

on  obtlendra 

IfCxtV^^xr+yr  +  vr  +  UCCx  +  Cp  +  Ct+F).      (I?) 

jr  y  z 

7.  lsolement  d'une  variable.  Tonte  fonctioo  entere  da 
aecond  degre,  qni  renferme  le  carre  d'une  variable  *, 
£tant  mnltipliee  par  quatre  fols  le  coefflclent  de  x,  est 
6gale  an  carre  de  la  dlriväe  de  cette  fonction  prlse  par 
rapport  a  x,  angmeiite  d'nn  terme  indlpendant  de  x.  Ed 
effet,  dans  ce  cas  la  fonction  pent  se  mettre  sons  la  forme 

f(x, y,  *,....)  =  Ax*  +  Px  f  Q9  (4) 

oü  P  repräsente  la  somme  des  co&flcients,  fonctlonsonnondey,*»— ., 
qnl  sont  multlplles  par  .t,  et  Q  I'ensemble  des  termes  independaats 
de  x.    On  en  dädnit 

fl=%äx\P9 

f*  =  4J*x*  +  W  Px  +  P*.  (5) 

Retrancbons  (5)  de  (4),  apres  avoir  mnltlplie  cette  dernlere  piur  44; 
II  vient 

Uf(x,yt%,....)  =  r*-(P*-IAQ).  (IV*) 

8.  Applications.    D'apres  cela,  on  tronve  qne 

1».   *A/(x)=:*A(Ax*+Bx+C)=r2-(**-'*AC);        (V) 
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*>.  Mrt*,ü)*=44(iy»  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex +F) 

=/*-(B*~4Atyx*-2(BD-2AE)x-(D*-t4F);    (VI) 
v 

8°.    lAKx,y,%) 

=4A(AjP+Ay* +iV+ 2Byz+2Kzx  +  2B"xy  +  2Cx\2Cy + 017"*  +  #*) 

=/*— 4(*"*— iW')jf*  -  *(&&  -  iiff)y» — A(B*  —  AA")%% 

—  8(Cß"  -  AC')y—8(CB'  -  jiC")*  -  4(C*— JJ).         (VII) 

9.  Isolement  de  deux  variables.  Tonte  fonctlon  entiere 
da  second  degre,  qnl  ne  renferme  pas  le  carr6  de  deux 
variables,  mais  lenr  prodalt,  peot  tonjonrs  s'exprlmer  eo 
valenr  du  prodnlt  des  d6riv£es  prises  par  rapport  ä  ces 
variables  et  eo  valeor  de  toutes  les  antres  variables. 

üne  teile  fonctlon  peut  Gtre  representee  par 

f(x,  y,  *),.•..)  =  Bxy  +  Mx  +  Ny  +  P.  (6) 

Die  dornte 

r  —  By\My    r  =  B.v  +  N; 

*  y 

et,  par  softe, 

f  .f = B*xy  +  BMx  +  BNy  +  UN.  (7) 

*   y 

fietranebant  (7)  de  (6),  apres  avolr  mnlttpllä  cette  dernlfere  par  B, 
ob  tronve 

Bf(x, y, %,  ....)=/"./"- (JflV— Äff).  (Vm) 

*   y 

10.  Applications.    On  a  alnsl 

1°.   Bf(x,y)=:B(Bxy+Dy+Ex+F)=r.r—(DE—BFy,    (IX) 

*   y 

20.    2*7tr,K») 

e=  2BT  (A***  +  2By%  +  2&%x  +  2£"xy  +  2Cx  +  2C"y  +  2C"s  +  F) 

=  p.f'—liBB  —  A"ff'y*-l(BC+  B'C,—B*C")% 

-2(4CC"~*"F).  (X) 

Chapftre  III. 

Application  de  la   transformatlon   des  coordonnäes  k  la 

recbercbe  des  asymptotes  de  l'hyperbole,  de  Taxe,  da  som- 

met  et  da  parametre  de  la  parabole. 

11.  Egualions  des  asymptotes  de  Vhyperbole.    Notre  mätbode 
ie  transformatlon  des  eoordonnles  et  l'expresslon  d'jine  fonctlon  da 
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secood  degrtf  eil  valeor  de  ses  dfriY&s  nons  peraetteft  dt  tttennl- 
ner  les  asymptotes  de  l'byperbole 

ainsl  qne  Peqaatfon  de  cette  conrbe  rapportfe  a  ses  asymptotes- 

Snpposons  d'abord  qne  Tod  an  mofns  des  carräs  des  denx  vMaUes 
se  trouve  dans  l'eqnatlon  de  Fhyperbole,  et  qne  ce  soit  le  carre  de  y; 
daos  ce  cas  A  o'est  pas  nnl.  L'eqnatlon  de  la  conrbe  peut  alors  se 
mettre  soos  la  forme  (VI)  da  o°.  8: 

Posons 

y(*)  ==(!?*- WC)*2  f  2(BD— 2AE)x  f  (D*—*AF). 

L'eqoation  (1)  eiant  celle  d'nne  byperbole,  B2  —  AAC  est  different  de 
zero  et  positif;  g>(x)  pent  donc  s'exprimer  en  valeur  de  9>'(*);  P'est- 
ä-dlre  qae 

__  DT) 9  AP 

i  (BD—2AE)*  -  (B*—±AC)  (tift—Uf) 

•  * 

de.. sorte  qae  l'eqnatlon  de  la  conrbe  sera 

&Ay  YBx^D)^-[xVB^^UC^^==c^ 

(BD—2AE)*—{B*-±AC)  (Ü*—±AF) 

B*-*AC  ~0' 

on 

,  +  iAH=0,     (I) 

XVIAi,+Bx+D-.tVB*=ÜC  -  ""         ,  J 

V  B*—*AC 

st  noD8  avons  soln  de  poser 

*~    B*=*ÄC +  *  w 

Pmans  les  den*  dr«ltes 
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— .  •   *  >l*»  i    "'iiu'  -v       Bu  "• •  2AJS        ^ 

24y  +  (Ä+V2ft-4iC)*  +  ^  +  ^=====0, 

(II) 
p>j      %AE 

poar  axes  de  coordonnees.   €es  Iqnatloos  rendent  les  seconds  mein« 
bres  des  formales  (V)  du  n°.  3  respectivement  ägaox  ä 


*f*A(A-  C)  +  2(B-2Acos8)(B—  Vä1  -±AC) 

—  ±Cx'\TB*— ±AC 

^4A(A-C)  +2(B—2Aeos6)(B+VB*—*AC)' 
dont  Je  produit  est 

V(A  — ■  C)2  +  (Ä  -  2A  cos  0)  (£—  2Ccos  0) ' 
Mettait  ce  produit  dans  l'equation  (I),  on  troove 


V0*--C)*  +  (*— 2icos0)(£— 2Ccos0) 

00 


=  #, 


,  „     H  V(A  -  C)2  +  (B—2A  cos  0)  (£—  2Ccos  0)  /m 

poar  f&tuatfon  de  Vhypcrbole  (1)  rapportle  aux  dem  axes  (II). 

La  forme  de  cette  equatJon  fait  voir  qoe  les  deux  droltes  (II) 
soat  les  deox  asymptotes  de  l'hyperbole  (1),   et  qoe 

H  V"  (i  —  C)*  +  (B—2A  cos  0)7*  -  2  C  cos  0)  _ 

Ä2— UlC  '  {iy), 

est  la  puissance  m&ne  de  l'hyperbole  (1). 

8\  A  et  C  sont  nuls,  l'eqnatioo  (1)  de  l'hyperbole  se  r£dalt  ä 

Bxy  +  Dy+Ex  +  F=Q,  *(*y 

filf   en  vertp  de  (K)  du  n°.  10,  se  change  en 

(By  +  0)  (Bx  +  E)  =  DE  —  ÄF,  (5) 

-.1 
<a'on  peut  mettre  sons  la  forme 

i[B(x  +  p)+D+£lp-*i{B(x--p)--D  +  g]*=DM- 
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Transportons  rotigine  des  coordonnees  an  polnt 

E  D 

I'tqnatlon  (5)  devient 

Bfix'y1  =  DE— BF.  (T) 

Ce  r&nltat  falt  volr  qne  les  dem  droftes 

By  +  D  =  0,    Är  +  £=0  (VI) 

soot  les  asymptotes  de  l'byperbole  (4),  et  qua 

DE— BF 
B* 

est  la  pnlssance  de  cette  hyperbole. 


(VID 


12.    Formation  de  fequation  aux  asymptotes  de  fkpperöoie. 

Maltipltons  entre  elles,  membre  ä  membre,  les  deux  £qaatlons  (II)  des 
asymptotes  de  l'byperbole  (1);  nons  obtenons 

W  +  BXP+  Cx*  +  Dy+Ex-AE*+?*-*DE=Q, 

Le  terme  tont  connn,  d'apres  (3),  est  egal  ä  F—H.    H  vleot  doiic 

Ay*+Bxy+Cx*  +  Dy  +  Ex  +  F—  J7=0,  (Yffl) 

poor  l'äqnafion  aux  asymptotes  de  l'byperbole  (1).  Nous  Yoyoos  alnsl 
qn'on  obtient  l'eqnation  aox  asymptotes  de  l'byperbole, 
en  retranchant  da  premler  membre  de  l'eqnation  de  la 
conrbe  le  terme  tont  connn,  qoe  foornlt  la  translatiöi  de 
l'origine  des  coordonnees  an  centre  de  l'byperbole. 

Soieot  tonjonrs'  p  et  q  les  coordonnees  dn  centre  de  ITiyper- 
bole (1);  nons  avons 

2AE—BD  2CD—BE. 

P~  B*-*AC'    q-  B*-*ACf 

d'oü  nons  tlrons 

,/    r.  .    m         AE*+CD*—BDE     „     „ 
-i(pE  +  qD)= &-IAC        =*-*** 

L'lqnation  anx  asymptotes  de  l'byperbole  est  donc  aussli 
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Od  Yoti  dem*  quer  Pow  avotr  l*eqaatLon  aox  asymptotes 
del'byperbole,  II  snffit  de  dlmlnoer  les  premieres  pals- 
saoces  des  variables  des  deml-coordonn£es  du  centre  et 
desapprJmer  le  terme  tont  coddö. 

13.  Angle  des  asymptotes  de  fhyperöole.     Poor  ayoir  cet 
asg-Je,  dous  aurons  reconrs  ä  la  formale 

.       w {mn— -niQslnfl 

wng  ^— 1  +  m'm"  +  (m'  +  m»)coa69    ,  w 

qai  donne  la  tangente  de  rangle  des  deux  droltes 

y=:fn4x,    p=zmnjr. 

Les  Iqaations  (II)  des  asymptotes  nons  dooneot 

» 

ffefc  B008  tlroos 

—  VSEZöc  c        „  ,  Ä 

mm—m'z=. -r ,    m'»r  =  -7,    m"  +  ro'  =  — -r- 

Sitattuaiit  ces  valears  dans  (6),  oous  tronvons  qoe 

,      w     -slpflVÄ»^TlC 

^^     A-Bcose+C    '  W 

et,  par  aalte, 

_  4--J?cos0+ C  ___ 

cosJF=    -  P        (H) 

V(i—  Cr)ft+(Ä— 2icos0)(£— 2<7cosd) 

^.w  —  sineVS3— -Lie  _^ 

StofTrsTT: _  .         (XII) 

^(4—  <7)2  +  (#— 2,4cos0)  (tf — 2Ccosö) 

14.  Equation  de  faxe  de  la  paraöole 

(pV~A  +  xVcr)*  +  Dlf  +  E*+F=0.  (7) 

Iitrodaisons  dans  le  carrt  an  terme  Indäpendant  k ;  requätion  devlendra 

(yV7+*V^+A:)H(i^WVi)y+(-E-2ifcVn^«+F-Äa==a   (8) 
Nterminons  k  de  manlere  qne  les  deux  droltes 

yVr5  +  *VrC,+*=:0,  (9) 

(1>— 2*VrI>y  +  (Är-2irV:Ü)ar+F-ita=0  (10) 
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■ 

«rtett  perpendlcaiaires.    II  safflra  pov  cela  de  sattofWre  fa  rigalitt 
de  condition 

1  +  m'm"  +  (ntf  +  m")  cos  6  =  0, 


oa  doos  avons 


\Tc       u         E—2kVc 


W  Z>— 2*VI 

Nous  obtenons  alnsl  J'eqaation 

D^Ä  +  EVC-2(A^  Cr>k=(D\TC  t  E\fl)to8&^etoOVlLC.i, 
qal  donne 

~  2(Ä  +  C—2cosd\fAC) 

II  Tlent,  par  solte, 

(D  \fÖ—E  STahVC—  cos0  VI) 


Z>— 2*VI  = 


4+(7— 2cos0Vi(7 


(UV) 


E     UKfg_     (D\rC-E\TA)(\rA-cosO\rC). 

A+C—2C0S6VAC 

» 

ce  qul  transforme  l'eqaaüon  de  la  parabole  en 

F(A  +  C—HeoB  6  VäC) 

+      d>Tc-eVa 

[P\TÄ+E>TC—  (i?Vg+£  V1)co30l«j 
4U+C—  2coseVJ*C)(Z>V^'--EV7))~   '     ™ 

Cela  obtenn,  preoons  pour  axes  de  coordonnees  les  deox  droites 
rectangulaires  *  ^', 
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(VE-  cos6\A)y-(VÄ-cos6\rC)*i™ 

[D\ri+E\rc-<Dyc+  mVä)***?       ^n 

En  verta  des  formnies  (V)  du  n°.  8,   ftqoation  (XV)  de  la  parabole 
deriendra 

(A  +  C-2cos  6STAC$ y,*=  (D  VC—  E*TÄ)s\iPe.xl.  (XVffl) 

La  forme  de  cette  equation  pronve  immediatement  que  la  droite  (XYI) 
est  l'aie  de  la  parabole  (7). 

15.  Equation  de  la  langente  au  sommet.  II  en  r&nlte  aossi 
qie  la  drotte  (XV11)  est  la  taugente  an  sommet  de  la  parabole  (7). 

16.  Parametre  de  la  parabole.  L'inspecüon  de  l'äquatioD 
(IVm)  dooiie 

o^-^  (m) 

2(/l  HC—  2cos0 VAC)* 

17.  Coordonnees  du  sommet.  Ce  polnt  est  rintersectton  des 
tax  droltes  (XVI)  et  (XVII).  £o  conslderant  les  equaüons  de  ees 
ligaes  comme  simultaneres,  on  tronve 

fVa 


D\TC—  EVA 


D(^A—cos6Vty(VC—co86V~A)  +  E(Vli--co86\rA)* 
~~  4(^+C— 2cos6V^Z(7)2  ' 

D(Vll—co8eVC)  +  E(\rC-cos6\rÄ)  D 

HA+c—icoseVAO  d^c—esTa'  * 

F)TC 

0  =2 


E\fA-D\fC 


_  B(V7?—  cosfl \TÄ)(VA -cosfl  VC)  +  D(\TA—co86VC)* 
~  4  (A  +  C— 2cos  6  V2C)a 

B(  Vg—  cos  0  VA)  +  D(V2  -  cos  fl  Vq  l 

'     4(^  +  C-2cosflV2C)  **KV2-*V7r     } 


les  Talents  de  <**  coordoanees. 


•  * 
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Chapltre  IT. 

Theorie  glnärale  de  la  ligne  drolte  et  du  plan  daas   la 

cas  de  coordonnees  obliques. 

18.    Avant  d'exposer  notre  methode  de  transformatlon  des  coor- 

»  donnies  dans  I'espace,  dous  nons  proposons  de  r&soudre,  pour  le  cas 

de  coordonnees  obliques,  tootes  les  questions  sur  la  ligne  drolte  et  le 

plan  qne  l'on  ne  tralte  ordinairement  que  daos  le  cas  d'axes  rectangnlaires. 

Nons  cbercberons  d'abord  les  conditlons  de  perpendicularite  des 
plana  et  des  droites,  et,  des  resultats  obtenns,  nons  deduirons  phi- 
sieors  relatlons  remarquables,  qni  ont  lien  entre  les  coefflclents  des 
gquations  de  droites  et  plans  perpendiculaires.  Nons  calcnlerons  en- 
snite  les  expresslons  des  dlstances  entre  les  points,  les  droites  et  les 
plans,  ainsi  qne  les  formnies  generales  qni  donnent  les  angles  des 
plans  et  des  droites.  Enfln  nons  terminerons  ces  präümtnatres  par 
le  calcul  des  eqoatlons  generales  de  lignes  droites  et  de  plans  satis- 
faisant  ä  des  conditlons  donnees. 

Dans  tonte  la  snite,  nons  deslgnerons  par  A,  p,  v  les  angles 
VOZ,  ZOX9  XOY  qne  comprennent  entre  eux  les  axes  de  coordonnees 
OYy  OZ,  OX\  par  X,  F9  Z  les  angles  diedres  d'incllnalson  mutuelle 
entre  les  plans  de  coordonnees,  enfln  par  ar,  y,  *  les  angles  XOy%, 
FO%x,  ZOxy,  qne  fönt  les  axes  OX,  OY,  OZ  avec  les  plans  Oy%> 
0%x,  Oxy.  Nons  repr&senterons  tonte  ligne  drolte  par  nn  systfeme 
d'equaüons  de  la  forme 

x— p  _y— q _%— r 

—<r-  ~ir--ir'  w 

oh  p,  q,  r  sont  les  coordonnees  d'un  point  de  la  drolte. 


$.  I.    Conditiom  de  perpendicn laritö  deidroitei  et  des  plant. 

10.    Conditions  de  perpendicularile  de  la  droite  et  du  piam. 
Snpposons  qne  la  droite  issne  de  l'origine 

x      v      % 
■  ä=ö=c  » 

soit  perpendicnlaire  an  plan 

Ax  +  By+  C*  +  D  =  0.  (8) 

Soient  P,  Q,  R  les  polnts  on  ce  plan  conpe  les  trois  axes  de  coordon- 
nees OX,  OF,  OZ;  /le  point  on  fl  rencontre  la  perpendicnlaire  (2); 
et  H,  Kf  L  les  projections  ortbogoiales  4o  pied  /  snr  les  trat» 
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Les  trlangles  IOP,  10  Q,  WR  sont  rectangles  en  /,  et  les  drpl- 
tes  IH,  IK,  IL  sont  les  perpendicnlaires  abaissfces  du  sommet  com- 
mon I  des  angles  droits  snr  les  bypothennses  OP,  OQ,  OH  Sf  nous 
representons  10  par  d,  döqs  anrons  donc 

6*^  OP.  OH=z  OQ .  OK-  OR.  OL.  (4) 

Cela  etabll ,  solent  x ,  y ,  %  les  coordonoees  de  l'extrlmlte  /  de 
la  perpeodiculalre  £;  nons  avons,  par  la  thäorle  des  projectlons  et  en 
?erto  des  äquaUons  (2)  de  la  droite, 

OH=x  +  pcosv  f  scosp  =  -(a-f  £cosv  +  cco&f*), 

C 

OK=y  +  »cosA  +  arcos  v  =l  -■  (ö  +  c  cos  A  +  aeos  v)9 

s 
OL  =  *  +  jrcosfi  +  ycos  A  =  -(c  +  acosp  -J-  £cos  A); 

et,  comme  l^qoation  da  plan  (3)  doone 

%  D 


obtenons,  en  snbstltnant  dans  les  £galltes  (4), 

m+beosv+cco8ii_ö+ccosl+aco8v_c+aco8ii+öeo9lL 
=  3  -  B  ~  C  *  © 

Teiles  sont  les  relatlons  necessaires  et  süffisantes,  ponr  qn$  je 
plan  (3)  soft  perpendlcnlaire  ä  la  droite  (2). 

Mnltlplions  les  denx  termes  des  trois  deraieres  fractlons  (I)  par 
les  foantites  respectl?es 

sin*A,    cosAcosp— -cosv,    cos  A  cos  v— cos  p; 
et  Pontons  terme  k  terme  les  fractlons  resultantes;  nons  tronvons  que 

Aa  +  Bö  -f  Cc       d» 

a 

^4sin*A  +  -ß(cosAcosft — cosv)  +  C(cosAcosv — cosp) 

_ ö 

~~  B $\n*n  +  C(cos pcosv — cosA)  +  J(cos*4CosA — cosv) 

__ c _# 

~~  Cs*n*v  +  J (cosv cos i— cosfi)  +  /?(cosvcosp--cosA);  w 

Tk«ü  XXVL  10 
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^=  1— COS*X— COSV  — C0S*V  +  2CO8AC0SfiCOSV,  (III) 

* 

^1=sIn2il8lnV--"(cosAcosfA — cosv)* 

= sin  V  sin  *v  —  (cos  j*  cos  v  •—  cos  X)a  • 

■ 

=  slB*vsInail — (cos  v  cos  X—  coap)*;  (IV) 

d'oü  on  tlre 

^C0SX==(C0SXC0S^-C0Sv)(C0SAC0SV-COSfi)— Sln*X(COS/iC08y— cosA),) 

^*cosf4=(cosf4Cosv-cosil)(cosfACosJl-cosv)  -sln*p(cosvcQsil~-cosfft),>  00 
^cosv=(cosvcosA-cosfi)(cosvcos^-cosi)— sin^vCcosAcos/i— cosv),] 

20.    Conditions  de  perpendicularite'  de  deux  plan».    Admet- 
tons  que  les  dem  plans  (3)  et 

A'x  +  ß'y+C^  +  ir^O  (5) 

soient  perpendlculaires  entre  eux.    Cc  second  plan  sera  necessairement 
parallele  ä  la  drolte  (2),  ce  qui  foornlt  une  premlere  relation 

Aa  f  B'b  +  Cc  =  0.  (6) 

La  perpendicularite  de  la  droite  (2)  et  da  plan  (3)  nous  donne  de  plos 
les  relatlons  (II).  Mnltiplions  par  les  qnantites  respectives  ay  b,  c 
les  deux  termes  de  chacune  des  trols  dernleres  fractlnns  (II)  et  ajon- 
tons  les  flractlons  resnltantes  terme  ä  terme;  noos  obtenons  ainsi  nne 
fraction  qui  devra  £tre  egale  ä  chacune  des  rapports  (II);  or,  en  vertu 
de  (6),  le  numerateur  de  cette  derniere  fractlon  est  egal  ä  zäro;  AI 
faut  donc  qu'll  en  solt  de  m&me  da  denominateur.  Noos  trouvons  alnsl 
la  relation  de  condition  demandee 

^^/sin«A  +  Äß/sinV+  CC'sta*v 

+  (A  B1  +  BA')  (cos  X  cos  ja — cos  v) 

+  (BV  +  CB')  (cos  \i  cos  v  —  cös  X) 

+  (CA'  +  AC)  (cos  v  cos  A— cos  f*)  =0,  (VI) 

qa'on  peat  encore  mettre  soas  Tone  oa  l'aatre  des  deax  formes  sii- 
▼antes: 

A  [A  sfnH+B(eos  X  cosja — cosv)+  C(cosX  cosv  —  cosfO] 

+ Ä'  [B  sin  V+  C(<h>s  n  cos  v— cos  X) + A(cosn  cosA— cosv)] 

+  G'[Csln*v+A(jco9vcosX^- cos^+ü^cosreosp— cos A)]=0,  (VH)  % 
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J[^'s!ii*1+  i?'(cosJlcosfi— cosv)  +  C(cosAcosv— cosfi)] 
+Ä[Ä*sinV + C"(cosfxcosv— cosi) + /J'(co?f*cos  A-  cos  v)] 

+  C\C'8lü*V+ A'(COSVC03k-C08ll)+B'(C08vC03tl-  COSil)]=0.  (VIII) 

21.    Condition  de  perpendicularite  de  deux  droites.    Consl- 


derons  les  dem  droites  (2)  et 


(7) 


qoe  noos  snpposerons  respectivement  perpendicnlalres  aux  plans  (3) 
et  (5);   ees  deux  droites  seront  perpendfculaires  entre  elles. 

Mnltlpltons  par  ü*,  &',  d  respectivement  les  deux  termes  des  trois 
denleres  fractions  (1),  et  ajootons  les  prodnits  obtenus  termeä  terme. 
D  aots  Ttendra  alnsi  nne  fractloo  eqaivalente  aux  fracttons  (I>,  Or, 
4aas  cetye  flractton  obtenoe,  od  a  le  denomlnateur 

Aat\Bb\  Cc  '  =  0; 

teaurärateur  sera  dooc  anssi  nah    Nons  obtenons  ainsl  Ia  relatlon 
de  endltion 

aa*  +  bb'  \  c& 

+  (bc'  +  cb0cosk  +  (ca'  +  acr)CQ<iii  +  (ab'  +  ba')cosv  =  Of     (IX) 

qil  exprime  qne  les  deux  droites  (2)  et  (7)   sont  perpendicnlalres 
tifre  elles.    Elle  pent  eucore  s'ecrire 

a?(a +b  cos  v  + ccosp,) 
+  b'(b  +  eeosk  +  acosv) 
+  &(c  +  öcosfi  +  6cosil)=0,  (X) 


o« 


a(a?+b'  cos  v  -f  c  cos  p) 
+  b(b'  +  c'cos  k+a'cosv) 
+  c(C+a/cos^  +  *'co8A)=0.  .0U) 


f.  II.     Relation«     re^arqtiA^lesentre    les     co>£f  ficieni«    de 

droites    et    plan«    perpcndiculaire«. 

22.    Condldärons  ia  droite  (2)  et.le  plan  (3),  que  noos  snppose- 
rons toqjours  perpeü^^J^es  ep^re  eux.    Representons  par  r  les  trois 

1 '        '    '    '  .::■"" 

rapports  egaux  (I)  ef  par   «  cbacnn  des  rapports  ägaux  (II).    Noos 
anms  ainsl  les  £galit£s* 

10* 
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a  +  öcosv  +  ccosii=Ar,  ] 

b  +  ccosX  +  aco8v=zBr,t  (8) 

c  +  acos(i  +  bcosk  =  Cr;  ' 

As\n2k-t-ß(coskcos (jl— cos v)-\-C(cosXcQ8v—cosß)~*B,  \ 
Bsin2n+C(costicosv—cosX)+A(cosnCQsX—cosv)=bR,  >   (9) 
Cs\n*v+A (cos v cos X— cos y) + /?(cos? cosp— cos X) = cii  / 

POSODS 

u*  r=  aa  +  £*  +  c*  +  26ccos  A  -f  2ca  cösf*  +  2o6cos  v,       (XH) 

0*=^*sin2;i  +  Ä2sinV  +  C2sin2v+2ilÄ(cosXcoa^— cosv) 
+  2ÄC(cosf*cosv— cosX)  +  2CA(cosvcosX— cos^i).      (XIII) 

Si  nous  mulliplions  les  equations  (8)  respectivement  par  a,  b,c; 
les  equations  (9)  respectivement  par  4,  By  C;  et  qne,  chaque  fols, 
noos  ajoutlons  les  resultats,  nous  tronverons 

u*  =  (Aa  +  Bb  +  Cc)r,  (UV) 

U*=(Aa+Bb+Cc)R.  (IV) 

Ces  relations  nous  pennettent  de  calcnler  les  valenrs  de  r  et  M  en 
fonction  seule  de  u,  U  et  4. 

Les  egalites  (I)  et  (II)  nous  donnent  d'abord 

r=(Aa  +  Bb  +  Cc)^, 


Ä  = 


A1  Jfi 


Aa+ßb+Cc  ö*9 
mnltlpllant  terme  ä  terme,   on  obtient 

Rr=4*.  dVi) 

Les  Sqnations  (XIV)  et  (XV)  nous  donnent  ensnite 

R      U* 

Par  ces  dem  egalltes  nous  obtenons  les  valenrs 

»     P  ^  «    ^  _1_ 


r 


\ 
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ftf,  e'iant  Wüsportees  dans  les  reiatlons  (XIV)  et  (XV),    fournissent 

üu  =  (Aa  +  ßb+Cc)A,  (XIX) 

28.  Comparons  actuellement  notre  Systeme  de  droite  (2)  et  plan 
(3)  rectangnlaires  ä  an  second  Systeme  de  droltc  et  plan  perpendi- 
enlaires  (7)  et  (5).  '.         '.    , 

En  representant,  dans  ce  Systeme,  par  r4  et  R'  des  qnantlt£s  ana- 
tognes  aox  rapports  r  et  R  dn  premier  Systeme,  nons  avons  de  m£me 

af  +  b'cos  v  +  &cosp= A'r', 

b*  +^  cos  X  +  a  cos  v  =  BY,  )  (10) 

C  +  a'cosp  +  b'  cos  A=  CV; 

i4'sln*A + ^(cosAcosfi— cosv)  +  C"(cosAcosv— cosp) = ttR, 
2Psln2ft+C"(cosfiCOSv— cosil)+^'(cosfiCOSil— cosv)=£'if,  }  (11) 
Csin^+^XcosvcosA— cosp)+Ä'(cosvcosji— cosA^^Ä'; 

eifltee  temps  que 

**=(A'af  +  &fi'+C'<?)r+t    tf*=(4'«'  +  £'$'+C'cOÄ';  (XX) 

et 

#  =  ^.^,    r'^—.A,    UV=:(A'a'+B'b'+C'<*)J.  (XXII) 

Posons 

r  =  oa*  +  W + cc' + (flc*  +  c^O  cos  X  +  (ca'  +  a&)  cos  p 

+  (a^  +  ^)cosv,  (XXm) 

V=AA'stan  +  BB'sln*t*,  +  CC's\n*v 

+  (jß'+BA')  (cos  Xcosit— cosv)  +  (fiC'  +  C#')(cosfiCosv— cosA) 

+  (6M'  +  .4  CO  (cos  v  cos  A— cos  f*),  (XXIV) 

Cela  falt,  maitiplions  les  ^galites  (8)  respectivement  par  a\  b'f  & 
et  les  Igalites  (10)  respectivement  par  a,  b,  c;  si  nons  ajontbns 
ehaqne  fols  membre  ä  membre  les  resultats  obtenns;  nons  anrons 

v  =  (A*  +  Bb'  +  CC)r = {A'a  +  Ä'ä  +  C'c)f.         (XXV) 
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4 

MalüptioDS  ensofte  lesrelatfons  (0)  vüA%B'9  &;  fcstäatMri£(lt) 
par  A,  B,  C;  sl  doos  faisons  chaqae  fols  la  somme  des  pitaMb 
obtenns,  noos  troarerons 

K=  (Aa  +  Bb  +  C'c)  R-(Act  +  B*,+  C&)R.        (XXVI) 

Remplacons  dans  res  egallies  r ,  Ä  et  r%  Jt  par  leurs  Yalevrä  (iVui) 
et  (XXII);  pnls  comblnons  les  resoltats  eonvenablement,  Dons  obtieiflnrit* 

Vv  =  (Ad'  +  Bb'  +  LV)*^.A*=(AUB  +  B'b+C*y*ffiA* 

=  (Aa'  \Bb'\Cd)  (A'a  f  B'b  +  C'c)  J*;  (XXVD) 

d'ofc  doos  tiroDs 

^=^:=(^<|i%'fCcO.^ 

24.  Od  sait  que  les  deox  plaos,  menes  par  l'orlglne  parallfele- 
mfebt  ä  (3)  et  (5),  se  coupent  suivaht  la  drdlfe 

y%  ff  at 

BC— CB'=  CA  —  AC  ^  AB—  BA'9  (12) 

perpendicnlalre  an  plan 

(b&— cb')x  +  (ca'—a&)y  +  (ab'—baf)%  =  0  (13) 

eondolt  suivant  les  deox  droites  (2)  et  (7).  Nous  avons  alnsi  u 
trolsleme  systfcme  de  drolte  et -plan  perpendiculalres,  qnl,  de  mtae 
que  les  denx  precedents,  donne 

(ÄC'— CB)UCA'— AC')co8v+(AB'—BA')cosin=(bc'—cb')8, 

(CA'—AC')+(AB'—BA')cosk+(BC'- Cß')co8v=  (at-aC)S,  \ (14) 

(AB'-BA4)  HB  C'-CB')cosii+(CA'—AC')co8k=  (ab'—baf)S; 

et 

(b& — cb')  sin  2k  +  (ca' — a&)  (cos  k  cos  ft — cos  v) 

* 

+(ab  —  ba')  (cosUosv— cosp)=(BC—  CB')s9 
(ea4 — ac')  sin  V  +  (ab* —ba!)  (cos  p  cos  v — cos  k) 

+  (£C  —  c£')(COSf4COSJl— COS  v)  =  (CA'- AC)*, 

(ab'—ba')sln*v  +  (£c'— cb4)  (cosvcosA— cosft) 

+  (eäf— ac4)  (cos  vcosp— cos  k) = (itffr— £if)#  J 

oü  &  et  *  desl&nent  des  quantltes  anälogaes  ä  r  et  7?,  de  sorte  qa'on  a 
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a=^.  (xxk) 

Nons  ponvons,  du  reste,  d&ennlner  S,  »  en  fonctioo  de  ü,  U',u,  W 
et  A.  Calcnlqns  d'abord  Ja  valeur  de  *.  II  nons  sufflra,  pour  celaj  de^ 
d&ermlner  l'expression  de  la  difference 

■ 

ä  ralde  des  deoz  dernieres  des  relations  (8)  et  (10);  or  cette  expres- 
ston est  tdentiquement  egale  an  premier  membre  de  Ja  preroieret  dea, 
eqoations  (15);  par  consäqnent,  nons  avons 

uu*      Ä 
*  =  &=  yjp.d*.  (XXX) 

Svbstltuant  cette  valeur  dans  la  relation  (XXIX) ,  nons  tronvons  qne 

'-5-5-  <m 

I 

Cela  trouvä,  posons 

W*  =  (BC-  CBT  +XCA'—  ACr>*  +  (AB'—BA*)* 
+  2(CAt—ACi)(AB'—BA')cosk 
+  2(AB'—BA*)(BC'—CB')co8t* 
+2(ßC-  CB<)(CA'—  AC')cosv,  (XXXII) 

«*  =  (bt—cb^stoH  +  (ca'— öcO2  sin  V  f  {ab*— bat)  sin*v      ' 

+  2  (bc* — cb4)  (co*— ad)  (cos  k  cos  ft — cos  v) 

+  2(caf—ad)  (ab'— baf)  (cos  p  cos  v —cos  k) 

+  2(ab'—bar)  (b&— cb4)  (cos  v  cos  k—  cos/*).        (XXXIII) 

Mnltlplions  les  Sgalites  (14)  respectlvement  par  BC'—CB', 
CA'—AC',  A&—BÄ,  et  ajoutqns  les  prodnlts  membre  k  membre; 
ms  tronverons  qne 

^  =  (Aa  +  Bb  +  Cc)  (A'a'  +  B'V  +  C'C) 

—  (^  +  Ä^+Cc/)(^'a+Ä'A  +  C'o), 
w,  en  vertn  de  (XIX),  (XXII)  et  (XXVIII), 


et,  en  redo^ant  ä  l'*ide  de  (XXXI), 
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W*A*  =  U*U*—  V\ 


(XXXIV) 


MnltlpliODs  ensuite  les  relatlons  (15)  respectirement  fctr  ö&^eä'9 
cä*  —  acJ,ab'—ba',  et  ajoutons  les  r£sultats  membre  h  membre;  il 
oous  vlendra 


& 


•?=(Aa + Bö+ Cc)(A'tf  \  &b'+ Cc?)-{Act  \  Bb\  C€f){A'a^  Bb\  C'c)9 


011,  comme  precedemment, 


füü^uuf      r»   UU'\ 
\     A* 


+  =  {—*--&-&)•> 


et,  en  rtdulsant  ä  l'aide  de  (XXX), 
Nous  voyons  en  m£me  temps  qoe 


S 


8 


oa  bleo 


W 
Uü4 


w 


utf.d 


(XXXT) 


(XXXVI) 


§.  HI.     Distnucec    entre    lea    point«,     le«  droits«   et  l«s  plan«. 

25.  Distance  de  forigine  ä  un  poitti.  Soient  xy  p,  %  les 
coordonnees  d'on  point  M\  d  la  distance  Oif;  et  a,  ß,  y  les  angles 
qne  fait  cette  drolte  avec  les  axes  de  coordonnees.  La  m&hode  des 
projections  noos  donne 


. ..«'.  ..i 


d  =za;  COS  a  |  ycosß  +  2cosy; 

*  tfcos«  =  :r  +  ycosv  -f  scosfi, 
(5cos/3  =  y  |-*cosA  +  a:cosv, 
dcosy  =  *  +  xcosfi  +  ycosX. 


(!•) 


(17) 


Mnltipllons  les  deax  membres  de  ces  e&alites  par  les  qaantites  respec- 
tlves  d,  x,  y,  *,  et  ajoutons  les  resnltats  membre  ä  membre;  noos 
troovons 

6*=x2  +  v*  +  %2  +  2yzco8k  +  2sMCOSp  +  2j'ycosv.(XXIVTr) 

26.    Distance  de  deux  points.    Coosiderons  an  second  point 
M',  dont  les  coordonnees  soient  x'f  y\  s';   transpörtons  l'örigfiie  en 
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ce  patnl;  et  solent  xlf$iy  *i  les  nouvelles  eoordonntas  du  point  M. 
Kons  arofts      *      •  ■ 

ä*  =  xx%  +  yt*  +  «i*  +  2y,Äj  cos  A  +  2%txt  cosfi  +  2xxyt  cosv; 

madSy  paisqae 

od  a 

arl=:j:— j^,    yx=y—y%    *!=*—*'; 

de  sorte  qn'il  vfent 

S*  =  (x— ar')*  +  (y— y0*  +  (*— *0a+2(y~y0(*-*7cos^   ,  ., 
+  2(*— *')  (j?  -  *  *)  cos  p  +  2(*  —  *')  (y  -  jO  cos  v.  (XXXVIII) 

27.  Distance  de  forigine  ä  tut  p/an.  Le  plan  Itant  reprg* 
sentee  par  l'lqnation  (3),  et  sa  distance  ä  l'origlne  par  la  racine  carrta 
4es  expressions  (4),  la  distance  demandle  sera  fournie  par  les  £qua- 
ttons  (II).  Poor  en  avoir  la  valenr,  mnltlplions  les  trois  dernieres 
frieüons  (II)  respectlvemeDt  par  A,  B,  C  et  ajootons  les  fractions 
restltantes  tenne  ä  terme;  noos  troaverons,  apres  avoir  6ffecta6  toa- 
teslesrednctioüs  evidentes  et  en  ayant  egard  aax  notations  (III)  et  (HU), 

■  DA 

*=7T  (XXXIX) 

28.  Distance  <Tun  point  ä  un  plan.  Transportons  Fortgibt 
an  point  doone,  dltermlnä  par  les  coordonnäes  x'>  y,  *';  I'gqnation 
(3)  da  plan  deviendra 

Ax  +  By  +  C*  +  (Az'  +  Äy*  +  C*'+D)=0, 

la  distance  de  la  nonvelle  orlgloe  ou  da  point  doone  an  plan  (3)  sera  donc 

ä  =  (^r<  +  Äy'+C*^Z>)^-  .    <XL) 

29«  Distances  d'un  point  aux  plans  de  coordonnees.  Le 
jrfn  (3)  se  confondra  avec  le  plan  des  y»,  sl  Ton  a  B=0,  C=Q, 
0=0.    Dans  ce  cas  le  denominatear  U  se  reduit  ä  A  sin  k ;  de  sorte  qne 

Ax* 

est  la  distance  dn  point  donnä  an  ptan  d£s  y%.   On  tronve  de  m£me  qne 

Ay'      x       A%' 


•  •. . » ■ 


seit  les  distances  da  point  donne  anx  plans  des  sa  et  ded  xy.    , 
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30.  Dißtance  (Tun  point  ä  une  droite.  Solefit  af9  jr,  «' 
les  coordonnees  do  point  M,  dont  II  faat  dltermlner  la  dJst*4C6  k,  1* 
droite  (1). 

Da  point  Jf  abaissons  sur  ia  droite  ia  perpendieolaire  JfP,  ei 
joignons  le  point  M  au  point  #  de  la  droite  dont  les  coordomfes  sent 
pf  q,  r.    Si  nous  posons 

JfP=d,   MN=P,   angle  IflVP=0, 

nous  anrons 

d*  =  P*sin*0, 

en  ni&ne  tenps  qae,  en  vertn  de  (XXX VIII), 

l*==(*'-jfl«  +  (ir'-f)«+(«'-r>» 
+*<?-*•  q)  (*'—  r)cosA  +»<*'— r)  (*'-*>)  cos  <*  +  2(*'-^)(#— £)*os  v, 

et 

•AP*sin*0=  J*=  (te'-^+c^r)2sinrH+^ca:^^ 

+  (ay'--&r'+0p--<i?)*sin*v 
+2(£*'— ctf+cq— br)(ca:'—  a%'+ar— cp)  (cos  k  cos  fi— cosv) 
+2(ar'— a*'  +  ar— cp)(ayt— bx'+bp— af)  (cos  p  cosv— cos  1) 
+2(«^— &r'+  bp—cq)  (b%' — <y  +  c?— *r)  (cos vcos X— cosp).  (XLIII) 

La  distance  cherchee  sera  donc 

d=£.  (XU?) 

31.  Distance  de  Vorigine  ä  une  droite.  Elle  s'obtlent  en  an- 
nnlant  x'9  tfy *'  dans  les  fornrales  (XLIII)  et  (XLIV).    On  tronve  alnsl 

7*= (cq— br)*sta*k  +  (ar— cp)*sta*ii  +  (bp— ^)asto*v 
+2  (cq—br)  (ar—cp)  (cos  p  cos  A— cosv) 
+ 2  (ar — cp)  (bp — af)  (cos  v  cos  p — cosA) 
+2($p— aq)  (cq— br)(cosX  cos  v— cosfi).  (XLV) 

32.  Distance  d'un  point  ä  une  droite  menee  par  forigine. 
Ponr  la  tronver,  il  nons  snfflra  de  faire  p  =  0,  ?=0,  r=0  dam 
l'expression  (XLIII).    Nons  obtenons  alnsi 
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7*=  (cy — te')aslnn  +  («'— cx'psin  V  +  (fc#— ayO*sln*v 

+  2(<y— HO  (osT-^RrO  (COS pCOS  A— cos  v)  i 

+  fc(<»4— cx*)(ba?— ap")  (cos  vcos  p^co&A)* 

+ 2  (far*—  öy')  (cy* — 6*')  (cos  X  cos  v — cos  ja).  (XL  VI) 

33.  DisUtnces  d'un  point  aux  axes  de  coordonnees.  L'axe 
des  x  est  representä  par  les  eqoatlons  y=0,  *=0.  Si  donc,  oons 
annolons  b  et  c  dans  la  valeor  (XLIII),   noos  trouverons  qoe 

-^  =y^sin*v  +  *'aslnV— 2^r(cosvcosf4— cosA);^ 

et,  comme,  dans  ce  cas,  u=0,  11  vlent  poor  la  distance  da  polnt 
*%  j^,  *'  ä  Faxe  des  x, 

JT*= y^sln V  +  **sinV— 2yV(cos VCos ja  — cos A).   (XLVH) 

Noos  troorerlons  de  m£me,  ponr  les  dlstances  aux  axes  des  y 
et  des  *, 

r*=:*'2S!tt*;t  +  ar*8U!*v— 2«V(COSlcosv— ew^t), 
Za=,r^sInV+y'astaail— 2ary(cos/*cosA— cosv). 

34.  P/ttf  courte  distance  de  deux  droites.  Sapposons  qoe 
ces  droites  soient  reprlsentees  par  les  eqoatlons  (1)  et 

Paria  deuxieme  droite  menons  ob  plan  parallele  k  la  premiere;  son 
eqnatlon  sera  ' 

(b&— cbO(x—  p')  +  (caf— a&)(y—f)  +  {ab4— bet)(%— r)  =  0. 

U  sofflra  maintenabt  de  determlner  la  distance  da  polnt  p,  g,  r  de 
la  premiere  droite  ä  ce  plan.    Noos  troovons  alnsl  que 

Ä  =  — ,  (XLVHI) 

w  noos  avons  / 

n—(bc,—cb')  (p-ff) + (m*-**)  iq—tf)  +(«*'— to')(^—^).  (XLK) 


55.  Pkis  eourte  dislahte  Kirne  droite  aux  axes  de  coor- 
tomtes  StffpoSbns  qae  la  setonde  droite  solt  Faxe  des  *;  ses 
tVmtions  seront  #  =  0,  *2=0;  de  softe  qo'on  a 

6'=0,  ^=0,  j>':=0,  ^=0,  r*i=tO, 
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Dans  ce  cas  w  devlendra 

a*  [^sta2*  +  casln  2p—2öc(eos  vcosf*— cosl)], 

pendant  que  n  se  redoira  ä  a'{cq—br).    Nous  aurons  donc  pow  la 
distance  de  la  droite  ä  Taxe  des  x, 

x=  (cg-ör)J  .      ^ 

V  ^sin2^  +  casin2f*  —  26?(cos  vcos  /»— cobA) 

Noüs  trooverions  semblablement 

(ar—cp)J 


Y  — 


Z  = 


V  c2sin2Jl  +  a2sin2v— 2cn(cos  Acosv— cosji/ 

(bp—aq)J 
Vä2sin2f*  +  £2sin2A— 2«*  (cos  f*  cos  A — cos  v) # 


§.  IV.     Anglei  des   plant  et  des  droites. 

86.  Cosinus  de  l' angle  de  deux  droites.  Soient  (2)  et 
(7)  les  äquations  des  deux  droites;  a,  ß,  y  et  af,  ß%  y'  les  angles 
qu'elles  fönt  arec  les  trols  axes  de  coordonnees  et  0  leur  angle  d'in- 
cllnalson  matuelle.  Considerons  sor  ces  droites  les  points  M  et  M' 
dont  les  coordonnees  respectives  sont  a,  b,  c  et  a\  ö',  &;  et  posons 
OM  =  u,  OM'  =  tS.    Noas  avons,  par  la  theorie  des  projectlons, 

w  =  acosa  -f-^COS/3  +  ccosy, 
wcosa  =  a  +  bcos  v  +  ccosft, 
tfcos0=6-f  ccosA  f  ÖCOSV, 
ticosy  =  c  -f  acos/i  +  b  cosA; 


(1») 


t#':=Vcosa'  +  £/C0S/3/  +  CCOSy',   , 

K'cosa'  =  a'  +  ä'cosv  +  c'cos/i, 
t/cos/J'=0'  J-c'cosA  +  a'cosv, 
t#'cosy'  =  c'+a'cosf*  +  0'cosA. 


(20) 


Molttplloi»  les  quatre  premiöres  egalltes  par  u,  a,  b,  c;  les  quatre 
auivantes  par  u\  et,  b',  cf,  et  ajoutons  cbaqoe  fols  les  resnltats  me«bre 
a  membre,  noos  trouvons  legaltte  (XII)  et  son  analogue  par  rapportä  W. 

Cela  trouve,  projetons  la  droite  OM'  snr  OM\  nous  obtenons 
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tfcos  0  =  a'cosa  +  b'cosß  +  c'cosy, 

Milttplloos  les  deaz  membres  de  eette  ägalltä  par  W,  et  les  trols 
dernleres  (10)  respectivement  par  ä>  6',  c\  puls  ajoutons  membre  ä 
membre.    Nous  aurons,  en  redulsant, 

!ä?(a + öeosv+ccosfi)      /      «(o* + £'cos v + c'cosf*)  \ 
+ b\b + dfcosA  +ocos  v)  ==  <  +  b(b' + rtos*  +  a'cos  v)  >  (LI) 
+ &(c+aeos(i +bcosX)      \  +  c(c'  -f  tfcosp  +£'cosA), J 
oa 

cosö==i*  (Ln) 

c'est-k-dire 

(un) 

ggf + W4  gg'-K^'-f  g^Q  cos  H(caf  f  ag')  cos  ft  -f  {ab'+ ba?)  cos  v 
V  öa  +  #*  +  <?a  +  2£ccos  A  +  2cacosp  +  lab  cos  v 

X  Vaf*  +  b*  +  c*  +  2£'c'cos  A+ 2eVcos  <u +2a/6/ eosv 

37.  Cosinus  des  angles  d'une  droite  avec  les  axes  de  coor- 
donnees.  Si  Ja  seconde  droite  se  confond  avec  Taxe  des  x,  11  fau- 
dn  que  b'=0,  c'=0.    Cette  bypotbese  rtduit  la  formule  precädente  ä 

Ö  +  &C08V  +  CC0SU  „_ 

COScr=     r.  „ s—„  (UV) 

\  a2  +  b*  + c*+2bc cos k  +  2ca cos ti+2abC08v 
On  tronverait  de  mfime 

£  fccosl  +  acosv 


cosß  = 


V  a*+b2-tc*+2bccosk+2cacosti+2abcosv' 

!(LV) 

c  +  aeosu>  +  &cosA 
-  cos  y  =  ■  -. 

V  ö«+  6*+<*+26ccosA  +  2cacos^+2abcos  v 

88.    Aftoti*  <te  rangle  de  deux  droites,    Ce  Sinns  est 

sin  0  =  V 1 — cos*0  = — ; , 

uu 

et,  en  vertu  de  la  formale  (XXXV), 

*•==•  (LVI) 


tromrons  que 


uw 

ilenrs  (XXXIII) 
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(LVD) 


SlD0= 


Mca'—ae^\n^+2(aö,-b^)(ö&-cä%eosUosv'T  coqt) 
+(«£'— te'j^iD^v  fr  2(^— c6')(ca'-^')(cos|*co8A— cosv) 


a*  +  2^ccosl  /    "ö^frÄ'tfcosA 

+02  +  2^0  COS  fi     %/       -fr  6*  fr- 21V  COS  p 

+c»  +  2ä^cosv        ▼        +  C/*  +  2ä'&'C0SV 

80.    Sintis  des  angles  d'une  droite  avec  les  eures  de  coor- 
donne'es.    Supposons  qoe  la  droite 

^— y.  —  1 

se  confande  avec  Faxe  des  o?;  on  devra  avoir  6'=0,  c'=0.    Intro- 
dnlsant  cette  hypothese  dans  la  formale  (LVII),  on  la  change  en 

V  ^slnV  -fr  g*  sin  V  +  26c  (cos  p  cos  v  —  cos  l)  nx—x 
Vö'+^H  c*+26ccosA+2<!acosf*fr-2«£cosv 

Od  aaralt  de  möme 


(LH) 


V^^sin^fra^sin^v  fr  2ra(cosvcosA— cosfi) 
sin  p  =  .  /-■         ••    "•= — . —        —  > 

V  a*+£*+*a+2tecos*+2racosfi+2a£cosv 

_  Vg*slny +  flttsln*y+2a0(co8*cosft-- cosv) 

sin  y  —    r        ~ — ■■■■  -*-     ■  —-^  v 

V  a2+^2+ca+2*ccosA+2racos^+2adcosv 
40.    Am**  <fe  V angle  d'une  droite  et  dun  plan.    St 

j=J  =  £,    4a?  +  Äy+OB  =  0  (21) 

sont  les  äqnatlons  de  la  droite  et  du  plan,  le  sinns  de  1'angle  chercM 
6  sera  6gal  an  coslans  de  rangle  eompris  entre  la  droits  (2 1),  et  la 
droite 

£  —  K.  —  * 

sopposee  perpendicnlaire  an  plan  ,(21).  •  ,ffous.*Yons,,tjpajFt.^tei, 

v 

8100=^. 

Reinplapuit  —  par  ea.valeur  (XXVIII),  oh  11  feudr«*  snpprüner  les 
accents  de  A%  B%  C',  nons  obtenons  i 


des  coordonntes  dorn  Je  plan  et  dam  fespace,  etc.         151 

.   A     Aa  +  Bb  +  Cc  A  nirs 

sln0  = —     fr  T  --,  (LX) 

011 

Aa+  Bb  +  Cc      


sln0  = 


V~A*s\n*k  +  fi*siny  +  C^sin2*  +  24Ä(cosAcpsfi— cosv) 
+ 2  BC(co9  n  cos  v — eos  A) + 2C^  (cos  v  eos  A~  co»ft) 


Vi— cosaA^-cosV—  cos*y  + 2  cos  X  cos  ^  cos  v 
W**  +  b*  +  c2  +  Zbc  cos  A  +  2<ucos  p + Vaöcoav 

41.  £?ftt<*  <fe*  angles  que  fcdt  une  droite  avec  les  plans  de 
coordonnees.  D6slgnons  par  /,  m,  n  les  angles  que  falt  la  droite 
(21)  avec  les  plans  de  coordonnees.  Si  le  plan  (21)  se  confoid  avec 
le  plan  des  g%,  11  faodra  que  Ton  alt  ß  =3  0,  C*=  0,  La  formule 
pricädeote  devlent  alnsl 


gVl— cos2A— cosy— cos2v+2cosAcosfiCQSv__  aA    _™ 
-'slniVraa+*a+ca+2^cosX+2cflCOSfi+2aÄcosv  "~l«sinA* 

Ol  anrait  de  m£me 

^_  b  \ri — cos*A  —  cos2u — cos2v  +  2cos  A  cos  u  cos  v       •  Ä/i 

sin  m  Täzs  — ^— —  ■  ■  -~~  *    jss2        *    • 

-*üif*  Vo2  +  *2  +  <?a  +  2tecosA+2cöCOSf*+2«*cosv     u9inP 
e  yfi — cos  2A — COS  2tt — cos  *v  +  2  cos  A  cosü  COS  V  -£<</ 

SÜllt  ==  ■  ■■■....  -=?= • 

Sinv  V  a2+£2  +  c*  f  2tocosA+2cacoSf*+2aäcosv     «sto* 

42.  jSfrra*  *te*  angles  que  fail  un  plan  avec  les  axes  de 
coordonnees.  Nous  designerons  ces  angles  par  a,  b,  c,  Si  la 
droite  (21)  se  confond  avec  Taxe  des  xy  nous  aurons  6  =  0,  c  =  0; 
ce  qui  donne 

.  A  V  1  —  cos2A— cosy— cosVf2cosAcospcosv    AA  _  "  ._ 

^    il*8in2A  +  2ili?(cosAcosfi--cosv)         # 


^Ä*siny  +  22?C(coSf*cosv— cosA) 
+  C^sta**  +  26V!  (cos  v  cos  A— cosf*) 
Ob  a,  fftne  ttanlfere  anatogne, 

rf  .  l?Vl--COS*A— COSV— :C0S2J/+2C0SAC08ftC08V       BA 

~         *~    ^asin2A  +  2i4£J(cosAcosf*— cosvj       T  'TT  \ 
+  Ä2  sin  y  +  2ÄC(cos  f*  cos  y — cos  A) 
+  C*sin*v+  2C4(cosv  cosA— cosfi) 
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C  V 1 — cos  aA— cos*  u— cos  *v42  cos  A  cos  u  cos  v       £ 
slnc= ^-  —  r =  — 

A*3[nH  f  2/fl?(cosAcosfi— cosv)  < 


+  £*sin  V  +2ÄC(cos/*cos  v— cos  A) 
+  C*sin*v  +2C4(cosvcosA—  cosp) 

43.  Sinus  des  angles  que  fönt  les  axes  de  coordüi 
avec  les  plans  de  coordonnees.  Representons  ces  angle! 
Xy%,  F%x,  Zxy.  La  djoite  (21)  £tant  snpposäe  confbndne  avec 
des  x,  on  a  6=0,  r=0;   ce  qoi  redutt  la  formale  (LV1II)  ä 

ta  tronve  ainsi,  en  geoeral,  qae 

sin^BSfn^=sin7skrsinfi=siiiZ^slDv 
=  ^=  Vi— cosH— cosafi— cos2i/-f2cos>lcosfiCOSv.  (1 

44.  Cosinus  de  ?  angle  de  deux  plans.  Sapposons  qu 
dem  plans 

Ax  \By  +  Cs  =  0,    AfÄy+C*=:0 
soieni  perpendicnlalres  aux  droltes 

lenr  angle  0  sera  egal  ä  celul  de  ces  droltes.    Noas  avons,  par 
s^qnent,  en  verta  de  (XXVIT1) 

v  V 


t086  =  JÜ?:=UlP  ( 


on 


AA' sin  H+(BC  +  ÜB)  (cos  (i  cos  v  -  cos  A) 

+ Bß*sln >  +  (CA*  f  J  CO  (cos  v  cos  A  —  cos  fi) 

_     1      +CC'sfa*v  +  (AB'  +  BA')(coskcosii—co8v)  n 

1        J2sin2A  +  2ÄC(cosficosv  — cosA)  j 

+  2**sInV+2C4(cosvcosA~cosji) 

+  C2sin*v  +  241?(cos  X  cos  p  —  cos  v) 


v 


^sin^A  +  2JB'C(cos^cosv— cosA) 
+  B*  sin V + 2  6'^'  (cos  v  cos  A  -  cos  f*) 
+  Caslnfv+2^'Ä'(cosAcosf*— cosv) 
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45.  Cosinus  des  angles  d*un  plan  avec  les  plans  de  coor- 
donnees.  Representons  ces  angles  par  L,M,N.  En  posant  B' =0, 
C  -Q  dans  la  formnle  (LXVI),  od  en  tire 

(LXVII) 

2f8in*X+  2?(COSilC0Sfi— COSv)  +  C(C0S)lC0SV  —  COSfi) 


C»L  = 


^l\T  J^siuH + #%in V+ C*sin V+2ÄC(cosfACOsv- cos*) 
*   + 2C^  (cos  v  cos  A^  cos  p)  + 2,42?  (cos  Jl  cos  fi—oosv) 

On  a  de  mftme 

f? sin V  -f  CXcosficosv— cos*)  +  ^ (cos ^ cos it -—cos v) 


CO0JT= 


rfB   aT    ^«sinn+Ä^sinV +C2sinav+2ÄC(cosfACosv— cos*)' 

*  +2CJ(cosvcos*— cos  fi)  +  2AB  (cos  *  cosfi— cos  v) 

Csin^v-f^CcosvcosA— cosfi) -hi?(cosvcosfi-cosX) 

ainvV      ^2si^a;i+^2sinV+C2sin2v+2ÄC(cosfiCosv-cos^) 

*  +  2C4  (cos  vcosA  — cosft)  +2^Z?(cos>lcosf4— cosv) 


^ 


i 


ü.    Cosinus  des  angles  des  plans  de  eoordonnees.    Deslg- 
ces  angles  par  X,  Y,  Z.     Poar  avoir  cosZ,   il  fandra  faire 
4  =  0,  ß=0  daos  la  formale  präcldente.    Noas  trourons  ainsi  qae 

■       COS  X  COSfi—  COS  V  y.«™.* 

•"*=— aasr~ ;  <umn> 

et  fe  mfane 

_     COS  fi  cosv  —  cos  il 

cos  x  = ~n- — -t" » 

sin  fi  sin  v 

COSV  COS  iL  —  COSfi 

€QB/= sin  v  sin  X 

47.    Afati*  ite  V angle  de  deux  plans.    Le  sioos  de  Tangle  des 
ta  plana  (22)  est  6gal  ä 


v 


1  — 


F1         Vtf1^'1— F1 


CPff'1  ~"         £^ 


Mettaat  daas  eette  expresslon  la  valeor  (XXXIV),*  nous  tromrons  qne 


gind=|j^7,  (LXIX) 


Tktii  XXVL  U 
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(LH) 


■      t 


SlD0= 


A     I       (BC'—CBy+WCA-AC%AB'--BA')CM  l 

\l    +  (CA' -ACT  +2(AB'-BA')(BC;'-CB^ea8ii 

J       +  (AB'~BA')*+2(BC'-CB%CA'—AO*>sv 

_  l         XV  1  —  COS**  — C0S2f*-— COS*V  f  2C03JlC03|tiC68V 


A*s\nH  +  2BC(eosfieoBv  —  cosA) 
+  Ä*  sId  *p+2CA  (cos  v  cos  X  -*•  eosfi) 
+  C*stn*v  +  2^Ä(cosAcos|»— cosv) 

J^sln»*  +  2£'C'(cos  (i  cos  v— eo»l) 
+  B*sln*ii  +  2C'^'  (cosv  cos  X  —  coäja) 
+  Casin2v  +  2il'i?/(cosAcosfi— cosv) 


48.  Sinus  des  angles  (Tun  plan  avec  (es  plans  de  coordon- 
nses.  Le  second  des  deox  plans  (22)  se  confondra  avec  le  plan  des 
y%,  si  Too  a  B'  =  0,  C  =  0.  Cette  hypotbese  rednira  la  formte 
(LXX)  ä  la  suivante 

^  V^g» +  €?»-  2gCcosT 
8inl== tfäEI '  <LXXI) 

Od  tronveralt  de  möme 


sin  M= 


slnJV  = 


A  S/~A*  +  B*^2ÄB  cos  v 

tf  Sin  V 


49.  Sinus  des  angles  des  plans  de  coordonnees.  ftoffle 
X  deviendra  1'angle  Z,  si  le  premier  des  deax  plans  se  confond  avec 
le  plan  des  x%.    En  falsant  donc  J^=0,   C  =  0,  on  tronve 


^  „  .  Vi-8 coa*A  —  cos V -»-  cos  *v  +  2ce$ Xzwu, cMt  . 
81D*—  slnXsinf* 

oo,  en  g£nera], 

sin J'sinpslnv  =  sin-TsinvsinA,  =slnZsinAsinfi  =  zf.  (LX1II) 
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§.  V.     Eqnations   des   droites  et  plana  perpendiculaire*. 

50.  Droile  perpendiculaire  au  plan.  Le  plan  Itant  reprlsentä 
par  requation 

Ax  +  ßp+C%+D  =  0,  (23) 

U  droite  abalssee  de  l'origine  perpendlculairement  sur  ce  plan  sera 
determioie  par  les  eqaations 

* 

^sJnaX+Z?(cosXcosn*--cosv)+C(cos  l  cos  v— cos  ft) 

_ V ...         ;,, 

B  sin  V  -f  C(cos  ft  cos  v— cos  ;i)+  4(cos  ft  cos  X—  cos  v) 

-    s 
=  Csinav+^(cosvcos>l-cosft)+^(cosvcosfi-cosX)'  (LXxm) 

Ponr  ayoir  les  coordonnees  dn  pled  de  la  perpendiculaire,  nons 
nattfpHons  les  dem  tennes  de  la  preiöiere  fraction  $at  A9  ceox  de 
la,  aefonde  par  B,  ceoi  de  la  troisleme  par  C,  et  nons  ajontons 
tarne  ä  terme;  nons  tronvons  ainsi  qne  ces  fractions  sont  Univalen- 
te a  •         *  ■•-..! 

Ax+Bp  +  C*  D^ 

le  pled  de  4a  perpendiculaire  a  donc  ponr  coordonnees 

**  * 

*=— 7^.[^slnaX+Ä(cosilcosfi-cosv)  f  OfcosAcosv  -  cos^)j, 


f=— =.[ÄsinV+C(cosftcosv-cosA)+^(cosftcosA  -  co&v)\)  (LXXIV) 

■■■ 

D 
*  ^-  t^.J;  |QtaVM(cosvcosiU  C0S^)+Ä(COSvCO9fk-C0S^)j, 

S4  la  perpendiculaire  devalt  ttre  abaiss£e  tfn  pofnt  x' ,  y,  i\  il 
*8riÄ  de  transporter  en  ce  point  l'origine  des  coordonnees,  IVqua- 
fioi  da  plan  se  cfttageniit  alnsl  en 

Af+  By  +  C%=^{Ax'  +  Äy'  +  CV  +/>) 

et  les  coordonnees  dn  pled  de  la  perpendiculaire,    rapportees  ä  la 
PtBttre  ortgtoe  äferäieol 
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X[/<8ln»X  +  ^(C08iC08fl— COSV)  +  C(C08ACOSV — cosp)], 

,      Auf  +  B^  +  Cif  -f  Z> 
.        *=• p y(LXXT) 

X[J?8illV+C(C08fAC08V  —  COSil)  +  ^(COSf4C08X— cosv)], 
X  [Csin  *V + i<  (cos  V  COS  X — COS  fi)  +  Z?(COS  V  COS  ft—  cos  X)]. 

51.  P/an  perpendiculaire  ä  une  droite.  La  droite  dtaat  don- 
nie  par 

x—p  __  y— g »  — r 

Mflnation  da  plan  perpendiculaire  condalt  par  l'orlgloe  sera 

(«  + Acosv-fccosp)*  +  (b  +  ccosl  +  acosv)y 

+(<?  +  öCOSft +  0cosA)*  =  O.     (LXXVI) 

Les  coordonnäes  du  pled  de  la  perpendiculaire  s'obtiennent  en  mal- 
tlpliant  les  termes  des  fractions ,  qui  forment  les  eqnations  de  la  droite, 
respectirement  par 

fl  +  ^COSV  +  CCOSfA, 
Ö  +  CCOSk  +  ÖCOSV, 
C  +  öCOSfA  +  ^COSil 

et  en  qjontant  les  fractions  räsultantes  terme  k  terme.    Le  pied  de 
la  perpendiculaire  sera  ainsi  d&ennlnä  par  les  coordonn&s 

#=  p  +  -|X[(«+^cosv  +  rcos^)p 

+ (6+ccos  H  a  cos  v)q + (c+öcos  p+b  cos  X)  r] , 

9      y^^-^LV-r  -r         w  .)  (LOTIO 

+  (6+ccosHacosv)?-|-(c-hicosfH  beosl)r]9 

i  =  r+  -jXKfl  +  Äcosv+ccos^p 

+(*-frcosX+öcosv)^+(r+öCOSfi+*cosX)r].  / 
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81  le  plan  derart  passer  par  le  polnt  x*  >  y1 ,  *' ,  l'lqnatlon  da 
plan  perpendlenlalre  seraJt 

(a  +  beosv  -f  ccoßp) (x—x')  +  (b  +  <?cosil  +  flCOsv)(y— y*) 

+  (r  +  acosfi  +  6cosJL)(ft— *')  =  0;  (LXXVIII) 

ei  le  polnt  d'lntersectlon  de  la  drolte  et  da  plan  aaralt  ponr  coordonnles 
*=P  +  -%.K,   y=g+^.Kt    %=r+^.Kf     (LXXIX) 

Ol 

JT=  (a  +  bcos  v  +  rcos  ft)(p— *')  +  (0  +  ccosil  +  acosv)(tf—  yO 

+  (c  +  acosp  +  £cosil)  (*—*')•  (LH!) 

52.    iVan  perpencttculaire  ä  un  plan.    Par  la  drolte 

x—p_y—g_  »— r 

prepasoas-nons  de  mener  an  plan  perpendlenlalre  an  plan 

Tont  plan,  qoi  passe  par  la  drolte  donnäe,   pent  Gtre  repr&enti 
par  Kqnatlon 

m{x—  p)      n(y  —  q)  _  (m+n)(%— r) 
ab  c  ' 

i«  m  et  n  sont  denx  Ind6termln6es.    Ce  plan  derart  Gtre  perpendl- 
calatre  an  plan  propose,  noas  avons  la  relatlon  de  condltlon 

mP  ,  nQ      (m  +  n)Rn 
Vi  Poa  pent  Icrlre 

*  •»  l'on  a 

P=zA*ln2X  +  2?(cos  A  cos  p  —  cos  v)  +  C(cos  Acosv— cosp), 
-  ß=iBslnV  +  C(cosf*cosv— co8k)  +  A(cosncosX—  cosv), 

J?  =  Csln*v+  i4(cosvcosil—  cosfO+Afcosvcosp— cosA). 
Or  ta  satUfait  ä  la  condKlon  (24),  en  posant 
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_      Q      B  BP 

ö       cy  ca. 


d'oa  qd  tire 


• 


_(»  +  „)  =  £-.£. 


Le  plan  dämaadg  est  donc 

od  bien 

(Qc— Bb){x— p)  +  (Ra-~ Pe){y -q)+(Pb- Qa)(%-r)=iQ.  (LXXXH) 

53.    Droite  perpendiculaire  ä  une  droite.    Noos  noos  propo- 
sons  d'abalsser  da  point  _r',  y',  *'  ane  perpendiculaire  aar  la  droite 

^^=ö^^,  (25) 

et  de  däermlner  les  coordonnäes  da  pied  de  cette  perpendteolatre. 

La  droite  cherchee,  passant  par  le  point  _r',  y*  y  *',  est  repr6- 
sentle  par  des  äqnatlons  de  la  forme 

_______--___.  ^ 

Comme  cette  ligne  est  perpendiculaire  ä  la  droite  donnäe  (25),  on  a 
d£jä,  poar  dltenniner  A,  ß,  C,  la  preml&re  relation  de  conditio! 


_•      i.  , 


_-(a  +  0cosv  +  ccosfi)  +  /?(£*  + c  cos  A-fa  cos  p) 

+  C(c  +  acosfi-f  *cosA)=0.     (27) 

La  ligne  (26)  devant  anssl  reocontrer  la  droite  (26),  on  a  nne  deu _eae 
relation  de  conditio. 


(A     c\/_-__     *'—r\     (B _  C\/s'-pi_*-*--t\ 
\a~cj\    b     ~     c    J~\b       cJK    b  e  ./ 


(28) 


La  resolation  des  denx  .gaattons  (27)  et  (28)  donne...  •     > 
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j,  _  t*?  —p     y'  —  g\  (b  +  ceosk  +  neos f*\ 

fx'  —p     *'  —  r\  /c  +  gcosfi+flcos^ 
(y1  —  q     x'  —p\  /gfr^cosvtccosfi^ 

Les  eqoaUons  de  la  perpendicolalre  demaodee  soot  dooe 

(LXXXIfl) 


a:  — -#' 


y-jr 


(y— g    »'-r\/c+gcosfi+6cosv\    /y'-g    a;'~/A/a-f&cosH-ccosfi\ 
*  c  )\  a  r\   ö  a  A  c  ) 


*-*' 


T'TÄ * ^+V"T-  — -stA' — « ) 

Poor  avolr  les  coordonnees  da  pied  de  la  perpendiculalre,  con- 
stdenros  comme  stmultanees  les  äqnations  (25)  et  (25).  L'llimloatiaii 
te  %  tonne 

,  _  Aa(%'  —  r)  —  Ac(x'—p) 


x—x' c     %        a 


A      "~        ^  -  £ 

^       C 
Si  dohs  reinpla^ons    —  ,     -   par  leurs  valenrs   tlrtes  da  (20) 

öoqs  trowerooa 
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(LXXXIV) 

x—  x1 y—y'_%—%1 obc 

A     ~~h    ""     C    ~«2f^fc2+2^rcosX+2cöCOS^|2a*cosy 

pour  les  gquatlons  qui  donoeut  lmm6dlatement  les  coordoandes  d«  pM 
de  la  perpendlculalre. 

54.  Equations  de  la  ligne  de  plus  courte  distance  de  deux 
droit  es.    Soieot 

a     ~     b     —     c    '   (30).  a1     ~^T~     *      <3l> 

les  Equations  des  deux  droites,  dont  ooqs  nous  proposons  de  d&er- 
miner  la  drolte  de  plus  coarte  distance.  # 

Par  l'orlglne  des  coordonnles  condnlsons  le  plan 

(b&  -cb')x  +  (ca'—ac')y  +  (ab'—ba')%  =  0 

parallele  ä  ces  deux  droites.    La  plus  courte  distance  sera  perpen- 
dlcnlaire  ä  ce  plan;  l'eqnation  de  la  droite  cherchee  est  donc  de  la  forme 

x  —  h      y—k      %  —  l  ,.-»».». 

oü  nons  avons 
A  =(bc—cb')&to*l  +  (ca'— ac/)  (cos Acosp—  cosv) 

+(a*'—*ö')(cosAcosv— cosp), 
ß  =  (ca* —ac')  sin  V  +  {ab' — ba!)  (cos  p  cos  v — cos  k) 

+  (b&  —  cb1)  (cos  ii  cos  X  —  cos  v), 
C  =  (ab'  —  &a0  sln*v  +  (bc'  —  c£'  (cos  v  cos  X  —cos  f*) 

+  (car  —  ac')  (cos  vcos  ft — cos  A). 

Cela  etant,  solent  />,  #,  Ä;  />',  #',  Ä*  Jes  coordonn&s  des 
points  d'lntersectlon  de  la  drolte  (LXXXV)  avec  les  deux  llgnes  (80) 
et  (31 ).   Nous  avons ,  pour  determlner  ces  coordonnees ,  les  sii  gqoattoiis 


(88) 


(LXOT1) 


P-P1 

A 

Q-Q' 
B 

= 

R— K 
C 

P-P 

a 

— 

9-q 
b 

— 

S—r 

e    ' 

P-P' 
a' 

=: 

ff-j 
b> 

.11 

ff—r1 

c' 

(84) 


Pur  les  qnatre  deraleres  nons  tronvons  les  vaJenrs 
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fiJ,  Maut  substitnees  dans  les  dem  premlferes  (32),    nous  donneot 
les  dem  equations 

ae(B(P— P,)=2Aba?(P— p)-Aab'(P'-p')  +  Aaa?(q-q'), 
**C(P*-P')  =  Aca?(P—p)—  Aa&iP'  -p')  +  Aaa'\r— r'); 
fo'on  peilt  mettre  sous  la  forme 

*(Ab—Ba)P-  a(Aö'-Baf)P'  =  Aa\bp—aq)—  Aa(b'p—#q^9 
*(4c—  Ca)P—a{A&—  Caf)P '  =  Aa?(cp—ar)—Aa(&p'—a!rr). 
De  eelles -ei  on  tlre 

*        ■ 

P— jr  _  (p  —  PUBS—  Cb*)  +  (g-tf)(Ca'—A&)  +  (r— rQUfr— Jgg*) 

Or,  par  snite  de  la  notation  (XXXVII)  du  n°.  24  et  de  la  rela- 
üm  (XXXV)  du  m&ne  nomäro,  Ie  denomfnateur  da  secood  membre 
estefal  ä 

Ia*  +  Mccosk  j  l       a*  +  2b'?cosX 
+  *2  +  2cacosf*  >  \  +  b*  +  2CW cos ti 
+  c*  +  2abcosv  '       +c*  +  2a,b'Cosv 
l      ort  \  (b&  +  cb*)  (cosficos  v— cosX)  \  * 
—  |  +  M' +  (co* +  oC)  (cos  v  cos  A- cos  f»)  >  .  (LXXXVÜ) 
v  -f  cc +  (ab' +  öa')(coskcosfi,— cosv)  ' 
n  vlent,  par  conslqnent, 

P—P       Q  —  Q       Ä— r  „ww— ™* 

"ra    •    ="7"  (Lxxxvni) 

^(J'-J*')  (**'-- C&0  +  (g  — yO  (fig*  -  ;IC)  +  (r—rOOM'-ltoO 

-^=^-=-^r-  (LXXXH) 

(p' -P)  (Bc-  Cb)  +  (qf  -q) (Cq-Ac)  +  (r9 -r)  (Ab -Ba) 

Teiles  tont  les  raleurs  que  l'on  obtient  poor  les  coordonnees  des 
ettris&s  de  la  plus  courte  dltiaoce  des  den  droites  (90)  et- (81). 
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Cette  ligne  de  plus  eonrte  distance  est  (Tailleurs  däerminle  par 
les  coäfflcients  (LXXXVI),  et  par  les  constantes  h,  k,  /,'  qu'on  peil 
preodre  Egales  soit  ä  P,  Q,  R;   solt  k  ?',(?,  K\   sott  eacore  ä 

i(P  +  n,  ÜO  +  P),  i(R  +  ff),  qui  sont  les  coordonn&s  du  polnt 
mllieo  de  la  plus  conrte  distance. 

0 

Chapltre  T. 

Nouvelle    methode   de    transformation    des    coordoiiales 

dans   1'espace. 

J.  1.    Transformation   des  coordonnees   dans  l'espace   lors- 
qne  les  oonreanx  axes  sont  dllerminls  par  leurs  dqaaftloas. 

55.    Passage  des  anciens  axes  aux  novveaux.  Les  troia  droites 

x—  P  __P— q      %— r 


ans 

f 

a 

b 

c 

x — p 

»—9 

% — r 

a' 

b' 

c'    ' 

x—p 

y-q 

s — r 

a" 

b" 

~      ' 

c» 

I  . 


;  t  - 


(0 


se  coupent  au  point  pf  q,  r;   nous  pouvons  doDC  les  prendre  pov 
axes  de  nonvelles  coordonnees. 


Solot  «,  ß,  y;  «',  ß',  /;  a",  0",  y"  les  angles  que  fönt 
droites  avec  les  anciens  axes;  et  k'f  p',  v'  lears  angles  d'toclinaison 
mutuelle.  Sl  noos  representons  par  x,y,  %  les  anciennes  coordonnees 
d'un  point  M  de  Tespace;  par  x* ,  y' ,  %'  les  coordonnees  nonvelles 
de  ce  point,  noas  obtiendroos  par  Ja  metbode  des  projections 

4?-r-p  +  (y— $)cosv+(*— r)cosp=;r'cosa+y'cosa'+*'cosa'r, 

y  — $+(*  —  r)cosA  -för— p)cosv=x'cosß+y'cosß'+%,co8ß;  J  (2) 

»— r+(o?— p)cosfi-f  (y  —  0)cosA=a:'cosy+y'cos/  +  %/cosy*. 

R&olvons  ces  äquations  par  rapport  k  x—p,  y—q,  s— r;  noos 
trouvons 

/f*(x-~p) 

=  ^[sinsXcosa  -f  (cosAcosfi— coäv)cos/3  +(cosAcosv— cosp)cosy] 

+  y'[sln*Aeo8«'+  (cosAcosp-  cos  v)cos/S'+(cos  Aeos  v— eosp)cosy'] 

4  *[sla*leo0  0*^(00*  Jleeop-cosv^ 


'.  t . 


** cefr&mnits  4km»  4*  plan  ti dam  l'ttptce,  #4*t>t     16$ 


=:X,[siü%fLCOSß  +  (COSflCOSV  —  COS  A)  COS  y    (-(COSflCOS *  —  C0Sv)C0p«}. 

+  ^[alnVco^P'  +(cosfiCosv— cosA)co3/  +(cosftcosX— cosv)cosa7} 
+ V  [slnVcos^+^osficosv— cos^cos/'  f  (cos  f*  cos  1— cosv)  cosa"], 

>(*— r) 

=  ar'[sill1VCOSy  +(COSVCOSil— COSfi)COSa  +(COSVCOSfi—  cos X)  cos/?] 
+  jff[sto*vcos/-KcosvcosA— COS^COS«'  -f(COSvCOSfi— cosl)cos/J'] 

# 

+  %'  [süi^vcosy^+Ccos  vcosJL — cosfOcosa"+(cosi/cos{fc-cosA)cos0"J. 
Or  dous  savoös  <iae  (14V  da  n°.  37) 

a  +  ^cosv-f-ccosa  ^  iccosA  +  acosv 

CMC   = — = - -,    COSÖ   = , 

u  r  u 

cosy  = £ ; 

,      a,  +  *'cosv+r'cosi*  ot     *'+r'cosi+a>cpsv 

""    '  %'' 0080'  = £7 — ~ >    ' 

.      c'+af  cos  u,+b'  cosX 

cos/  = ^ ; 

.     a^+^cosv+c^cosi»  ow     6"+c"caaJl+0*€OSv 

CttaTs- r-^jp ,    C08p'= • -g^ ! — » 

-     c"+a"costt+*"cosi. 

COSy"=— i jjT— —  f 

Ott  noas  avons 

W»  =d*  +  £*  +ca  +26ccosA    -f2cacosfi    +Zaöeosv,     \ 

I  ■  w 

tS* = «'» + $'*  +  c>*  +  2*  V  cos  X  +  2*V  cos  fi  +  2a' b'  cos  v,  >  (I) 

«"■= o«*  +  £"»  f  c"ft  +  2ö"c"  cos  A  +  2*V  cos  p  +  2a"£"  cos  v.  ) 

fiabtfltaait  ces  valeurs  dans  les  equattdns  prec&tentes,  et.  falsant 
ta  reductlons  Evidentes,  nous  obtenoos  les  formuleg  de  Irans-? 
ftrnutioii  tres  simples 

(  ax'     a'y'      «V     \ 


'1 


cor'  .  <rV 


cV 


,!.* 


tf     '     II'    "^   tl" 

'  ,  ■  •  ••  .•  .  ■  ;        1        •:  ,'n    -.10  J 

M.    Retour  de*  nomeauw  amts  axtx  ancit**.    t&oWms  ]& 
{fialiona  (II)  par  rapport  h  x' ,  y\  %' ;  nois  w  Uroo»  .  * 
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(ffl) 

t-af^ip—pWf-tV)  X  (9— ?)(cV-oV)+(*-r)(«'*'— *V), 


^y'-ix-pH^e  -Sb)  +(?-?) (c"a-«*c)  +  (»-*■)(*•* -*"«), 
£«'  =  (*-,»)  (6C  -  c*')  +  (p - *)(<*'  -  oC)  +(«-r)(«»/-»^); 

« 

oft 

=af(ö"c-c"ö)  +  b'(c''a—o*c)  +  c'(arb-ra)      !    (W) 
= a"  (bc'  -  c£')  +  *"  (^  -  *c')  +  *"  {ob1  —  ta*).      ' 

57.  Angles  des  nouveaux  axes  de  eoordonnees.  Paar  d&er- 
mtner  les  angles  d'lncllnalson  mntoelle  des  noaveaux  axes  der  coor- 
donndes,  noos  aorons  reconrs  ä  la  formale  (LI)  da  n°.  30,  qaidoaae 

(V) 
iiVcosA'  =  aY +b'b" +cV  +  (*'<?*  +  c9  bv)  cos  k+^^+^c^em^ 

+(a'b"+b'tf)GQBvf 
tt'ttcosfi'  =a*a  +  £"£  +  cV  +  (*"c  +  cnb)  cos  A  +  (c"a  +  a"<r)eoap 

+  (afb  +  baa)cosv, 
im'cosv'  =  aa'  +W  +  cc'  +(bc'  +  c*')cosA,  +  (ca1  +  ac7)  cos  p 

+  (a£'  fftaOeosv. 

68.  Determination  du  rapport  —r.  Poar  arolr  rexpresslan  de 
ce  rapport,  oü 

^'»  =  1  —  COS**'  —  COSV'  —  C0SV  +  2C0Sil,C0Sfi'C0SV/,      (YI) 

par  ranclenne  orlgioe  des  coordonndes  0  menons  trols  droltes  OM, 
OM',  OM"  respeettvement  paralleles  aox  öooveaax  axes;  sar  ees 
droltes  preooos  les  points  M,  M'9  M"  dont  les  coordonndes  solent 
a,b,c;  a',b'9c';  aff,bnt<r;  les  distaoees  OM,  OW9  OM* 
seront  dgales  k  u,  uf ,  u". 

Conslddrons  les  points  My  Af,  M"  et  l'ortglne  0  eomme  les  qaatre 
somneta  d*ni  tdtraedre,  dont  noos  ddsignerons  le  roloine  par  f. 
Noos  avons  par  la  trigoaoiDdtrie 
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1 

ei  par  la  Cttomitrle  des  coordonn&s 

C*mparaat  ees  dem  expressions,  nons  trouvoos  que 

A_      a&<r~aeb''\catb"-bat€!'+bt'a"--  cb'a"  _     e      f 

59.    Angle*  de*  nouveaux  axes  avec  lee  nouveaux  plane  de 
coordonnees.    Posons 

(vni) 

v»  =  (b'4f-&b")*sln*k + 2(&a?  -  «V")  (a'*"  -  b'a")  (cos  pcos  v~  cos*) 
+  l*er-*?e?p8tn*p+ 2(afb"  -  *'a")  (b'c"  -  c'*")  (cos  v  cos  A-cosjO 
+  (ptV-Ve/'ptii&v + 2(b'c*  -  «tt")  (Ca*  -  nV)  (cos  Acos  p  -cosv). 

=(*"c— ersinn +  2(c"ä— a^r)(«"£-*^i)(cosftcosv-cosil) 
+  (e-ra— a"c)asiiiV +*(«"*— ^«)(*#/c-c^)(cosvcosA— cos^) 
4-  (**»— *#a)asin*v  f  Wc—ePb)  (c"a  -  a"c)  (cos  X  cos  p— cos v)/ 

ss^— cb^sükH  +  2(ro/— aC)(abt—  ba* )  (cos  n  cosv— cosA) 
+  (€«'— ÄO*si»  V  +  2(o£'— toi*)  (b&—cV)  (cos  vcos  A— cos  p) 
+  («* — »aO*«**1*  +  Zibt—cb*)  (ca*—  <uf)  (cos  X  cos  p— cos  v). 

La  ftonrale  (LX1V)  du  n°.  48  nons  donne 

4=«*>    8Ü,i= ü> =  iSF'  (») 

ot  terta  4«  (TD),  de  (▼)  et  de  (XXXY)  dn  n°.  24,  il  vlent 

et  per  Mite  nuet 


tflB  #  os tot:   Wtmefre  atr  uns  mHkode  wmvette  de  tra*%fl*kmmfiim 

Je 


sin  T*wx* 


ufW' 


Je  ' 
stnZ'ar'y^^. 

CO.  Angles  que  fönt  entre  eux  les  nouveoux  plane  de  coor- 
donneee.  Ces  angle*  000t  fournis  par  les  formte«  (LXHI)  4»  «*»4§; 
qul  donnent,  eo  6gard  ä  (3) 

.    w  J'  Je    u"u  auf 


slnp'slnv'      uufvf*  W  '  w  9 


"* »: 


on  en  redoisant 

uJe 


sin.T  = 


«•*>"' 


$1  IL    Transformation  det  coorrdunoles  daat  l'ctpaee,   lör«- 
qae  !©•  nouveaax  plant  de  coordonnlet  §eat  dlternitad+par 

I©ur§  öqnations. 

*  - 

Ol.    Passaffe  aux  nouveoux  plans  de  coordonnees.    Soleat 

Ax  +  By  \C%    +D  =  0,   \ 
A'x  +  B*y  +C'%  +#=0,   >  (4) 


■  4 


les  noureanx  plans  des  y%,  mx9  xy.    Sl  noas  designons  par  p>  q,  r 
les  coordonnees  de  la  nootelle  origine,  les  droltes 


■;  i.  !•:'»   .  r- 


<  . 


tf'C"'—  £1?  Ä  C'A"—A'C* ~  AB?  —  #4" ' 


^—p        _      y— g  *-r 


-i-.il 


BC'—CB     ~CA'—AC'         AK—BA' 
seront  les  nonveaux  axes  respectifs  des  a?,  y,  *.    ftwWto' |i! 


■  1 


■>    .  t.'l 


\ 

1 
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+  WC"—  C"£")*+  2(C"4"  —AlC")  (A'B"  —  BfA")  cos  A 

+  (C'A"-A'C")*  +  2(4'*"  —  tf^")  (Ä'C"  —  C'B")  cos p,  f 
» 

Wä^  =  (BitC—  C"B)*  +  2(C"4  —  A"C)  (A"B  —  Ä"ji)cosA 

+  (CA — 4"C)»  +  2M"tf  —  B"A)  (B"C  —  C"2f)  cos  f*     >    (XI) 
+  (A"B  —  B"A)*  +  2(B"C—  C"B)  (CA—  A"C)  cos v, 

IT"«  =  (HC —  C»02  +  2(ß4/ — i4  C")  (4*'— A4')  cos  A 
+  (CA'  —  ACT  +  2(AB*  -  BA<) (BC—  CB*) cosp 
+  {AB9  —BAT  +  2(J?C-  CB*)(CA'  —  AC')C(J8v; 

F*  =  A'A"ün  *A  +  (tf'C"  +  C'B")  (cos  pcos  v— cos  A) 
+  B*B"sln*ii  +  (C'A"  +  A'C")(co9vco8X  —  cosp) 
+  C"C"sin*v +  (A'B"+  VA  0  (cos X cos  p— cosv), 

F*  = j4"j4  sin  »A + (Ä"C+  C"tf)  (cos  f*  cos  v — cos  X) 

+  B"Bsta*p  +  (C"A+A"C)(cosvcosX-co8p.)  )  (XÜ) 

+  C"Cs\n*v +U"B  +  BfA)  (cosUoSfi— cosv), 

F"»  ss  A4' sin*!  + (21(7' +  €»0  (cos  p  cos  v-- cos  A) 
^ÄB'sInV  +  (CA'  +  AC)  (cos  vcoßA-  cosfi> 
+  W  sin  av  +  (iLö*  +  BA')  (cos  A  cos  p— cos  v) ; 

17*  =i4*sinaA  +  2ÄCr(cosfiCosv— cosA) 
+  IPsinVf  2CÜ  (cos  v  cos  A .—  cos  u) 
+  Casinav+liÄ(cosAcosft — cosv), 

£P*  =zA*  sin  *A  + 21TC"  (cos  p  cos  v  —  cos  A) 

+ fsin  V+ 2CU'  (cos  v  cos  A — cos  \£)  )  (Hü) 

+  C^sin^y + MB1  (cos  A  cos  fi  —  cos  v), 

f^=4"1sinn  +  2jy'Cr"(cosftcosv--cosA) 
+ B"*sin  V+  2C"j4"  (cos  v  cos  A — cos  p) 
+  C"*sln9v+  21"2l"(cos  Acosfi— cos  v). 


-•»  t 
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D*aprfes  les  formales  (II)  nons  tronroas  qae 

(VC—CB")*     (B"C-C"B)tf  .  (*C'-CT>' 
(C'.l"-.l'C")s'     (C"i-^"C)y  ,  (CA'-AQ*    [(m. 

¥"0    |p -f      ^ +     yp, 9  1\M") 

_    _  U'B"  —  B,A!t)af     (^"*-<g"^)y     (AB'^BÄ^ 

TM?  '  TJT'  ■  IF"  * 

oh,  en  faisant  observer,  d'apres  (XXXIV)  da  n°.  24,  quo 
**  = ^ ,    IF*= ^ ,     ?F"*  = ^ , 


_      WC-CB")**     (B"C-C"B)Jtf     {ßC'-CB?\M 
X    P~~  ^V*ü+  —  F*         Vtf"2*/2-  F*       V^WM^' 

_       (C'A"—A'C")Jxt     (CttA-AllC)dy'     (CA'-ACW 
*     *""  VüW'2- F*        ^U"*U*—  V*      VlFU*—  F"5'  fO^ 

(A'B"-B'AH)4a!  .  (JL»B—B"älA?  .  (ABi^BAi)M 


62.    £e#  anciens  plan*  de  coordonnees  sont  recUmguMro* 
Sl  les  ancieos  axes  de  coordonnees  sont  rectangnlaires ,  U  vlesdre 

yf  =  l, 

f=A'A"+B'B"+C'C",   V'=zA"A+B"B+C"C,   V"*=AA'+BB'+CC 

Les  formales  präcädentes  deviendront  alors 
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(XVI) 

'  (B*C"^-C'B")x' u_ 

X~P  "  VU*+£*+  £*)U'*+^*+£"2)--(ii'ii''+Ä'2f"+  (7'C'O* 

(ITC-  C"2f)y' 


VU"*  +  Ä"»+  C"/*)(ila  +  Ä«+  C*)—(A"A  +  B"B  +  VW 

[PC*  —  CTQ  »'  ; ^L_> 

t 

_ ;;  ;  jC'A'.'-.A'G'')*'  .       ,  , 

1    '  "~  Vr(J*+>«+  C"2)Oi"2+Ä"2+  C"2)  -  {A'A"+B'B"+  C'C")* 

(C"A—AuC)jf 

+  V"(4"»  +  IT"2  +  C"2)  (ii2  +  Ä2  +#C2)  —  (ii"ii  +  B "B  +  C"C)* 
(CA'—ACW     

V  (A*  +  B*  +  C2)  (^  +  Ä'2  +  C"2)  —  (AA'  +  B&  +  CiCÖ2' 

(AMT-WA*)* 

V^* +Ä*  +  C"2)  W"2  +  V*  +  C"2)  —  U'ii"+ irj?"+  C'C"7)2 

V  (4"*  +  J?"2  +  C"2)  (il2  +  Ä2  +~C2)  -  U"4  +£"£  +  CCO* 
(Äff  —  Alp»' 

+  VMa  +  **  +  C2)  M* +>■  +  tf7a)  -  (iLi'  +  AF  +  CCÖ2' 

63.  £e#  anciens  plans  de  coordonnees  ainsi  que  ies  nou- 
9ems  tont  rectangulaires.  Dans  le  cas  oo  les  anciens  axes  ei 
les  noireanx  plans  de  coordonnees  sont  perpendiculaires,  ces  der- 
tiercs  formnies  re  reduisent  anx  snlvantes 


*-r= 


+ 


x—p=. 


(xvn) 

WC—CB")*' 


V  WM-Ä-H  C"2)  WH-Ä"1 + C"2) 


■  {B"C—C"B)if_  (BC'—CBW     

V  U"*+B"*+  C"*)  (ii2+^  +  C2)     V(i»+ÄH  C2)  (^AH  C*j' 
_ (CM"— iJ'C'Qa:' 

v    q~  VT&HB'H  C*j(A"*+B*+  C"2) 

^  (g^-4'CQl^  {CA'—AQ*. 

V(4^+  *"•+  C"2)  U2+  £H C2)     V^UH^+C^X^+Ä^+g^' 

(W-VA")* 

(  (A"B-B"A)ffl  (AB'—BA')z'   __, 

V  (A"»+B"*+0"*)  (AHBHC*)     V(4H  *H  C*)  (A*+B*4  C*)' 

Heil  XXVL  J2 
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• 

64.    Retour  des  nouveaux  plan»  de  coordonnees  aux  anriet 
Reprenons  les  formnies  genärales  (XV);  mnlilpUons  les  dem  mc 
bres  de  la  premlere  par  A,  cenx  de  la  seconde  par  B,    ei  ceex 
!a  faolsieme  par  C;  ei  ajonions  les  r&nltais  membre  h  membre. 
noas  faisons  observer  qne 

-(Ap+Bq  +  Cr)  =  Df 

9 

ei  qne  nons  posions 

AB'C"— AC9Br^\  CA'B"  -  BSC"  +  BC'A"  -  CBA"  =  E, 
nons  obttendrons  apres  rfductlons,  ei  par  analoge, 

EAaf 
Ax  +By  +0*  +D  a^  ^> 

A'x  +B>y  +  C>*  +V  =  v^=rk*   \         (XVI 

Si  les  anciens  axes  de  coordonnees  soni  rectangilalres,  ces  fi 
mnles  deviendroni 

Ax  +  By+Gs  +  D 

£& 

""  V  (A*+B*+  C*HA"*+B"*+  C"*)  -(A'A"+B'B"+C'CU)*' 

Ax  +  Vy+Ct+ir 

Etf  >(» 

"~  VV* +*"*  +  C"9)  (^2  +  **+  P)  —  U"A+B"B+  VC)*' 

A"x+B"y+C"%+D" 

==\C(2i  +  i^,+  CVÜ'2+B*  +  C'*y-(AA'  +  BB'+  CV)*' 

ei,  dans  le  cas  on  les  nouveaux  plaas  de  coordonnees  soni  en  mfe 
iemps  perpendicnlalres  enire  eux, 

Ex* 

Ax  +  By  +  G»  \D  ~  tfu*+B++c*HÄ,*+p*  +  0*y> 

Exf 
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65.    Calcul  du  rapport  -j-     Poar  arolr  ce  rapport,  II  sufflt 
4e  renplacer,   dans  la  fyrmole  (VII)  , 

a,  ö,  c;    af9  b\  &;    a»\  b" ,  c" 
rfspecthrement  par 

BC"—V/W\  C'A"—A'C",  AB"—B'A"; 
B»C—C"B,  C'A  —  A"C,  A"B—B"A; 
BO  —  CB',    "ÜA>  **AC  >  AB  —  BA'\ 

«t  *,  *%  *"  par  W9  W\  W".    Noas  ftreovoas  alnsi  qn* 


/t  ~  WWW 


4t 


(wro 


Si  Bons  sapposons  qae  les  anciens  et  les  noaveaux  plans  de  coor- 
tota&s  80leot  rectangolaires,  noos  deduiroas  de  cette  formale  qoe 

(AB'C"  -  AC'B"  +  BC'A"  -  BA'C"  +  CA'B"-  CB'A")* 

—  (A*+  £*+  C1)  (^*+ ß*+  C*)  (/*"*+  »"»+  C"*).  (XXH) 

#6.  Angles  des  nouveaux  axes  de  coordoynfcs*  H  jafllt, 
per  eela*  de  fitfre  dans  les  formales  (V)  les  m6,meö  eabstttattoop  |Q6 
da»  kf  tamfro  preeädent    On  a  alnsi 

»F'JF*  cos  *'=  PF"  —  VU*, 

IT''  IT  cos  fi'  =;  F"  F  -  V'V*,  \  (XIIH) 

HTF'  cos  •    =Kr-F'/[/"«. 

07.    Angles  des  nouveaux  plans  de  coordonnees.    La  /or- 
(LXI)  da  n°.  47  oons  donne  lmmädiatement 

sin^r  =  |;/^/ » 

fF',4 
■ü^BBg»  >  <™V) 

slnz  -  w,  • 


...••..•'  €/€/  ■'  .  '•■>•> 


Ar.-     ' 


66.    Anales  des  nouveaux  axes  avec  les  nouveaux  plans  de 
coordonnees.    Noos  troorons  de  satte,  ä  l'aide  de  la  formale  (LXI) 
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RA 

Blnr%'x'=~},    >  (XXV) 

EA 


ChmpHre  VI. 

Application  de  I«  transformation  des  coordonn^es  du* 
l'espace  ä  Ja  recherche  des  generatrices  rectilignes  de 
rhyperboloi'de  ä  one  nappe  et  dn  paraboloVde  byperboliqae. 

$.  I.    Equationt    des    glnlratrices    reetlligoes    de    l'hyper- 

boloide   ä   one    nappe 

f(x,  y,  z)  =  Ax*  +  A'tf*  +  A"%*  +  2By%  +  2B'*r  +  %B"xy 

+  2Gr  +  2C'y  +  2C"*  +  F=0.  (1) 

60.  Premier  cos:  L'un  an  molns  des  carrls  aß  de*  va- 
riables se  tronve  dans  l'equation  de  rhyperboloTde  et 
Tane  des  dlffärences  B"*—  AA',  B*—AA"f  qut  *etf*r~ 
ment  le  coefficient  A  de  cette  variable,  est  dlffärente 
de  z6ro.  Le  coefficient  A  n'ätant  pas  nul,  l'äquatlon  (1)  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  (YD)  dn  n°.  8: 

Af{x,y,%)  =  (A.r  +  B"y  +  #*  +  C)*-<p(y,*)  =0,         (2) 


ob  nous  avons 


..p 


»    '       Ä.i 


g>(y,  *)  =  (B"*—  AAW  +  2(Ä'ß"  -  AB)y%+ (B*-  AA")# 

+  2(CB"  -  ^  C'Xy  +  *{CB*  —AO%+C*—AF.  (8) 

Supposons  qoe  les  carres  des  deux  variables  y  et  %  De  manqueat 
pas  dans  la  fonction  (3),  et  admettons  qae  le  colfllclent  de  y*  ne 
soft  pas  nnl.  81  nous  mnltlpllons  par  B"*—AA'  tons  les  termes  de 
la  fonction  (3),  et  qne  nous  y  mettions  en  6?ldence  le  carri  de  <p'f, 
nous  obtlendrons 

ä[(ä"»— AA')t,+(B'B"-AB)z+(CB"-AC'jp-1>(i)i  ($ 


n  . 


:r 
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ri  f(s)  d&flgne  Tensemble  des  termes  venant  ä  la  soite  de  jo;'  ,  qai 
soot  Indäpendants  de  y ;  de  sorte  qae  noas  avons 

♦(*)=[(Ä'Ä'/— JA)2  —  (ß"*— AA')  (B*—  AA")]z* 

-2\(B'B»-AB)  (CB"-AC)  -  (#"»-  JJ')  (CA1-  46*)> 
+  (CB"-AC)*  -  (Ä"9— J  A')  (C*-  JF).  (5) 

Sofent  p,  q,  r  les  coordonnees  du  centre  de  rhyperboloi'de  (1); 
tisignons  par  D  le  denominateor  common  des  valenrs  de  ces  coor- 
donoees,  par  N,  N',  N"  les  nomerateurs  des  m£mes  valears,  de 
sorte  qae 

N  N'  N" 

L'eqiatlM  (5)  poarra  se  mettre  sons  la  forme 

*(*)  =  A  ( ihfl  -  2N"%)  +  A(AC*— %B"CC  +  4'C*) 

+  AF(B'*—  AA%  '  (6) 

Le  denomlnatenr  D  n'ftant  pas  nni,  noas  poavons  multlplier  les  dem 
«emfcres  de  (6)  par  D  et  mettre  en  evtdence,  dans  le  resaltat,  le 
earrt  ie  y\%) ;  noas  aarons  ainsi 

2ty(s)  =  A(D*—N")* + A  iß'^-AA1)  (NC+N'C'+N"C"+FD).  (7) 

MettoBS  cette  valeur  dans  l'expression  (4),  et  la  valenr  rlsnltante 
pov  ^Kjr, »)  dans  l'eqoation  (2).    Noas  troavons  ainsi  qae 

/fo  y,  *) 

+i>(Ä"*-jiy(         }  +  ^  UJ 

Tel  est  le  däveloppement  qae  noas  obtenons  ponr  la  fonction  gene- 
rale da  second  degrt  ä  trols  variables,  dans  la  trlple  hypothfese  de 

4=/=0,    B^-AA'ssf-0, 
AB*+  A'B*+  A"B"*—AAA"—2BB'B"=f=0  *). 


•)  Le  eigne  =^»  iignifl»  different  de. 
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Prenons  poir  plan*  des  nonveanx  xy,  **,  jp  lct  traia  plan 

(#"*— J4')0  +  (B'B"—Aß)%+  CB"— ^6"=0,  J       (8> 

Sl,  ponr  plus  de  slmpllcite,  noas  sopposons  qne  les  anciens  aics  mmt 
rectängnlaires,  les  formales  (XX)  da  n°.  54  noos  doiment 

— AD(B"*—  AA9) 
poar  le  nnmeratenr  common  des  valeurs  (XX),  et 

D(B"*-~  AA1),    DVA*+ß"*t 

A  V\B"* — AA')*  +  (ß'  B" —AB)*  +  {BB"— A'BT)* 

ponr  les  dänominateors  de  ces  m&nes  valeors.    Ü  fandra  donc  tm- 
placer  les  premlers  membres  des  equations  (8)  par  les-  qnaadt^s 

—D(B"*—AA')%f 

\T(W*~AA')*  +  (B'B"  ~AB)*  +  (BB"~  AB*)** 

-A{B*-AA*)tr 

dans  l'äqoation  (I)  de  la  snrface,  qol  se  change  alnsl  en 

.  Ä    A(B"*-AA')y* __  D(B«*-AA)%* 

Ax    "       >  +  J5J*       '  {&*-AAV\Oi'b»-Ab)±+(Bfr~A!m 

+  *C  +  N<C<  +  N«C%F=0  p 

Dem  cas  peuvent  se  presenter,  suivant  qne  D  est  posfttf  oa  negatIL 

1°.  Sopposons  qo'on  alt  D  <  0.  Poar  qae  1'equatlon  (II)  repre- 
sente  an  hyperboloi'de,  il  faadra  qo'on  alt  B"*—AA'>0.  Dans  ee 
cas  l'eqoatlon  (I)  poorra  s'ecrire,  en  posant 

NC+N'C'  +  W'C"  .  „     „  mv 

(Ax+  B«y+  B'%+ C\y<^-AAA%B'B"~AB  +  -£fp=^£) 
t  t  y  B"*—AA'     VB'^—AA' 

X(  A*\B'y+B'%\  C-tVB'^AA'-»—^8-  -  -?£^£) 

V 1?"*-  J^'    VB"*-AA' 


_    -AD       .  if"    Vau       y    V2&         ^ 

~  B"*-AA'{%~  T  +  -fl-i  <»-^ ST-)-         0») 
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Cette  eqoation  representera  nn  hyperboloi'de  a  nne  nappe,  sl  H  est 
pulüf.  Llnspectlon  dlrecte  de  cette  eqnatlon  fait  volr  que  les  dem 
syrtenes  de  generatrlces  rectillgoes  de  l'byperboloi'de  sont  reprlsen- 
tcea  par  les  deox  systemes  d'eqnatlons 

(V) 
AxHB«+Vß"*-AA')i,+(B'+-£f"~AI!-)*  +  C+  CB"-AC' 

—  AD<p    ,       N".VAR 
~B"t—AA'{*~  D  +~~D~)' 

19    K       sTB'-i-AA'  VB"*-AA' 

—Li  _^1'     ¥Jä\ 
""V*      D~    D    '' 

**+(*'+ <TR»%-A*)V+(ri>+  B'B"~AB)*+r^SBJZA£l. 

y  '  v        \B"*—AAy         ^VB"*—AA' 

—B"*—AAt(-*~  2  ~    D    '• 


**<ß-*rw=B»«w-££zg**c-  CB"-AC- 


V  B'*—AA'  VB"*—AA' 


m  eaeore  par 

(VI«    . 
Ax  +  Bf-+  B'%  +  C 


x(*     ADf  \s   m\   >nkfi. .    ad<p  \ 

=  *\V~B"*—AA'J  \*~  DJ"    W    Xr+TFfZ.AJtJ'- 
_ BlB"—AB         CB"—AC 
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et 

(WS) 
Ax  \  B"y  \Bf%\C 

_     .  /*    .       ADV     \  f      tf*\.  V2S/1  AD*'    \ 

~ _,W+  B"*-AA'J  \*~  DJ  +  ~~W    \^~B"»—AA')' 

______       BB"—AB     ,    CB"—AO 

_yl     ad*  \  f  tr\  __!Iy______  -'s 

— » ^*      B"*— AA)v~  Dj~    W   \p 7 B"* - AA'J 

0 

Si  D  est  posllif,  la  dlfference  B'*—AA'  ponrra  fttre  postttve 
on  negative,  mals  11  faadra  qoe  H  solt  negative,  ponr  qne  reqoa- 
tlon  (I)  palsse  repräsenter  an  hyperboloi'de  ä  nne  nappe.  Dans  ee 
cas  cette  äqnatlon  poorra  se  mettre  soos  la  forme,  dans-  Hypothese 
de  Ä"a— AA*>  0, 

(Ax+B"y+B'%+C+pVB"*—AÄ:+%r-  -t'  ^  -) 

On  en  dädolrait  encore  fecllement  les  eqaations  des  denx  syBte- 
mes  de  gän&atrlces  rectillgnes  de  rhyperboloi'de. 

70.  Second  cos.  Snpposons  malntenant  qoe  les  trols 
carres  manqnent  dans  l'eqaation  (1);  eile  devra,  dans  ce  cas, 
nlcessalrement  renfermer  au  molns  Fan  des  trols  rectangles  des  variables. 
Admjsttonsqie  le  coefficient  B"  ne  solt  pas  nul.    Noos  pouvcHfl»  mettre 

en  itfdence  le  prodult  f.?  dans  TeqoatloB  i 

*    y 

fix,  y,  %)  =  2Bp% + 2B'x% + %B"xy +2Cx + 2  C'y +2C>+F==0,  (9) 
qui  devient  alnsl,  d'apres  la  formale  (X)  da  n°.  10, 
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oo 

!>(«)  =  2£Ä%*  +  2(ÄC+fi'C'—  B'G  '>  +  2CC'—B"F.     (11) 

• 

*  Si  ancnn  des  dem  coefQcients  B,  B*  n'est  naJ,  nous  poavons  mettre 
etärldence,  dans  cette  deroiere  expression,  la  derlvee  y'{%)\  nons 
oMenons  alnst,  en  ayant  egard   aax  identttfs,    qai  ont  üea  entre 

D,NtN',  JV", 

— 2B"2ty(»)  =  Qhr-N")* + JVC  f  JV'C  +  N"  C"  +  2ß"0F.     (12) 
Sabstitnons  cette  yalear  dans  Inflation  (10),  et  nons  tronvons 

(IX) 
j^x,w,»i=i»'x^B%\C%B"y^Bx^Cnyjhr-N")HBB"=Q. 

t 

Poschs  actoelleinent 

.  /  •  > 

Ä"ar  +  2?»+d'  =  m  +  n,    ß"y  +  Ä'*+C'  =  m— n; 

ims  en  ttrons 

2m==Ä"(tf  +  y)  +  (Ä  +  Ä')*+C'  +  C, 

2*  ss  B"{a:—y)  +  (B—  ß')%  +  C—  C. 

Sntetttnant  dans  Fequatlon  (XVIII),  on  la  change  en 

-^  [»"(*-jr)  +  (B-ÄQ*  +  C'-C]* 

+  Ä!^  (D*-N")*  +  #  =  0.  (X) 

Tel  est  le  dlveloppement  qne  nons  tronvons  ponr  la  fonctlon  da 
seerad  degr£  k  trols  variables,  prtväe  des  carres  de  ces  variables, 
et  renfermant  les  trois  rectangles  des  nrämes  variables. 

L'iqnatlbn  (X)  representera  nn  hyperbolotde  ä  nne  nappe  1°  ponr 
2><0,  sl  Ton  a  J7>0;  et  2°  ponr  Z>>  0,  sl  Ton  a  J7<0,  c'est-ä-dire, 
en  glneral,  sl  D  et  H  sont  de  signes  contraires.  Dans  ces  denxcas, 
r^fution  de  Hyperboloide  ponrra  se  mettre  sons  les  fornes 

:         (B"x  +  B%  +  CO  (P"x  +  B%  +  C) 
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(B"x  \B%  +  O  (ß"x.  +  B4»  +  O 

de  cette  sorte  les  systfemes  de  gtnäratrfces  rectfllgnes  sont  exprfi 
par  fesk  dem  cooples  d^qaations 


D       f    — l»'' 


dl 


Ä"a:+Ä+C'=       l'(* 


(X 


f.  IL    EqnatiQnt   des   gänäraftriccs   rectilignet   du    parab 

loldc   hjrperbollqae« 

/fo  yf  *)  =  Ax* + J'y«  +  A"** + 2Äy* + 2ß'a*  +  2  J?"*y 

+  2Cr  +  2ety+2C»  +  F^:0.  (1 

71.  Cette  dqnation  ne  ponrra  reprfeenter  de  paraboloVde  typ* 
bollque ,  qu'autant  qae  ^(*)  oo  la  fonction  (6)  du  n°.  60  soit  da  pi 
mier  degre  par  rapport  k  »;  cette  condltion  exlge  qne  Ton  alt  />= 
et  JV"  dilKrent  de  zlro.    Dans  ce  cas  cette  fonction  se  rgdntt  k 


coordonntes  dam  ie  plan  et  dam  i'espace,  etc.  179 

st  nous  avons  sota  de  poser 

AC*— 2B"CC'+A'C* 


B"*—AA' 


+  F=K. 


Svbstttnaiit  cette  expression  dans  (p(y,  %)  et  la  valeor  resoltante 
**■*  f{xy  p,  *) ,  nous  tronvons 

Afe,  y,  %)  =  (Ax  +  B"y  V B%  +  C)* 
-  g^l  ^,X  [(B*-AA')y  i  (B'B''~AB)%+B"C-AC? 

D  n'est  pas  inntile  de  faire  remarqner  qne  J'hypothese 

(B"*-r  AA')(B*— AA")  —  (B'B"-AB)* 
=(B"*—AA')(B*-A'A")  —  (BB"—A'B')*=AD=0, 

anbinde  avec  l'6galit£ 

JV"  =  C"(i*J'— £"*)  +  C(ßB"—  A'B*)+  C'(B"B—AB), 

taue 

vD  est  evident  qne  I'equation  (XV)  representera  nn  paraboJoi'de  hyper- 
tottque,  sl  Ton  a  B'*  -  J4'  >  0.  Or  cette  äqnatlon  pent  aussi  s'ecrlre 
te  la  maaiöre  snivante 

fkms  cette  forme  on  voit  de  soite  qne  les  denx  systemes  de  gene- 
ratrfces  recülignes  du  paraboloide  sant  donnls  par  les  ^quattona 
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RißH^-AR 

Ax  +  y{B'  +  VS*  -  AÄ<)  +  «(!*'  +  ^===) 

ß"C-AC AI ' 

+     +  yTB*=7ük  ~  B«*-AA' ' 

r B'B"—AB 

Ax+y(B"-\TB"*-AA')  +  %(B'-  ^g— .^) 

_      B'C—AC'  Alf 


V  (XIX) 

B'C-AC  __W>*     K  ' 

72.  II  nous  reste  ä  conslderer  le  cas,  oü  les  carrfo  manqieot 
dans  l'eqnation  de  la  surface.  Poisqae  D  est  nul,  11  fandra  que  Pu 
des  trols  coefflcients  B,  /?',  B"  soft  egal  ä  zero;  admettons  que  ce 
solt  Ä.    La  foDction  (6)  du  n°.  69  se  redult  alors  ä 

t(»)  =  2(8*0— B"C")%  +  2CC  —  Ä"F,  (14) 

de  sorte  qoe  l'äqualion  da  paraboloVde  byperbolique  sera 

Les  denx  Systeme«  de  seneratrices  rectilignes  du  paraboloTde  sont 
dODC  exprimls  par  les  £qnatlons 

f  (X») 
#"y  +  B'%  +  C'—ftB'C'  -  Ä"C")*+  CC— iB"F] ;' 

ß'a:  +  C'=^[(Ä'C'— ß'C")%  +  CC—  ifl*F], 

i     •  }(xxn) 


s  tians  It  p/iru  er  dant  Vetpace,    etc. 


App]  trat  Ion    de    la    Irans  Formation    des    coordoon£es    nn 

de veloppenient  il e  la  roelhode  de  M.  Piaecker,  ponr  la  dls- 

cdssIod   des  surfaces   da   second    ordre. 

(Mi-lli'ide  ilo  la  lipciirDjjniilinn  cn  i'wr^».) 

73.  But  et  ulilite  de  cette  me'thode.  Pannl  lontes  les  metho- 
des,  ijiij  um  ete  emplovees  ponr  la  dlscusslon  des  snrfaces  dn  second 
ordre,  celle  de  H.  Plücker  est  l'one  des  plus  faelles  et  des  plos 
elegantes.  Elle  consiste  dans  la  decomposlliou  eu  carres  da  premler 
membre  de  l'equnllon  de  In  sarface  et  repose  alnsi  directeinent  si 
notre  m  et  ho  de  de  transformalioo  des  coordonnees. 

Ponr  cette  raison  nons  l'exposons  dans  ce  memoire.  Noos  1 
doooons  avec  tous  les  detnils  quelle  cooiporte.  Les  resultats.  aui- 
qnels  eile  nous  coudult,  oous  permetlent  d'elahllr  Imme  diätem  ent  les 
raracleres  Hiial)ti<|ues  eileriears,  qui  dlstinguent  entre  olles  les  sar- 
hrrs  des  dlfTerenies  especes,  que  represente  l'eqaation  generale  da 
second  degre  ;i  trols  variables. 

74.  Dans  la  dlscusslon  de  ri'qualion  generale 

f{x,  y,  »)  =  Ax*  +  A'y*  +  A"%^  \ IByi  +  2ß'xe  f  1B"xy 

\  ICm  +  2C'y  \  2C'b  +  F  =  0,  (i) 

oons  dlstingueroiis  deux  partles  prlnclpales ,  selon  que  cette  equa- 
tlon  renfenne  au  aioins  l'an  des  carres  des  trols  variables,  oo  quelle 
neu  conti  ent  aneun. 


La  p 


La  premlere  parlle  comprend  etnq  ras.  suivnnt  qn'on  a 
!<■  deaominateur  II  dllTcreiit  die  zero; 


D  egal  ä  zero,  et  l'aue  des  trols  quaniiles  B"*—AA',  B*—A'A, 
B*—AA",  par  excmple,   B'"Z~A'A  dlfferente  de  zero,   et 

dem   des  trols  rapports   V..    .-,,  ,   (,7_  inegaux; 


B'^B 
'  C'~C-'' 


D  egal  ä  zero ,  B"*  -  AA  df  (Terelit  de  zero ,  et  . 

D  =  0,  B''%-AA  =  B'*—A"A~B*-AA  =  0,  etlestrols 

.    A      B"      B-       . 
rapports  z„    ^ ,    ^  Inegaox; 
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La.  denxl&me  partie  comprend  quatre  cas,  snivant  qoe 

1°    D  est  dfffärent  de  zfro; 

2°  D  =  0,  et  qoe  Tun  des  denx  termes  da  premier  degrt,  doat 
le  rectangle  manqne  dans  reqoation,  soit  dlff&rent  de  xdro; 

3°  D  £gal  ä  zlro,  ainsi  qoe  les  colfflcieots  des  dem  termes  da 
premier  degrl,  doat  le  rectangle  manqne  dans  r^qnation, 
mals  le  terme  tont  conno  dlfferent  de  zlro; 

4°  D  6gal  k  z£ro,  ainsl  que  les  co6flRclents  des  dem  termes  da 
premier  degrt,  doat  le  rectangle  manqne  dans  l'lqnattett,  et 
le  terme  tont  eonan. 


Premiere    Partie. 

75.  Premier  cot:  A  =/=  0,  D  =/=  0.  Noas  avons  vn  aa  n0.«, 
formale  (IUI)  qne,  dans  ce  cas,  le  premier  aiembre  de  r£qwttl#a  (t) 
ponyalt  se  mettre  sons  la  forme 

/tay,») = -A  (**  +  B  "y + B%  +  c>* 

-  A{B^ÄA^{Btt^AÄi)y  UB'B*-AB)%+(CB"~  AO)]* 

Cela  &ant,  prenons  ponr  plans  de  coordonnees~  les  trote  plan* 

/**  +  B"y  +  B**  +  C=0.  (5) 

Le  nnm&atenr  common  des  valenrs  (20)  da  n°.  64  devifcbt 

-ADIB^-AA*), 
pendant  qne  les  trols  dlnominatenrs  sont 

D(B>*— AA<),    D^At+ß'*, 

'     Ayf(&*^AÄT+  {&ir-AB)H{Bä"-ABi*. 

n  flandra  donc  remplacer  les  premlers  membres  des  dqnattow  (5)  par 
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—  D  {B"*  -AA)%' 

V(B"«  -JA1)*  +  (B'B"  -  AB)*  +  (BB"—A'B')* ' 

■  —AiBTt—AA*)* 


Ax'. 


%      i 


V^  +  Ä"9      ' 

rfiftlon  (S)  de  la  tfarfaee ,  qnl  se  chatf«  aiosl  ei 

A_m    AiB^-AA1)^     D(B«*-AA')** ** 

**         A*+ß~*    "   +  (Bu2-AA')H(B'B"-^B)t+(BBM-A'B)* 

Sooscette  forme,  noos  reconnaissons  Immedf  atement  qae  l'6qnation(I) 
oft  I'ljaatien  äquivalente  (1)  repräsente  nn  ellipsoi'de,  si  le 
itoonlnätear 


»•i     •  ;» 


D = AB*  +  AB*  +  A"B"*—  AA'A" — 2BBB" , 

est  atgatif,    en  mdme  temps  qae  l'expressien  B+^AAte 

Nous  voyoBs  en  oitre  qae  eet  ellipsoi'de  «st  r^el  et  ftnl, 
liffitment  petit  oa  imaginaire,  snivant  qae  le  terme  conna 

NC+N'C'  +  N"C"  .  _ 
" D +  F 

est  taflrtevr,  6gal  oa  sap£riear  k  z&ro,  oa,  en  fafsant  ob- 
senrer  qae  2><0,  snivant  qae 

NC  +  N'C  +  N"C"  +  FD 

est  saptrtenr,   egal  oa  tnflrlenr  k  ziro. 

hQitfiqjke  D  est  loajoars  nlgatlf,  mats  qnq  fi^-^AA* 
seit  posJtif,  J'gqoatie*  (J>  jepresente  uo  hyperboloide  fr 
■oe  nappe,  an  cöne  da  second  degre  oa  an  oypepboloTd^ 
ä  4e*x  jiappes,  selon  qae  le  terme 

r     •  nC+N'C'  +  N'C"  +  FD 

■     ■  ..    ,.  •■       >■» 

est  ntgatlf,   nol  oa  positif. 

Dans  le  cas  oa  D  est  positif,  qael  qae  soit  d'atllenrs 
le  signe  de  B"*  —  AA,  l'lqaation  (I)  repräsente  encore  an 
fcyperboloide  ä  niie  nappe,  an  eöne  oa  an  hyperboloVde  k 
dei^nifrpei,  *<*lön  qae  *-.*n    t.;  ..,-,  .,.,:.!...., 

•    ffC+#'C'  +  N"C"+FD 
eei  itftrierar,  *tal  et  snpärlenr  ä  zä?o.  ^ 


t 
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A     .   B 


70.    Deuxieme  cos:    0  =  0,  £"»—  AA'=/=Q,  ^=^=-^-  « 

B* 

=/=7jTf    L*  decomposltlon,  qoe  noiis  arois  eftectaräe  anr  la  fonettoa 

(1)  n'est  plus  posslble,  lorsqne  la  quantite  D  est  6gale  k  z^ro. 

Dans  ce  caa,  d'apres  les  formales  (DI)  da  n°.60,  ftfuftott  (?) 
peilt  se  mettre  soas  la  forme 


■  .  »* 


>(x,  y,  %)  =  ^  (if*  +  ß"y  +  Ä*  +  Cj* 

oä  nons  admettons  qae    AC'—CB",    AC"—C&  ne  solent  pas 
mils  toas  les  deux. 

Prenoas  ponr  plana  de  coordonnees  les  trois  plana 

i 

Ax+B'y+&%+C=Of 

(B"* — AA')y  +  (B'B"  -  A  B)  s  =  0, 

Notre  £qoation  (II)  se  changera  en  nne  equation  de  la  forme 

mV2— n*y**  +  px=:0. 

Cette  äqnatlon  reprisentera  nn  paraboloTde  eflipti- 
que  dn  iyperbollqne,  snivaDt  qoe  B^—AA  est  InflrMtr 
on  supirleor  h  z6r'o. 

77,  Troisieme  com:  2>=0,  B"*— iM'^M,  ^  =  ^=^ 
Ces  dernleres  £galltes  donnent 


CA"       ^       C#' 


::  !■. 


■•.■■••  <*■  **  °!  •    J  u 


*  tnwree 


et,  comme  />=0,  il  vlent  aassl "JV^  0.    L^qnatlon  (II)  äeüeottirita 
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—  A(B*-AA')  tt*"2- ^Oy  f  (M'-AB^Y-tj+F^O.    (III) 

Ei  prenant  poor  plans  des  ay  et  des  x%  les  plans 

Ar  +  JB"y  +  B'z+C=0, 
(B"*—  AA*)y  +  (&&'—  AB)z=0, 
requatlon  (in)  prend  la  rönne 

AV  -  FC$T'  -  (C2-  AF)  =  °' 

1°.  81  £"*— AA' <>0,  cette  equation  represente  un  cy- 
llBdre  elltptlqoe;  ce  cyllodre  est  reel,  se  redult  h  une 
trotte  oa  est  tmaglnalre,  snivant  qoe  la  quantltä  C*—AF 
est  positive,  nulle  oa  negative. 

39.  Sl  nous  avons  B"*—AA">0,  reqnatlon  sera  celle 
d'n  cylindre  hyperbolique  oa  de  deax  plans  qui  se  coa- 
pent,    snivant  que   C*—AF  est  oa  non  dtffärent  de  zäro. 

7a  Quatrieme  cos:  0=0,  B"*-AA'=B*-A"A^B*-A'A"=Q, 

A        /fr*        R* 

C'  7F'  ~C"  non  Waux  tous  les  trois-    Danscecas  riqaation(l) 
ftura  s'&rlre 

\  MC  9, »)  =  (Ar  f  B"V  \  B'%  +  C)a  +  2(AC— B"C)y 

l  +2(AC"-CB')*—(C*—AF)=zO.  (IT) 


\ 

\ 


8908  cette  forme  on  volt  immedlatement  qn'elle  represente 
u  cylindre  parabollqae. 

79.  (Xnquieme  cas:  D  =  0,  B"*— AA*  =  B*— A"A = Ä*— A'A"  =0, 

A    B»     B' 

jp-^zs^p    L'equation  (l)  devlent  alors 


Af(x9yt%)  =  (Ax  +  B''p+B'%+C)*-(C>-AF)=0,      (V) 

* 

*  represente* 

1°.  deax  plans  paralleles,   sl  C*— ilF>0; 

2°.  an  seal  plan,  si  C3— itF=0; 

.  *  * 

8°.  deax  plans  paralleles  imagtnaires,  sl  C*—AF<0. 

t  TkeU  XXVI.  18 
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Deoxlfeme    Partie. 

80.  Premier  cas :  D  =/=  0.  Nous  avons  to  aa  d0.  »;  par  la 
formale  (XIX),  que  l'equatlon  (1),  dans  ce  cas,  pouvalt  se  mettre 
sous  la  forme 

/%r,  y,  %)  =  7fö\B"(x  +y)  +  (B  +  B<)%  +  C+  C"]* 

I 

+  2Fö(d*-n")*+h=o.  (vi) 

Celle-ci  represente  nlcessalrement  üd  byperholoTfa. 
1°.    Poüt  D  nlgatlf,  l'hyperboloi'de  sera  ä  une  nappe 
oa  k  deux  nappes,   selon  que  H  ou - — jz +^sen 

posltif  ou  nggatlf,  c'est-ä-dlre,  selpn  que  NC+N'C'+N"C'+FD 
sera  lnferleur  ou  supärleur  ä  zero. 

2°.    Pour  D  posltif,  l'hyperboloi'de  sera  ä  une  nappe 

ou  h  deux  nappes,  sulvant  que  jz |-F  sera 

n<5gatlf  ou  posltif,  ou  encore  sulvantque  NC+N'C'+N"V"+FB 
sera  molndre  ou  plus  grand  que  zero. 

Dans  les  deux  cas  on  aura  le  cöne,  si  NC+N'C'+N"C*+FD=b 
Ces  concluslons  sont  identtques  aveo  celle»  du  n°.  25. 

81.  Deuxiem&eas:  2>=0,  Ä"=yk=0,  C'  au  C"=yM>.    t^ftt- 
tloo  (1)  se  change  en 

n*,V,*)  =  ^[B»(x  +  !f)  +  B'%  +  C+C'\* 
-fiF  [*"(*-y)-*'*  +  C'-Cp 

~\~W~ C  )* — W^F-0'        C) 

sl  nous  admettons  que  B  solt  celul  des  trols  coefflcients  Bf  B?,  JB" 
qut  annale  D.  Cette  äquatlon  est  celle  d'un  paraboloFde 
hyperlnollque.  ....... 
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82.    TroiHerne  cos :  2>=0,  J»"=/-0,  €.  '=^0,  C"=0,  F-/-& 
L'6quation  precedente  dement 

rt*,  y,  *)  =  jjp  f  B'\x  +  y)+&%  +  Cy 

-sfc[Ä-(*-y)-Ä%-.c?l«+F=o.    (vin) 

Elle  represente  an  eylindre  byperbollque,  dans  le  cas  oü 
Fest  different  de  z£ro. 

88.    Quatrieme  cas:    2><=0,  ß"=/=0,  C=0,  C"  =  0,  F=0. 
L'lqnation  (VIII)  se  rednlt  ä 

tfl7fcyf*)  =  r.ra=4(»waf  +  Ä  +  c)(Ä#iÄ+c)=0'   (K> 

et  exprtme  den*  plans  slcants 

x  y 


Ch&pltre  VIII. 

Determination   des  sections   planes  des  surfaces. 

84.  Notre  methode  de  transformation  des  coordonnles  nous  four- 
nlt  Je  pro$ed£  le  plus  expedttif  pour  determlner  d'one  manlere  immä- 
diate,  Ia  seetion  falte  par  nn  plan  dans  nne  snrface  quelconqae:' 

L'equation  de  cette  seetion  sera  nnlqnement  exprimee  en  valeax 
des  co&Bcjents  de  l'eqnation  de  la  surface,  des  coefitolents  de.  l'equa- 
tton  da  plan  secant 

Ar+fi»  +  Ckt  B=*Q  (1) 

et  des  angles  d'incUnaison  motu  eile  des  axes  de  coordonnäes. 

Prenons  le  plan  sleant  ponr  plan  des  y%  et  c^nservens  les, an» 
dens  plans  des  %x  et  des  xyf  qnl  sont  representes  par  les  Iqnatlons 
y=P,  *  =  0.  D'apr&s  les  formales  (XIV)  du  n°.  Ol,  comparees  aax 
<fia4on^  ffy  da  nreme  nnmlro,  nous  avons 


•i » 


A'  —  o,   c  =  o,  zy=<v 

A"=0,    £"=0,    tf"=0; 

ce  qnl  donne 

ia* 


/. 
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B'C"—C'B"=B'C",  B"C—C"B=—BC"9  BC'—CB=*-B'< 

C'A"  —  A'C"=:0,         C"A—A"C  =AC,      CA'—AC'=z09 
AB»—BA"=Q9         A"B—ß'A=zO,        .    AB'—BA'=AB 

P^—jf    q  =  0,    r  =  0,    E  =  AB'C"\ 

et,   d'apres  (XI)  da  n°.  01, 

W  =  BC'\    W  =  C"  V^+ZP-^Äcos*, 
jr«  =  J?'V42+C2— 2ACC08I*. 

% 

Les  formales  de  transformatlon  (XIV)  da  ao.  01  sont  done 
D       ,  By  C* 


A^         \fA*tB*—2Aßcosv    V^*f C*— 2ACw8p* 
Au'  An 


0 


*JL 


y       V/12  f  B2— 2ABcosv9  \rA*  +  C*— 2/f6'cosp' 

En  y  annahmt  .r',   ce  qal  doone 

_  ABy' AC* 

X+    ~     VJP+^-^BcosT     V>+C9— 2/*Ccosp'  / 

5     Vi*1  f  Z*2— 2^JScosv'  V  A*  \  C*—2ACcosn*  J 

on   obtfent  les  formales,   par  lesquelles  11  feat  remplacer  x9  jf 
dans  Pequatfon  de  la  sarface  poar  avolr  l'eqnatlon  de  la  sectlon  ftil 
par  le  plan. 

85.  Cette  sectlon  se  tronve  rapportle  k  denx  axes  de  eoortfoi 
n£es,  qal  sont  les  intersectlons  da  plandonnä  (1)  avec  les  denx  plai 
des  xy  et  des  a*. 

Les  eqnaüons  de  ces  denx  axes  dans  Tespace  6tant 
*  =  0,    Ax+By  +  0=0,    et  #  =  0,    Ax\C%\D^lS, 
tts  comprennent  entre  eox  an  angle  dltermlnä  par  les  formales 

A*  +  BC—A(B  +  6')  cos  v 


COS0=r 


V(Ji+^»— 2ABco8v)(A*+C*—2ACwsti9 


A(B—C)slnv  ,_ 

V  (A*+  B*-2ABcoav) (A*+C*-2ACcQ8p) 9  {  l 

A(B—  Qslnr 

tan*ö_^  +  ÄC_^(Ä+f;)C0Sv. 
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Chftpltrc  IX. 

Passage  de  formales  calculöes  pour  des  axes  rectangu- 
lifres  aax  relatioDs  analogues,  qni  repondent  ä  des  coor- 

donnees    obliques. 

86.  Formules  ä  l'u&age  de  la  Geometrie  plane.    Nous  venons 

de  determloer  les  formales  de  transformation,  qnl  servent  ä  passer 

fixes  quelcooques  ä  d'autres  axes,    rectangulaires  oo  obliques,   qul 

tont  representes  par  leurs  equations.    Nous  les  appllquerons  ä  la  r£so- 

JtUoo  d*une  qoestlon  qoi  ne  manque  pas  d'importance.    Noas  lndlque» 

nos  commeol  on  peat  deduire  de  toote  relation,  eateulle  pour  des 

axes  rectangulaires,   l'£quation  analogue  qul  consent  ä  des  eoordon- 

1^8  oMiqaes.    La  metkode  repose  sur  des  formales  particulieres  dans 

ehape  cas,  dont  l'etablissement  general  conslitoe  la  solatlon  des  pro- 

Menes  mdrants. 

87.  Probleme  I.  Etant  donnäe  ane  relation  R  entre  cer- 
Uins  llämens  d'one  coarbe  plane  f{xty)=zO  rapportee  ä 
des  axes  rectangulaires,  däterminer  la  relation  Jf,  qul 
exlste  entre  les  m&mes  elemens  de  la  courbe,  lorsque  cette 
derntöre  est  rapportee  ä  des  axes  obliques. 

Note  supposerons  qne  les  deax  systemes  de  coordonnees  alent 
mitmt  origine  et  mfcme  axes  des  .r,  et  qne  Taxe  des  y  da  second 
Systeme  ttase  avec  celai  des  absclsses  an  angle  £gal  ä  0. 

Pour  avoir  les  formules  de  passage  du  second  Systeme  au  pre- 
ll», 11  nous  sufflra  de  d&ermlner  les  Equations  des  deux  nouveaax  axes. 

L'axe  des  x  est  toujours  represente  par  l'equation  y=0,  tandls- 
V«  le  nouvel  axe  des  y  a  pour  equatidn  y  =  tang0.4r. 

Nous  pouvons  appliquer  les  formules  (V)  du  n°.  3,  dans  lesqnel- 
te  U  nous  sufflra  de  faire 

J=i,  Ä  =  0,  C=0;    J'  =  cos0,  B'=— slnö,   C'=0. 

Elles  donnent  aiusi 

y  =  sinö.y,     #=#'  +  #' COS  0; 

ftt  mos  tirons 

*'  =  äto~0'    Ä'  =  ^-ycotö.  (1) 
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Cela  pose,  soient 

A*,*)  =  0,    F(x9y)  =  0  (1) 

les  Iquations  de  la  courbe  rapportee  ä  nos  deaz  systemes  d'axes,  les 
ans  rectangulaires  et  les  autres  obliques;   designons  par 

a,  b9  c,  <f, ....;    A,  Bf  C,  /),....  * 

les  coefflclents  des  termes  correspondants  dans  les  dem  £quations  (1). 
Sl  nous  remplafons,  dans  l'equation  F(x,y)  =  0,  x  ei  y  respective- 
ment  par  x—ytoie,  #cos£c0,  nous  passeroas  da  systfcme  oblique 
aax  axes  rectangulaires:  par  conseqneot  nous  devrons  retomber  aar 
TOquation  f(x,  y)=0.  Or  les  coefflclents  de  l'Squatlon  obtemfe  seroat 
e>ldemment  exprtates  en  fonction  seale  de  A,  B,  C,  D, .;..  et  de 
Tangle  0;  de  plns  ces  coefflclents  devront  ötre  identiques  avec  eeoz 
de  l'gquation  /ir,y)  =  0;  11  snfDra  donc  d'etabllr  ces  identites,  paar 
fonner  immediatement  les  valenrs,  par  lesqaelles  11  faodra  reniphtcer 
a,  b9  c,  d, ....  dans  la  relatlon  R,  poar  avoir  la  relation 


88.    Application  ä  la  ligne  droile.     Snpposona  qne  ia  dreüii 

y'  =  ax'  +  b  (2) 

soit  rapportee  ä  des  coordonnees  obliques  incllnäes  entre  elles  (Tod 
angle  0,  et  que 

y  —  mx  f  n  (3) 

soit  1'eqoaUon  de  la  meine  droite  rapportee  ä  des  coordonnees  rectan- 
gnlaires.  Dans  l'equation  (3)  rempla^ons  x'  et  y'  par  Jeurs  valenrs  0); 
eile  devlent 

y(\  +  flcos0)  =  asin0.a:  +  0sin0. 
ldentiflant  eette  equailon  avec  (3),  on  en  deduit  les  valenrs 


asln0  £sin0  M 

1  -f  acosö  1  +aco80  v  ' 


qul  donnent 


.  .     o      i  +a2  +  2acos0 
'  (i+acos0)2 

80.    Application  aux  covrbes  du  second  degre.    Soit 

Ay*  +  Bx'y'  +  Cx*  +  Dy'+Ex'  +  F=0  (4) 

l'equation  d'nne  courbe  du  second  ordre  rapportee  ä  des  axes  oW- 
ques,  comprenant  entre  eux  an  angle  0;   supposons  qne 

<*y*  +  bxy  +  cx*+  dy  +  ex  +  f=  0  (5) 
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represente  la  coarbe  rapportee  aa  Systeme  qu'on  obtient,   en  rendant 
Taxe  des  y  perpendiculatre  aar  celui  des  x. 

Si  noua  firisons  dan8  requation  (4) 

^=^— ycotö,    y'=ycos6c0, 
eUe  devlendfa 

<•) 
A—Bcos0+Ccos*6       B— 2Ccos0      ,  -  „ ,  D—Ecos6   .  _    .  _    A 

de  sorte  qn'on  aora,  en  eomparant  avec  (5) 

A—  Bco8ß  +  Ccos*8  B—2Ccose       _„ 

8in»Ö  '    b—       sine     "    e        ' 

(DI) 
.     D—EcosO  „      .      _ 

les  Talen»  a  snbstttaer  dans  la  relatlon  R  en  qaestion,  ponr 
«wir  R". 

Ces  expresslons  (DI)  donnent 

;  (iv) 

_    „  „    0*— lAF+2(%BF-DE)co&0+{E*— 4CF)COS«0 

*"-W= liPä ; 


,  .    .      2CD-BE    n.,    .     2BF-DE+(E*-*CF)cosO 
^-^-ünT-'    Ur-de= SHÖ ~ ' 

t    ■    24.E—  BD  +  (2CD— BE)co$8 
2ae-bd= ^ ; 

^«.-^     »j,       AE*+CD*—BDE. 
*»+e*-bde= ^ ; 


(V) 


OD 


^— .ßcosd+C.  ,_ 

a  +  c  = SiPö ;  ^ 

A—Bcosd+  CeosiO     (A—C)-  (B—2Ccob6)co80 

\-            •""*s=          sln«0           "~                8ln»6                '  (   ^ 


i- 


(4  +  C)cos*0— Äcos0+  (i4— C)8ln*0 

—  £  =  — ' HT¥^ ~ f  (IX) 


s!t*d 
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„  ,  ,  (B*-iAC)sta*8+(A—BtM0+di* 

.-    ,        v.     (<4 — W  »In  **  f  (Acose—B + CtosO)* 

ö*  +  (a-c)*= ä^ ■ .[    (X) 

*.../        «     (/l-C)«  +  (fl-2^cos0)  (B-2Ccos  fl) 


Lorsqa'on  a 


.o     .         B*—*AC     A 

*9-4ac=-^iP6r=0' 


ce  qui  a  llen  poar  la  parabole,   on  est  condult  au  iBentites 

V^— cos  0  VC  ,„      .     D—EcobO 

Va  = Jtoß '    vc=VC.    rf=      slng 

*=£,  f  ■=#■,  fli) 

qul  fournlssent  les  formales  suivantes 

A+C—  2  cos  OSTAC  ' 

a+r= am :•  ,« 

*+*= di%5 (XID) 

DVC  —  EVA 
dvc-eva=     V  &mV-,  (XIV) 

rfV'a+«v'c=- jjjpö .         (XV) 

90.  Formules  ä  Zusage  de  la  Geometrie  ä  trois  (Bmension*. 
Nous  supposerons  qne  les  deux  systemes  de  coordonnles  aient  m&ne 
orlgine,  m&me  axe  des  x  et.m&me  plan  des  xy;  et  nous  repr&eo- 
terons  par  x,  y,  %  les  coordonnees  rectangulalres,  et  par  x*,  g'f  *' 
les  coordonnees  obliques. 

Dätermlnons  les  IquaUons  des  axes  rectangulalres  en  coordonnees 
obliques. 

* 

Les  equatloos  de  Taxe  des  x'  etant 

y'  =  0,    s'  =  0, 
on  a,  dans  les  formules  (II)  du  n°.  55, 
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ft  =  0,    c  =  0;  (7) 

ce  qol  donne 

u  =  a.  (8) 

L'axe  des  y4  6tant  perpendicalaire  ä  Faxe  des  x,    noas  avons 
co§o,  =  0;   ce  qui,  d'apres  (UV)  da  n°.  37  donne 

tt  Yb' cosv  +  c'cosj*^; 

mis  cet  aie  etant  sltuö  dans  le  plan  des  xy,  le  co6ffldent  &  est  aal; 
par  consequent  11  vlent 

a'-f-£'cosv  =  0,- 

e^utlon  k  laqoelle  on  satisfait  en  posaut  «'=— cosv,  ft'=l;  11  en 
resolte  dooc 

t«'=slav.  (9) 

-. 
L'axe  des  %'  est  perpendicalaire  an  plan  *  =  0,  poor  leqael  on  a 

A  =  0,   2?=0.    Iotrodaisant  fcette  bypotbese  dans  les  relatlons  de 

ferpendlcolarlte  d'une  drolte  et  d'an  plan,  on  troave  qae 

ä"  =  cos*  cosv — cosp,    6"  =  cos/iCOSv — cosA,  c"=sln2v; 

ce  fai  donne 

»"=slnvVl— cos2A— cosV— £os2v-f2cosAcospcosv=z/slnv.  (10) 

Mettons  actaellement  ces  valears  dans  nos  formales  de  transfor- 
Mtlon  (II)  da  n°.  55 ,  noas  troayons  qae 


.     .  cos  A  cosv — costt 

*=*'— y'cotv  + -7-i— ^1', 


^slnv 

#       cos  f*  cosv— cos  A  m  \  __ 

y-sli^+  l^i         *'  l  (XV1I) 

slnv  , 

Teiles  soat  les  formales  qa'U  faadra  employer  poar  passer  des 
CMrdonn£es  obliques  ä  notre  Systeme  d'axes  rectangulalres. 

Ol.  Probleme  IL  On  donne  ane  relatlon  R  entre  cer- 
Ulns  glämens  d'une  surface  /Xx,y,%)  =  0,  rapportee  ä  des 
axes  rectangalalres;  11  s'aglt  d'en  dedulre  la  relatlon  R, 
qil  a  llea  entre  les  mömes  elemens  de  la  surface,  lors- 
qie  eette  dernlere  est  exprimee  en  coordonnees  rectl- 
llgaes. 

Ce  probl^me,  ä  Falde  des  formales  (XVII),  se  r&oat  absolament  de  la 
atae  manlere  qae  la  qaesüon  da  n°.  87,  qol  est  relative  ä  la  Geometrie  plane. 
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02.    Application  ä  la  ttgne  dritte.    Repr&entoiis  la  droite  p 

les  equations 

x      y       %    '  x4      u*      %' 

-  =  £  =  ->    (10)  -  =  5-=—    (ü) 

snlvant  qn'elle  est  rapportee  ä  uos  axes .  oblffffes  um  ä  tos  coordi 
nees  rectangulalres.  La  Substitution  des  Tilears  (XVII)  dans  les  £qi 
tion  (10)  et  la  comparaison  aux  eqnatlons  (11)  noas  dorne  la  su 
des  ^galites 

x'Jslav— y^cosr-t-(cosAcosy--cosft)s'     y^-Kcps^cosv — cosX 

a  ~~  b   - 

sin*v*' 


x'4  slnvs'  ifJslnv  ,„, 

a+bcosv+ccosp       c       bs\n*v— c(cospcosv-- eosA)'  x 

Ä  +  &«O8V  +  £C0$|* 

«i  = ^ 

M-ccosA— (dcosv  +  ccosjO    [  rtl 

c 


SlOV 

On  eo  dldnlt 

al9+blHclq=22(aHoH^+2bccosv^2caeo8fA+2abeosv).  (1 

03.    AppHcation  au  plan.    Dans  l'equatioÄ  da  plan 

Ax  +  By+Os  +  D  —  0,  (1 

sopposä  rapportt  ä  nos  azes  obliqaes,  remplafons  x>  y,  %  par  lei 
nienrs  (XVII),  et  conparons  l'gqnatiön  rlsultante  ä  Inflation  du  pl 

Axx>  + 1?^  +  Q*'  +  D  =  0 

rapporte  aux  axes  tectangnlafres.    II  eD  räsnlte  qu'on  a  les  Muni 
de  transformatton 

Ax-A% 

Bl~       sinv       '  }(X1 

mmm  Cslü2V+A{(;QSXcVBv—CQSn)+B(CQ8tlCOSv—C08k) 


^SipV 


>  i      ..        ,  •-      .•     r-;;i;- 
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A  Halde  des  egalltts  (IV)  et  (V)  da  n°.  19,  nous  troavons 

1      A* sinn +  2BC(co8pcosv —cos l)   ] 
+ Ä*slnV  +  2CA  (eos  v cos k  —  cos  <*)   ( (XXII) 
+  Casta2v +*<!/*  (cos  Xcosp— cosv).  ). 

94.    Appücßtion  aux  surfaces  du   second  ordre.    Prenons 
l'eqnition  generale 

(13) 

A*+A'tP  +  A«%*+2By%  +2B'tz+2B  "ay+2Cx+ZC'y+2C',z+F=z(l, 

qid  represente  une  snrface  qaelconqne  da  second  ordre,  que  nous 
apposeronä  täpportäe  h  nos  azes  obliques.  Si  nous  cAafljgeons  d'axes, 
en  prenant  nos  plans  de  coordonnees  rectangolalres,  la  Substitution 
de  dos  formales  (VII)  nous  doune  l'eqaatloa 

(14) 

./       y  eos  v     cdsAcosr— -cosfiV 
*^*  —  slnv  +  z/slnv         ) 

f  y     a  cos ft cos v — cos ^  V         sln^v*® 
^Vslnv+  ^slnv         V  +      ~^~~ 

ftPslnv*/  y       cos  ^  cos  v-— cos  A  \ 
2B  J    Unv+  ^slnv         V 

--sjnvs/       ycosv     cosAcosv— cosft  \ 
J   \Xm~  slnv  +  z/sinv         V 

f      y cos v     cos A cos v — cos^  \f  y       cos  f*  cos  v — cös'A  \ 
2Ä'V?~~~sliiv~  +         ^sinv         *Asinv+         Jsinv        *) 

nf       j/cosv     cosAcosv— cosft  \ 

81  l'gqoation 

^**  +  Äx'y*  +  /*,'**  +  2«!»»  +  iB^r  +  2ßt  "xy 

+  2(7^  +  2Ci'y  +  2ClM*+F=  0  (15) 

represente  la  Börne  sarface  que  (13),  mals  rapportle  k  nos  axes  rec- 
tangulalres,  la  comparaison  des  äqaatlons  (14)  et  (15)  nous  donnera 
les  formales 
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Ax  =ii, 

_A+A'—  2B'C08v 
Al'~  sln*v  ""*' 

/    A  sln*A+22?  (coSftcosv-cosA)\ 
Ai"  =  Ja  |+il'  8toV+2Ä,(cosvcosX-cos^)(  —  A+A'-2R'cosv ; 

V  +/*"sill2V-f 2Z?"(COS/lC03fl-COS  v)J 
__j?—  fl'COSr  +  B"C08p       2^(C08AC08V— COS/*) 

ilC03v(C0SAcÖ8v  —  COSft)       ^'(COSfiCOSV— COS*) 

""  z/sin2v  +  z/stn*v 

_  ^stnv     I?"  (cos  ftcos  v— cos  iL)     4(cos  k  cos  o — cosfQ 


I 


<4sinv  z/siQv 


_        Ä"—  24  cos  v 
B>"=       sinv       ' 


Ci   =6', 

C— Ccosv 


<V  = 


sinv 


__  C"  sin  2v  +  C  (cos  fi  cos  v — cos  k)  +  C"(cos  k cos  v— cos  /*) 

De  ces  relatlons  od  dedalt  les  sulvantes: 

B^—AA1  \ 

B^—A^  —      sln2v      »  \ 

a«a  —  <ig*"~ AA^si^v^iB'^^AAOicosfjLeosv^eosk)*  ' 
Äi'a— iii  i«i  —  ^2  +  ^sin*v  ~ 

2Qifi — B'B")  (cos  ft  cos  » — cos  X) 

d  «      ^  .a  *-  B*—A'A" ,  (^*— AA*)€UPv ,  (fl^JJQcosV 

2(AB—  g^QcosfiCOSv     2(/*'g'—  BB^eosfi 
+  5«  +  ^* 

'  .  2(4"/?"— ££')cosv 


^ 


aet  cvordanntes  dann  ie  plan  et  dam  fespace,  etc.         \\fi 


AD         4D       AB—BB"     {&*—  i<^0(cosftCO8y-co3X)  \ 
44-0,  Bt'= ^  Atf&i 

(B"*—AA')co8i* 
+  -Jslov 

4"i*l'  — Äti?!  = ^ ^   (XV) 

JjAB'— JB^Q(cosfiC03v--co3X)     (i<g-JB#J»Oco3ftslnvl 
(ilg-l?'fl")(coSftC08y— cosJQcosv  (B^-^^^cosvslnv 

(g"g— ^^(CQSftCOSr  —  C0SX)C08ft  m 

z/*slnv  ' 


#  tauen! 

!A  stn*X  +  2i?C(coSficos  v  —  cos  X) 
+  A'8\n*p+2CA(cQ8vcosl—  cosft)  l,  (XVI) 
+/4"s1b*v  +  2j42?(cosAcosp— -cos  v) 

BX*—AX'AX"  +  Ät'«  —  iV'4  +  Bx"*  -  J^t' 

iÄ«-^^"+2(>iÄ— fi'Ä")cosX  \ 
+  B*-A"A+2{A'B-B"B)  cos  f*  f ,  (XVII) 

1 

4Ä.«  +  4'£f*+  A\Bi*—  AlAl'Al"-2BlBl'Blu 
_  *  [ A  ß* + ^ ,B«+  ^"Ä">— ^/i'^w — 2B2?'Ä"].     (IVIII) 
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i.; 


Ueber   ein  Theorem   von   Pagnano. 


Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung  ThI.  XXIV.  Nr.  XXIX.  habe  ith  g**»$ 
dass  der  Gebrauch  der  Anomalien  in  der  Theorie  der  Ellipse  und 
Hyperbel  in  vielen  Fällen  grosse  Vortheile  gewährt.  Bekanntlich 
hat  F^gnario  *)  gefunden,  dass  sich  immer  elliptische  Bogen 
emgeben  lassen,  deren  Differenz  durch  geschlossene  algebraische 
Ausdrücke  dargestellt  werden  kann,  was  deshalb  sehr  merkwür- 
dig ist ,  weit  die  EHipse  sich  nicht  in  geschlossenen  analytischen 
Ausdrucken  rectificiren  lässt.  Dass  auch  bei  dem  Beweise  des 
Theorems  von  Fagnano  der  Gebrauch  der  Anomalien  vortreff- 
liche Dienste  leistet»  will  ich  in  diesem  Aufsatze  zeigen. 

Die  beidien  Halbaxen  der  Ellipse  bezeichne  ich  wie  gewöhn- 
lich- durch  a  und  b,  so  dass  o  die  grössere,  b  die  kleinere  Halb» 
axe  ist  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ellipse 
seien  x,  y,  und  u  sei  die  Anomalie  dieses  Punktes;  dann  ist 
bekanntlich  (m.  s.  a.  a.  O.  8.  372.): 

4?=acosu,    y=bsinu; 
«fco : 


*)  Mollweide  und  Lacroix  schreiben  „Fagnani",  K  In  gel 
und  Cauchy  dagegen  „Fagnano."  Letztere  Schreibart  raus«  ich  fär 
die  richtige  hulten,  denn  so  ist  der  Name  auf  dein  Titel  «einer  Pro* 
dotioni  Mathematiche.  2  vol.  4°.  Pesaro.  1750.  geschrieben, 
wie  ich  aus  dem  Catalog  der  Bibliothek  des  verewigten  Schumacher 
(Berlin.  1855.  S.  41.)   sehe. 
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&r= — asintidti,    dyszbcoaudu. 

Ist  nun  f  ein   beliebiger,   bei  dem   Punkte  (xy)  sieb  endigender 
Bogen  der  Ellipse,  so  ist 

and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

3j*  =  (aasin  u*  +  0*  cos  ii»)  StA 

Rechnen  wir  nun  den  Bogen  t  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Ellipse  an  nach  der  Seite  oder  Richtung  hin,  nach  welcher  die 
Anomalien  von  0  bis  360°  gezählt  werden,   so   nimmt  s  mit  der 

Anomalie  gleichzeitig  zu  und  ab,   und  es  ist  alsq 

■  ■. 

ds = du  V  o«sin  i#  +  6*  cos«».  ./ 

Sind  daber  jetzt  Uq  und  ux  die  Anomalien  zweier  Punkte  der 
Ellipse»  so  dass  ux  grösser  als  tr0  ist,  und  bezeichnet  f0,i  den 
Bogen  der  Ellipse,  welchen  man  durchläuft,  wenn  man  die  Ano- 
■afte  tc  sich  von  Uq  bis  ux  stetig  verändern  läset,  so  ist 

f0>1=r  /        dtiVa2 sinti8  +  o2cost**- 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Anomalie  uf  mittelst  der  Gleichung 

cott*'  =  — T-tang« 

besfimmt  denken ,  und  einen  bei  dem  Punkte  der  Ellipse,  dessen 
Anomalie  u'  ist,  sich  endigenden,  wie  vorher  genommenen  Bogen 
durch  **  bezeichnen;  dann  ist  wie  vorher: 


•   \      • 


8t '  =  8t«'  Vaasinti'*  +  6acost«'» 
tfam  bt  ab«r 

1 1 o*cosn* 

1  +  ^tangt** 


ginu'*  = 


a« 


tang  u2 


cot«'*    _    b2      6 a^sinti* 

coa*    —  1  +  coi«'»-.  _  a*  -a»sta**+6»eos*fc; 

•bo 

inu'*  +  &* cos  tf '*  ;=.  ~=-r — a  .  14        %. 
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Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

Btt'  a      du 


sinw'*       6*  cos**' 
also: 

b  '  cos «2  a2 sin  ii2 + 62co*  n2  * 

Folglich  ist 

o»6*8ii 

**  -  (a2sini«2+  62cos«2)f 

Wir  wollen  nun  setzen,  dass,  indem  die  Anomalie  u  sich  von 
bis  ut  stetig  verändert,  die  Anomalie  u'  sich  von  «b'  bis  U\    m>\ 
tig  verändere,  wo  also  nach  dem  Obigen 

cottto'=—  T-tangMo,    cotM,'  = — -r  tangtti 

ist,  und  wollen  den  Bogen  der  Ellipse,  welchen  man  durchläuft, 
wenn  man  die  Anomalie  u'  sich  von  «</  bis  U\  wie  vorher  ste- 
tig, verändern  lässt,  durch  *'otl  bezeichnen ;  dann  ist  nach  dea 
Vorhergehenden : 

'o'i-wj        (fl*sintt«  +  6«costt2)r 

Aus  den  beiden  gefundenen  Ausdrücken  von  *0,i  und  i'&i  er 
hält  man: 

*o,i-'*.i=fa'8»V  «V»nM«+6«co8«»-fl«6y   "\a*s\nu*+{>*cos*V 

Durch  Differentiation  überzeugt  man  sich  aber  auf  der  Stelle  vo 
der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung: 

(o*—  b*)  sin  u  conti       (q2—  62)  (o^costi4— a^sinti4)^ 
"  V  c^sint^+^cost«2""         (a2siniia  +  62cosu«)l 

und  folglich,  weil 

(a*--t*)(Pcoftti*~-  a«sinti*)  =  a262— (aVmt^  +  ^cos*2)2 
ist: 

-     (a2  —  62)  sin  neos»  #i*6*3ii  ft  A/-s-s — s— rs ; 

VaHint^+A^eoe*2     (Aroi^+^costi2)!  ^ 
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abe,  wem  matt  strichen  den  Glänzen  Uq  und  Ug  integrirt; 

X  Va*  sin  «!»  +  6*  cos  Hj*      VVsin  w0H*9  cos  «<>»  ) 


oder 


t 


(*-#qf  siniipcostto Sinti!  cosut  1 

.  £  Va*shm0*  +  6*costiQ*      V^sinttj*  +  tPcoaui*  y 

/«,  .,    ,      -  /*««i  Sil        -         --!' 

eil  V a*sin u*  +  6* cos ti*  —  aH*  I        t  ±  .  '\  .   .»  '    '  «^ 
J  (fl  sln  u    +  "  cos  »*)• 

Vergleicht  man  dies  nun  mit  dem  Obigen»  so  erhält  man  die  sehr 
iKrkwffrdige  Gleichung: 

iw^-mJ        ^«oCosiiq         _         sintitcosti^^^^ 
(V^a^sintio2 +6*ct>SMo*      VaHlntti9+6*co««i*3 


%r-W 


welche  in  dieser  Form  früher  noch  nicht  gegeben  ist,  aber  nach 
meiner  Meinung  den  besten,  bestimmtesten  und  allgemeinsten 
Ansdrock  des  Theorems  von  Fagnano  enthält.  Wie  leicht  man 
nf  dem  vorhergebenden  Wege  mittelst  der  AnoniaJien  zu1  ^der- 
selben gelangt,  brauche  ich  wohl  nicht  noch  besonders  hervorzuheben. 


Setzen  wir 

x0=aco8U0»  yo=*8,nMoi  x\  =  nc<w«n  y1  =  6sinu1; 

^b$s  •                     *±9i 

.  smtfccostfeit-^-,  Binufcosux—  -^- 


. . \ ... 


f» 


Mi 

abo 


*      i     *  ■ 
ii    •  t  iii. 


1   »• 


•      •  1 

;i     ...'.„.'■'.'■     i      .       .  .      •  »  .       ■  .      '■ 


:')!>.:.   !■> 
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.  <\ 
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Bezeichnen    wir   die  Normalen  der  £ll2pae  in  dea  Punkt* 

(xtfo)  und  (ar^t)  durch  N0  uod  JSlt   so  ist  bekanntlich: 

also 

Nach  dem  Obigen  ist 

^ q^slnKo»  ,«_  o^ceagQ» 

*****   -a*sint«0«  +  6»co8tlo*,    ""^   "" atsrattf  +  o^cosi?' 

also,   weil  bekanntlich 

cottio'=5  —  ^-tangtio 

ist,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander; 

asintio  .       ,     ^  b  cos  tu 

V  a*  sin  Woa+6%;o8iio*  V  «•  sin  t^*+ 6*  cesv 

und  ebenso  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  asl 
einander: 

,       .  asinni „  6coitf| 

Setzen  wir  nun 

x0/  =  aco8M0/,  y0'=6sin«o';    dr1'=acost<1,9  y1'=6sin«1/; 
so  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  .einander: 

0      *Vaastotio*+>coswo*#    *  V  ^statt«,*  +  ^cos*,*' 

und  eben  so  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

9 q2  sin  Mi , &*costtt 

**  ~"  *  V  a**in  u^ +  6* cos V '    Ä  ~     VaVm  ti^  +  6*cos«/ 

Ist  nun  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander 

#  ü^sjdmq #  _  a^sinux 
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ftfct   • 


^slquocostia  .      .         a'sin  t^  cos  ti. 

«■■  ■■  ..    ..     . ,  r.  . ., w ^  ^aTf  egge  "/^' '!'"    »'*'   "-^-   ■  rr*=ttg 

V  a*siot«Q*+6tco8tt0*  V  ag9inutt-{-ö2co9Ui 


tlso  nach  dem  Obigen : 


,         a*  —  b*         ,  # 

f>»i~ *o»i  =± — ^j — 1*0*0  — *i*i  J» 


ad  wenn  man 


•etat: 

*o>i  —  *o>i  — ±*  •  ~ • 

Ist  aber  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
ifeudeT 

i _  ,  fl^sintio  X'—T  a*«"1*!  ? 

""     Vn'sinii^  +  ^cosKo*'      *  V^sint*!*  +  ft^os*!*' 

Mist 

V  a*sintl0*^-6*eosll0*,  V  ä*sinul*+A*cosiil* 

ibo  nach  dem  Obigen : 


<on  — *o»i' =±  — ^j —  fro*o'  +  ^i^iO 


•der 


*o»j  — *6»i 


*^±^*«V +  *»«/. 


Dass  man  noch  andere  bemerkenswerthe  Ausdrücke  dieser 
Art  würde  finden  können,   erhellet  leicht 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Ellipse  in  den  durch 
Jfe  Anomalien  uj  und  ux$  bestimmten  Punkten  derselben  sind 
UA  TM.  XXIV.  S.  375.  bekanntlich: 

y  —  bainui'  = cott^'  (#— acosti/); 

14* 
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und  bezeichnen  wir  also  die  Winkel,  unter  denen  diene  Berti 
renden  gegen  die  Hauptaxe  der  Ellipse  geneigt  sind,  durch  i 
und  «i,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

b  b 

tangt>0=— -cottio',    tangt^  =— -cot*/- 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

cottCo'  =— £*  tangtto,    cotw/rr— ^-tang^; 

woraus  sich  die  bemerkenswerthen  Beziehungen 

tangv0=  tangiio,    tangt^  =  tangtfi 

ergeben ,  die  ein  Jeder  leicht  selbst  geometrisch  an  deuten  in 
Stande  sein  wird. 


:-i  ■■ 


Ein  Beitrag  zur  Inhaltsberechnung  der  Körper. 

Von 

Herrn  Doctor  fV.  Ligowslci, 

Lehrer  der  Mathematik   an  der  vereinigten   Artillerie-  und 

Schule  sa    Berlin. 


i    > 


Wir  werden  in  der  folgenden  Abhandlung  zeigen,  wie .  sk 
au/  elementarem  Wege  die  Inhalte  von  sehr  vielen  Körpern  an 
ihrer  Durchschnittsfläche ,  wenn  diese  als  Function  der  H&he  .gft 
geben  ist,   bestimmen  lassen. 

Der  Satz:  „Körper  über  gleichen  Grundflächen  und  v* 
gleicher  Hohe  sind  gleich,  wenn  die  parallelen  Schnitte  in  gtei 
eher  Hohe  überall  beziehlich  gleich  sind",  dient  unserer  Betraten 
tung  als  Grundlage. 
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Dieser  Satz,  welcher  in  vielen  WerLen  als  ein  Grundsatz  an- 
geführt ist,  kann,  nenn  man  die  Regel  für  diu  Inhaltsbestimmung 
ler  prismatischen  Kr>rper  bewiesen  hat,  mit  Hälfe  eingeschriebe- 
ner und  umschriebener  Prismen  in  aller  Sirenge  bewiesen  werden. 
Für  unsern  Zweck  ist  es  niithig,  diesem  Satze  eine  allgemeinere 
Fassung  zu  gehen,    und  zwar  folgende: 

Ist  die  Summe  der  Inhalte  der  Diirchschnittsflächen  mehrerer 
Kürner  von  gleichen  Hiihen,  aber  beliebigen  Grundflächen,  in 
gleichen  Abständen  von  diesen  gleich  der  Durchschnittsflache  eines 
indem  Körpers  von  derselben  Mühe,  in  denselben  Abständen  von 
der  Grundfläche,  dann  ist  der  Inhalt  dieses  letztern  Körpers  gleich 
der  Summe  der  Inhalte  der  erstem. 

Dieser  Satz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  Summe  der  In- 
halte der  Durchschnitts  flächen  eine  algebraische  ist. 

Setzen  wir  den  Satz  von  der  Inhaltsbestimmung  der  Prismen 
tl«  Mannt  voraus,  so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  des  eben  genann- 
ten Satzes,  dasa  der  Inhalt  eines  Körpers,  dessen  zur  Grund- 
flache  parallelen  Durchschnitte  gleich  a  sind,  bei  einer  Höhe  x 
ilu  Volumen  a.x  hat.  I.-  sollen  nun  Körper  mit  veränderlichen 
UurcbschtHttsflächen  untersucht  werden,  und  zwar  zunächst  der 
einfachste  Fall,  dass  die  Dutchschniltsfläche  in  der  Höhe  x  gleich 
6.2  ist. 

Diese  Dnrchschnitlsfliiche  b.x  kann  man  sieh  als  ein  Recht- 
tck  mit  den  Seiten  b  und  x  vorstelle»;  der  Körper  ist,  wie  man 
Iwht  Dbenieht,  ein  dreiseitiges  Prisma  mit  den  Grundkanten 
t,  x  und  jfV2  und  den  Seitenkanten  6.  Stehen  die  Seitenkan- 
tei  fTaf.  IL  Fig.  1.)  senkrecht  zu  ABC,  dann  ist  der  Körper  gleich 
der  Hälfte  eines  rechtwinkligen  Parallolepipeduras,  bei  welchem 
die  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  x,  x  und  b  sind; 
der  Inhalt  des   Körpers   ist  daher: 

Betrachtet  mau  BCFE  als  Durchsehnittsflächfl  in  der  Höhe 
■1B~x,    dann  ist  der  Inhalt  dieses  .Schnitts   b.x. 

Wir  wollen  nun  den  Inhalt  der  Dirrchschnittsfläche  eines  Kör- 
F*t*  in  der  Höhe  x  gleich  .<-  setzen  und  suchen,  welches  Volu- 
Ben  derselbe  hat. 

Nach  einem  bekannten  Salze  der  Stereometrie  übersieht  man 
">lort,  dass  dieser  Körper  eine  Pyramide  ist.  Der  Bequemlich- 
keit wegen  wollen  wir  den  Inhalt  des  halhen  Körpers  soeben, 
*Uo  eines   Körpers,    dessen    DurcbscIiTiittsiläche   in  der  Hüb«  x 
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gleich  \x*  Ist.    Diese  Ddrchschmttsfläcb*  kann  ntflo  sieb  ab  dt 
gleichschenklig  rechtwinkliges  Dreleek  mit  denKathetM  x  rersttllei 

Es  sei  in  Taf.  II.  Fig.  2.  diese  Pyramide  so  gezeichnet,  da« 
die  Höbe  x  derselben  die  Grundfläche  im  Scheitel  des  rechtet 
Winkels  trifft,  die  in  B  zusanimeBstossenden  Kanten  stehen  ab 
dann  rechtwinklig  zu  einander. 

In  Tat  IL  Fig.  3.  ist  diese  Pyramide  an  einem  Prisma  ergänzt 
Legt  man  durch  AD  und  DF  eine  Ebene  ADFt  dann  wird  dk 
Ergänzung  ACFED  in  zwei  gleiche  Pyramiden  AEFD  und  ACFt 
zerlegt,  dieselben  haben  gleiche  Grundflächen  und  die  Höbe  i» 
för  beide  dieselbe. 

Jede  dieser  Pyramiden  ist  aber  auch  gleich  der  Pyramidi 
ABCD,  weil  sie  mit  derselben  gleiche  Grundfläche  und  gleich 
Höhe  haben.  Man  kann  nämlich  bei  der  Pyramide  ABCD  ABl 
als  Grundfläche  und  BC  als  Höhe,  und  bei  der  Pyramide  AEF1 
AED=ABD  als  Grundfläche  und  DF^BC  als  Höhe  betrat* 
ten.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Pyramide  ABCD  gleich  det 
dritten  Theile  des  Prismas  ist,  mit  welchem  sie  gleiche  Gnrri 
fläche  und  Höhe  hat.    Das  Volumen  von  ABCD  ist  also 


V=\. 


Tp 


Der  Inhalt  des  Körpers  mit  der  Durcbschnittsfläche  x*  in  de 
Höhe  x  wird  nuu  doppelt  so  gross,  also  gleich  Ix9  sein.  Ei 
Körper,  dessen  Durcbschnittsfläche  in  der  Höhe  x  gleicji  ex*  1*1 
wird  dasselbe  Volumen  haben  wie  c  Körper  mit  der  Durch 
Schnittsfläche  x2,  d.h.  der  Durchsobnittsfläcbe  ca% % entsprich 
das  Volumen  Jc#3. 

Stellen  wir  das  bis  jetzt  Gefundene  zusammen : 


DnrchcchniUcfiäche  in  der  Höhe  X 

1)  a 

2)  bx 

3)  ex* 


Volumen  de«  Körperstäcks   tob  de 
Höhe  X 

ax 

hbx* 

\cx* 


Durch  einfache  Betrachtungen  mit  Hülfe  der  Grenzen  liess 
sich  nun  auch  zeigen,   dass  ein  Körper  mit  der  Durchschnitts 

fläche  p&  das  Volumen  ~t  hat»   worauf  wir  aber  nicht  ein 

n  -f*  j 

geben ,  weil  wir  den  Weg  der  Construction  nicht  verlassen  woHen 
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Ei»  Kftrper,  denen  Durchschnittsfläche  io  der  Höhe  a  gleich 

a+for  +  car1,  ist  nun  gleich  der  Summe  der  Körper  mit  den  Durch* 

admittsflSchen    a,  bx   und   cx%9    d.  h.    der   Durchscbnittsfläcbe 

bx^     cx^ 
a+fcr+c*9  entspricht  das  Volumen  F=cLr  +  -o-  +-3-« 

Ab  Beispiel  möge  der  Inhalt  eines  Kugelabschnitts  von  der 
litte  x  berechnet  werden. 

Die  Durchschnittsfläcbe  in  der  Höhe  x,  also  die  Grundfläche, 
H  aacb  bekannten  Sätzen  aus  der  Geometrie : 

(2rx— x%)n9 
ibö 

#•  a?**r 


F 


=  (rxt—-?r)ii=  -g-(3r— a?). 


Inder  Form  a+ftar+ftr*  sind  nun  die  Durchschnittsflächen  der 
Pyramiden,  Obelisken,  *  der  Kegel  und  der  durch  Rotation  der 
Eegslschnitte  um  ihre  Axe  entstandenen  Körper,  so  wie  auch 
vide  durch  windschiefe  Flächen  begrenzte  Körper  enthalten;  die 
Vihmina  derselben  lassen  sich  daher  alle  nach  der  Formel 

—  bx*     ex9 

berechnen. 

Das  Volumen  der  in  f{x)~  a  +  bx+cx*  enthaltenen  Körper 
Bist  sich  auch  auf  eine  höchst  einfache  Weise  durch  die  beiden 

1 

ballchen,  die  Mittelfläche  und  Höhe  x  ausdrücken. 

Es  stelle  Taf.  IL  Fig.  4.  einen  solchen  Körper  dar.  Zählen 
wir  die  x  von  E  an,  dann  ist . 


£  =  a, 

Af=a  +  6g:+  c'-y» 


x  .     x% 


uA 


abo 


4M=zAa  +  26x  +  cx*, 

* 

G—a  +  bx  +  cx*, 


G+4M+E =6a+3bx +2cx*, 
**&  durch   Multiplication  mit    -g  entsteht: 
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dieses  tet  aber  F,  mithin  Ist  fllr  alle  la  dar  Fön»  a+&jr+a 
enthaltene  Körper  auch 

welches  die  bekannte  Kegel  von  Simpson  ist. 

Als  Beispiel  hierzu  soll  der  Inhalt  einer  abgekürzten  Pyn 

mifle  mit  den  Endflächen  G  und  JE,   so  wie  der  Höhe  h,  bered 

net  werden.    Welche   Form  die  Endflächen    auch    haben  mftgei 

immer  ist   die  abgekürzte  Pyramide   gleich  einer  von   derielbb 

Höhe  mit  quadratischen  Endflächen  von  den  Inhalten  G  und  1 

Die  Seiten  der  Endflächen  sind   dann  VG  und  VE,   daher  «fi 

VG  +  VE 
Seite  der   Mittelfläche  « •   und  mithin 

^(G+V&e+js). 

Der  Geheime  Rath  Drix  hat  gezeigt,  dass  die  Simpson'sd 
Regel  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Durchschnittsfläche  in'A 
Höhe  x  in  der  Form  a  +  bx  +  cx%  +  da?8  enthalten  tat* 

Wir  suchen  nun  den  Inhalt  des  Körpers,  dessen  Durch^ennfti 
fläche  in  der  Höhe  x  durch 


i 


J li    .  !•■  i 


/0)  =  aVra— *a 
gegeben  ist. 

Man  übersieht  sehr  leicht,  dass  der  Körper  (Taf.  II.Fig.i 
als  ein  Stück  eines  geraden  Kreiscylinders  von  der  Höhe  a  m 
dem  Radius  r  der  Grundfläche  betrachtet  werden  kann. 

Nimmt  man  AEFB  als  Grundfläche  an,  dann  ist  DHGC  i 
Durchschnittsfläche  in  der  Höhe  x,  der  Inhalt  derselben  ist  aber  glei 

Der  Inhalt  des  Körpers  ABCDEFGU  ist  aber 

V=a.ABCD. 

Da  nnn  Fläche  Aß  CD  =  i(.r  W2— x*  +  r«arcsin-)   ist,   so  a 
hält  man: 
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1 1 

■  L<*  «  ■    • 


F=  |  (i  Vr»— **  +  r*arc«lD  *) . 

ib  latttlt  Aefi  Körpers,  denses  Durchachnittafläche  In  der  Habe  x 
ghicb  aVi»-a»  ist. 

Ergänzt  man  Taf.  II.  Fig.  5.  zu  einem  Viertelcylinder,  dann 
bt  diese  ErgSnzuog,  wenn  $ie  Höhe  a:  nicht  von  D,  sondern 
m  der  Peripherie  an  gezählt  wird ,  zur  Durchschnittsfläche  den 
Attanick 

aV2rar— *2. 

«  • 

Ffr  das  Volumen  dieses  Korpers  bat  man  sofort  den  Ausdruck: 

F=J(i*»rcsin  — !2pf?_<r-*)  Vfc^^P). 

Es  lassen,  sich   nun   die  Inhalte  der  Körper,    deren  Durch- 

•ckmttsfläcben  in  der  Form 

I  ^ _ 

eithalten  sind,  sofort  angeben. 

Als  Beispiel  hierzu  werden  wir  die  Inhalte  der  Körper  be- 
rechnen, welche  entstehen,  wenn  sich  die  Fig«6.  u. 7.,  Täf.II., 
w  AB  als  Axe  drehen. 

Die  Durcbschnittsflächen  in  der  Entfernung  x  von  D  sind 

mithin  nach  den  oben  gegebenen  Formeln: 

r=[(aHr*)ar-y±a(a:Vr»-Äa  +  raarcsin|)]w. 

Mose  Formeln   finden  besonders  Anwendung  bei  der  Inhaltsbe- 
ttcanung  der  Geschützrohre. 

Man  knnn  dieselben  Formeln  mit  Vortheil  bei  vielen  Gewöl- 
ben anwenden,  ebenso  bei  der  Berechnung  von  huftormigen  Ab- 
bitten von  Cylindern.  Geht  bei  solchen  Abschnitten*  die  Schnitt- 
«beoe  durch  den  Mittelpunkt  der  Grundfläche,  dann  reicht  cur 
Rechnung  des  Inhalts  die  Simpson* sehe  Regel  schon  aus. 

Zum  Schlüsse  sollen  noch  die  Volumina  der  Körper  bereeb- 
*&  werden,  deren  Durcbschnittsflächen  in  der  Höhe  x. durch 


x^~r%~x%  und.  «VSr*  —  *"■ 


►. 


910  Li§owtki:   Ein  Beitraf  %*r  InkmJMtrt$ktmi§  Ur  Jttjfr« 

gegeben   sind.    Aach  diese   Körper  können  eis  Abschnitte  n 
geraden  Kreiscylindern  betrachtet  werden« 

Dm  den  Inhalt  des  entern  Körper»  su  erhalten,  te— Urin 
wir  die  Fig.  8.,  Taf.II.,  analog  der  Fig.  5.,  Tat  IL,  tng*n  ta  de 
selben  auf  BF  und  CG  von  B  und  C  aus  ABz=.x  ab,  leg« 
durch  AD  und  IT«/  eine  Ebene,  dann  ist  der  Körpqp  AJBJK 
ein  solcher,  dessen  Durchschnittliche   in   der  Höhe  x  glek 

iVr1-«1  ist.    Denn  zählen  wir  die  *  von  ^1D,    dan»  ist  dl 
Durchschnittsfläcbe    in   der  Entfernung  AB=x  von   der  Ebei 

ADHE  das  Rechteck  BCÄtf  gleich  BJ.BC=:xVts=&. 

Cm  den  Inhalt  dieses  Körpers  zu  erhalten ,  zerlegen  wir  det 
selben  durch  die  Ebene  KCL  \\  ABJ  in  das  dreiseitige  Prisn 
ABJKCL  und  in  das  CylinderstOck  LCR  DL:  Wird  nun  de 
Kürze  wegen  BC  mit  y  bezeichnet,  dann  ist  der  Inhalt  des  obe 
genannten  dreiseitigen  Prismas  \x*y.  Zur  Inhaltsbestimmung  de 
Cylinderstücks  legen  wir  in  der  Entfernung  t  von  LCR  eine 
Schnitt  MNO  durch  denselben;  dieser  ist,  wie  man  leicht  flbei 
sieht,  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  sein  Inhalt  daher  gleich 

\MN*  =  i[r»-(y  +  *)»]  =  i(r»-y«-2y*-  ft) 

oder,  da  r*— y*  =  ara  ist,   der  Inhalt  des  Schnitts  in  der  Eni 
fernung  %  von  LCK: 

mitbin  das  Volumen  des  Körpers  von  der  Höhe  2: 

Für  *=r  —  y  erhält  man  hieraus  das  Volumen  des  Cylinderstficb 
LCKDL: 

r=l[a*(r-y)-y(r-y)*-l(r~yn 
Daher  der  Inhalt  des  ganzen  Körpers: 

V  =  i^  +  Ka*(r-y)-y(r-yy*--i(r--y)*], 
welches  nach  einigen  Reductionen: 

r  =  \{T*—  y*)  oder 

=  l(r»-(r*  -ä»)1) 
giebt 

Zur  Inhaltsberecbnung  des  Körpers  mit  der  Durchschnitte 
fläche  a?V2rcr— «•  construiren  wir  wiederum  ein  Viertel  einei 
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Ktebcytinde»*  <Taf.  D<  Fig.  9.)-  Der  Radios  des  Quadranten  iißß 
sei  gleich  r  und  BF  werde  mit  a:  bezeichnet.  Legt  man  nun 
dorch  F  senkrecht  auf  AB  einen  Schnitt  durch  den  Korper  and 
trtgt  auf  FE  und*  CM  von  F  and  C  aus  FG—CB=:x  ab,  dann 
M  der  durch  die  Ebenen  FCffG  und  JW?Ä  vom  Cytinder  abge» 
sehnittene  Körper  ein  solcher,  dessen  Durchschnittsflac  he  in  4er 

Bttfonrabg  x  ?on  B  gleich  a?V2r:&— #*  ist. 

Um  den  Inhalt  des  Körpers  berechnen  zu  können,  setzen  wir 
AF=z,   dann  Ist    CFas.Vi*— **   und   die  Durcbscbaittsttehe 

»Viwr^«*  W  dann  gleich  (r—  z)Vr*~  za;  dieses  ist  aber  atoch 
die  DarchschDittsfläcbe   des  Körperstficks  AFCDGHKJ  in  des 

Entfernung  s  tod  J0£S.  Da  (t-z)  VfS^af  ^t^^-rV"^-^, 
*  ist  das  Volumen  des  genannten  Korpers  nach  dem  Froheren  t 

F^^z^iS^Ta+^äresln^)— ilr»-^— «*)*]. 

Der  Korper  CFGHB  ist  der  Unterschied  der  beiden  Körper 
ADKJB  nnd  ADKJFCHG,  der  letztere  hat  das  Volumen  F,  der 
udere  hat  zum  Inhalt 

2*2""!*' 

welcher  entsteht,  wenn  in  P  statt  i  r  gesetzt  wird ;  demnach  ist 
mm  der  Inhalt  von 

CFGHB  =  £r»  \  -  ir»-g(*  VP^?+r«arcsin?)+i[r»--(r»-.2»)I] 
=¥  (?""  arc8ln0  -TT  V?=zl-  i(r»-**)I. 


2* 


D*  dod  s- — aresin -=arccos-  ist9    so  wird   hieraus   der,JohaJt 
m \  CFGHB  gleich  ,*.'■■ 

F~  arccos?-0  +  i(r»-i*))V7^ 

==  ^  arccos  ?  —  i(2r*+3r*—  &*)  Vr*^*> 
°dtr,  wenn  wir  für  2  seinen  Werth  r—x  einführen: 

9  *    •       ■ 

F=  ^  arccos^^  —  i(3r*+ r#^  2a?4)  V&-*— #*•, 
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als  Volumen  des  Körper«,  dessen  Durcfaschnittsfläche im  der  I 
x  gleich  a:V2nr*-j:*  ist. 

Nach  dem  bisher  Vorgetragenen  sind  wir  min  im  Stande, 
Inhalte  van  Körpern  zu  berechnen,  deren  Darchschnittsfli 
Glieder  von  den  folgenden  Formen  enthalten: 

a,  bx,  cx*f  aVr*—x*9  iV2^-Ä»,  jrVr*— «■,  xSfi$jx- 

Es  lassen  sich  leicht  noch  andere  Formen  finden,  fSr  w< 
die  Knbirnng  der  Körper  gelingt.  Benutzt  man  die  vom  Heri 
geber  des  Archivs  auf  elementarem  Wege  gegebene  Font« 
die  Fläche  der  Hyperbel,  dann  kann  man  auch  die  Körper  I 

ren,  deren  Durchschnittsfläche  in  der  Höhe  x  gleich  oVpxH 
ist    Durch  Benutzung  der  Parabel  erhält  man   auch   de*  Ii 

der  Körper  mit  der  Durchschnittsfläche  aV  b  +  cx.  Mit  vfo 
Vortheil  kann  man  sich  der  mitgetheilten  Methode  bei  den  in 
Mechanik  vorkommenden  Summirungen  bedienen. 


zu  §•  7.  und  §.  9.  der  Beiträge  zur  Sammir 
der  Reihen  im  26.  Bande  l.Heft  S.21  u.  ff.  des  Arch 


Von 


Herrn  Hofrath  Oettinger 

an  der  Universität  so  Frei  bürg  i.  B. 


Die  in  §.  7.  und  §.9.  behandelten  Potenzen-  und  Fakultätenre 
bieten  so  manches  Eigentümliche,  dass  es  sich  wohl  der  K 
lohnen  dürfte,  noch  etwas  über  dieselben  beizufügen.  * 
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Ich  hatte  die  Absiebt,  das»  was  noch  beizufügen  ist»  am  ge- 
hörigen Orte  in  den  Text  mit  den  nöthigen  Umänderungen  auf- 
zunehmen. Die  Abhandlung  war  aber  schon  gedruckt.  Meine 
Bitte  um  Rücksendung  des  Manuscripts  kam  zu  spät  und  konnte 
daher  nicht  mehr  berücksichtigt  werden.  Ich  trage  nun,  was 
betaiftgen  ist,  hier  nach. 

Ausser  der  benutzten  Methode  lassen  sich  noch  andere  put 
die  dort  behandelten  Reihen  anwenden,  wodurch  einerseits  die 
gleichen,  andererseits  abweichende  Resultate  erzielt  werden.  Es 
dürfte  daher  sachgemfiss  sein ,  hierauf  aufmerksam  zu  machen  und 
die  verschiedenen  Betrachtungsweisen  mit  den  daraus  fliessenden 
RtaHaten  vorzulegen. 

Geht  man  von  den  Gleichungen  des  §.  75.  meiner  Lehre  von 
den  aufsteigenden  Functionen  aus,  so  hat  man: 

1)  ä*— (x+ Jx)v  +  (x  +  24x)v ....  (— )*(x+nJx)f 

nd  hieraus: 

2)  xp —  {x\Ax)P 

H*+2Jx)p ....  (—)*(*  +n^ar)P(— )«^i£^i(a:+(n+l)  ^*)P=f-**F; 

»  ■  i  ■  •  . 

.   '      .         r 

worin  folgende  Werthbestimmungen  gelten: 

•    ■  * 

-{rfas  +  (n  +1)^jt)i-1^.t  +  J(f>),(*  +  (n  +  1)Jx)p-'(Jx)*—  ..... 


t    r- 
«  I     '  •     •  I    )  i 


Nimmt  man  nun  den  Satz  zu  Hälfe»  dass  bei  unendlich  wacht 
andern  n  die  niedern  Potenzen,  welche  n  führen,  den  bOhern 
gegenüber  vernachlässigt  werden. können»  und  der  oft  aogewen* 
<bt  wird,  so  fallen  die  niedern  Potenzen  in  der  entwickelten  Dar- 
«telloog  von 


i    i 


gegenüber  der  höchsten  weg  und  man  erhält  sofort  aus  2)  und  3) 
fr  ein  unendlich  wachsendes ■«: 

4)    Lim  [S(— )"  (x + n  Ax)p  (— )n+1  i(* +(n+l)  Jx)9]  =  &-*& 
***  hieraus  «pfort:      .     r    > 


•  »  •  ■ 
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6)     Li»  [SC-Wa+ftufe)? — 10Mr(äi+l)^*)']  n=t~ij* , 

Diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  §.  7.  gegebenen  fibereio* 

Eben  so  erhält  man  für  die  in  §.  9.  angegebenen  Fakattltoe- 
Reihen : 

«)  a*^*—  (x+Jx)Pl**  +  (x+%4x)*\J».... 

worin  nach  §.33.  meiner  Lehre  von  den  aufsteigendes  F«*e» 
tionen  gilt: 

^H*+(*+l)4*)*=U*+{n  +  \)4x)tV* 

—!/>(*+  («+2)^ar)P-ll^*.  -^ar+i;j^al-1(ar+(n+3)^Ä)P-ftl^*(^ar)» — ^., 

und 

+  Jp*!-1  (* + 2^ar)P-M* .  (/Ix)*  —  Ap8»-1  (*  +  War^1!'«^)» 

Nimmt  man  auch  hier  den  angezogenen  Satz  zu  Hülfe  und 
wendet  ihn  auf  Fakultäten  an,  so  ergibt  sieb  aus  6)  <Sr  tm  ob- 
endlich  wachsendes  n: 


7)    Lim[S(-)a"(x+2n^ar)Pl^*-i(^+(2»+lM*)»|l^]==={:--1«Fl^, 
Lim[S(-)«— K^+(2n— l)//o:)Pl^+ |(^+2»»^a:)Pl^]=:£-ia*1^. 

Diess  stimmt  mit  den  in  §.  9.  gegebenen  Resultaten  überein. 

Ganz  «Inders  gestartet  sieh  die  Sache,  wenn  man  futgewda 
Methode  wählt.  Die  Gleichung  13)  §.  7.  kann  unter  der  nach- 
stehenden Form  dargestellt  werden: 

= {[(*  +  %nJx)P  -  (x  +  (2« — 1) Jx)v] 

+  £[(x+2n4x)P-1--(x  +  (2n--r)4x)P-l]Jx 

m 
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i  ist  (x+-2*4x)r-k— (jB-f(-2n—  l)^*)i-*=  ^(*  +  (2n— «VaJpT*. 
Hiernach  g«ht  8)    über  in: 

9)    XP—{x+4xy+{x±2dx)P....—(.x+('2,n—\)4x)P+i(x+<lndx)v 

=  W(x  +  $n  —  \)Jx)r-\-lp4xd{x  +  $n—\)4xff-1 

-I',{pJ1(^)M{Ä  +  (2/i  -  l)^)r-a  +  .... 

+  ia:P  —  IpxP-^x  +  itpHa*-*  (<*r)B, 

b  für  die  Glieder  des  Smiimenausdruckes  folgende  Gleichung  gilt: 

10)    4fcH-(3H-l)4r)»-*=(p~*)  (^+{2n— l)^jr)?-*->^ 

4  (p-*),(.c+(2M-l)z*r)P-*-"<^)» 

+  0*-i)3(^+{2«-I)^)'-*->(^)» ... 

=  (P  —  *)  O  +  2ll^a:)P-*-1  ^a: 

—  (/»— *)g  (*  +  2n^ar)P-*-*(j3:)« 

+  tp  ~*Ji  (*  +  2n^^)P-*-s(J«)a  — .... 


11)    if— (^+^jr)P+(a;+2^j:)P....(a:+2w^i)P— i(x+(2n+1Mj;)P 

=  -  J^(x  +  2n  ^r)P — Jjvte .  d(x  +  2»^)P-» 

+  Mp)tWJ(*  +2«^x)p-»-.... 

+  iarP  —  \pxf-lJx  +  J(/»)j;rP-8(^3:)s— .... 

!i  hier  gilt  die  Darstellung  10),  wenn  man  hi  \  )  statt  2»  setzt. 

Ans  10)  ergibt  sich,  dass  der  Suromenausdruck  in  9)  und  II) 
in  mehrere  Reihen  übergeht,  die  nach  den  fallenden  Potenzen 
na  (x  +  2n4x)  oder  von  (x  -I-  rlu  l  It  ,-Jj-)  geordnet  sind.  Bei 
wachsendem  n  nächst  nun  auch  nach  10)  der  Werth  der  hieraus 
flieseenden  Ausdrücke,  und  weder  die  einzelnen  Ausdrücke,  noch 
auch  ihre  Gesammtheit  geht  in  0  über.  Es  entstehen  daher  nach 
dieser  Methode  keine  Grenitverthe,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
die  Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  niedere  Potenzen,  als  auf 
der  linken    führen. 

Ib  einen  Falle  jedoch,  wenn  p  =  l  ist,  führen  die  genannten 
Reihen  auf  einen  Grenzwerth,  wenn  man  diesen  Namen  gehran- 
obea  will,  und  man  erhält  ans  B)  und!  11)  liir  ein  unendlich  wach- 
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12)  Lira  [S(— )*-K*  +  (2«  - 1)  **)*  +  i(*  1 fc"**)*] =fcr, 
Lira  [S(-)*"(x+2n^ar)P  —  i(*+(2n+l)  A*y>\=\(x-  4xj. 

Aehnliches  gilt  von  den  Fakultftten-Reihen.  An»  3)  $.9.  erhält 
man»  wenn  die  negativen  Aufstufungen  der  Fakultäten  nach  (.83. 
meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  entwickelt 
und  die  hieraus  folgenden  Reihen  vereinigt  und  durch  Unterschiede 
dargestellt  werden: 

13)  at*\4* -(x  +  Ax)v\**  +  (x  +  2Jx)P\J* . ... 

....  (— )"  (x  +n4x)v\J*(— )■+*  l(x  +  (n  +  l)Jx)P[J* 

=  (-)n+1  [i^(«+ (n +l)Jx)v\<**— £^J(x+(n+2)4xp-*\* 

.    +  ixP\^^(x+Jx)P-1\J*Jx+fL^(x+2Jx)P^\J*(Jxy^^ 

Werden   die   angezeigten  Unterschiede   eingeführt,    so  entsteht: 

14)  *p!'*—  (x  +  Jx)p\j*  +  (x  +  2Jx)p\j*  .". . . 
....(— )n(x+  w//a)Pl^(— )Ä+1i(.r  +  (n  +  l)^a)Pl^* 

= (-)tt+1Ü/K*  +(»+2)^a)P-1l^^ar-^^(ar+(n+3)^a)F-^'' 

+  2^-  (X  +  („  +  4)  Ax)p~*\**{4x)*  — .... 


16 


t    > 

:.     Il   • 


+  ^M*^(a+//a)P-1l^^j:+2^(a?+2^a)ir*i^^^^^     j 

Aus  14)  zeigt  sich,  dass  bei  wachsendem  n  kein  Gremwfertll  6B# 
steht,  und  was  vorhin  über  die  in  §.  7.  benutzte  Methode  getagt 
wurde,  findet  auch  hier  Anwendung.  ■■  '•■!  :■**•*& 

Es,  liegen  nun  verschiedene  Betrachtungsweisen  vor»  wpjftft 
die  eine  auf  das  Glied  l(x  +  2rutx)P  und  ;(o:  +  Cin  +  l)^^:|]kflc^ 
sieht  nimmt,  die  ändere  nicht  Auch  bei  Aufnahme  dieses  43Bf* 
des  fiiessen  für  eine  und  dieselbe  Sache  bei  verschiedener  tie- 
handlungsweise  verschiedene  Resultate«  Jeder  Behawlhfogfweise 
stahtn  Gründe  zur  Seite.  Welche  Resultate  werden  nun  als-idtt 
richtigen  zu  beseiclraen  sein?  Holt  man  die  Aimabme'deitJftftft' 
ligen  Wachsens  für  it  und  die  möglichst  einfache  Darstellung*  der 
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Summen  ausdrücke,  wie  sie  in  No.  8)  n.  ff.  gegeben  wurde,  fest, 
dann  scheint  die  zuletzt  entwickelte  Methode  den  Vorzug  vor  den 
übrigen  zu  verdienen,  und  es  müssen  sofort  die  aus  den  andern 
Methoden  hervorgehenden  Resultate  als  unzulässig  bezeichnet 
«erden. 


I 


SO. 

Kriterium  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reiben. 


Herrn   it.  Hoppe,  . 
Privaldoccnten   on   der  Univcrthät  zu 


Unter  den  convergeuten  Reihen  lassen  sich  zwei  Gassen 
unterscheiden:  solche,  deren  Convergenz  bei  beliebiger  Aende- 
nuig  der  Vorzeichen  der  Glieder  fortbesteht,  und  solche,  die  nur 
für  gewisse  Bestimmung  der  Vorzeichen  convergiren.  Die  Bedin- 
gung der  Convergenz  für  die  letztere  Classe  ist  einfach,  wenn  die 
Vorzeichen  beständig  abwechseln:  es  reicht  bekanntlich  hin,  wenn 
die  absoluten  Werllic  der  Glieder  von  irgend  einem  Gliede  an 
beständig  abnehmen  und  sich  der  Grenze  0  nühern.  Ueber  die- 
sen besonderen  Fall  hinaus  lässt  sieh  hier  nicht  wohl  ein  allge- 
meines Gesetz  aufstellen.  In  Betreff  der  erstem  Classe  hingegen 
scheint  mir  das  gewöhnliche  Verfahren  bei  Beurtheilung  der  Con- 
«ergenz  in  mancher  Hinsicht  einer  Verbesserung  fähig  zu  sein. 
Wenn  gleich  die  Division  zweier  auf  einander  folgender  Glieder, 
auf  der  jenes  Verfahren  beruht,  (Vir  viele  Reihen  die  Untersuchung 
vereinfacht,  so  bringt  dieser  Umweg  doch  zugleich  einige  Mängel 
mit  sich.  Erstens  bleibt  dabei  zwischen  entschieden  convergirenden 
TWJ  XXVI. 
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and  entschieden  divergirenden  Reihen  eine  Lücke,  die  sich  i 
durch  neue  Kunstgriffe,  und  zwar  wieder  bloss  bis  rv  einer  neuen 
Grenze  ausfüllen  läset.  Zweitens  lässt  diess  Verfahren  eine  wich- 
tige Eigenschaft  der  Reihen  erster  Classe  Rani  unbenutzt,  die 
nämlich,  dass  sie  sich  nach  dem  Grade  ihrer  Convergenz  verglei- 
chen lassen,  so  dass  durch  die  Prüfung  ihrer  Convergenz  zugleich 
deutlich  wird,  welche  Veränderungen  das  atigemeine  Glied  erfah- 
ren kann,   ohne  dass  die  Convergenz  aufhört. 

Dass  eine  solche  vergleichende  Beurtheüung  der  Convergenz, 
und  zwar  bloss  nach  dem  Verhalten  der  allgemeinen  Glieder  bei 
unendlich  grossem  Stellenzeiger,  möglich  ist,  ist  ohne  Zweifel 
bekannt;  hier  soll  gezeigt  werden,  dass  zur  Feststellung  der  Ge- 
setze sowohl,  wie  zu  ihrer  Anwendung  die  Elemente  der  Diffe- 
rentialrechnung vollkommen  ausreichen,  und  dass  in  Bezug  auf 
die  Leichtigkeit  der  Behandlung  die  vorgeschlagene  Methode  der 
gewöhnlichen  in  keiner  Weise  nachsteht.  Da  hier  nur  von  Reiben 
der  ersten  Classe  die  Rede  sein  wird,  deren  Merkmal  darin  be- 
steht, dass  die  absoluten  Werlhe  ihrer  Glieder  selbst  convergeote 
Reihen  bilden,  so  können  wir  die  Glieder  überhaupt  durchgängig 
positiv  annehmen.  Kerner  kämen  wir  uns  auf  solche  Reihen  be- 
schranken, deren  Glieder  fortwährend  abnehmen.  Denn,  entfernt 
man  vor  jedem  Gliede  einer  beliebigen  Reihe  alle  vorausgehen- 
den kleinern  Glieder,  so  erhalt  man  eine  durchgängig  abnehmende 
Reihe,  die  aus  leicht  zu  übersehenden  Gründen  mit  der  ursprüng- 
lichen zu  gleicher  Zeit  convergirt  oder  divergirt;  ausgenommen 
wenn  die  Anzahl  der  zwischen  je  zwei  Gliedern  ausgestossenen 
Glieder  mit  der  Stellenzahl  ins  Unendliche  wächst,  in  welchem 
letztern  Falle  die  Reihe  die  Form  einer  unendlichen  Doppelreihe 
mt  uod  als  solche  zu  behandeln  ist. 


Sind  nun  r«  und  vt   die  durchgängig  positiven  ond  bei  wach- 
sendem   /;    bestandig    abnehmenden    allgemeinen    Glieder    zweier 

Reihen,   so  braucht  man  in  Betreff  ihres  Quotienten  —    nur    die 

drei  Fälle  in  Betrachtung  zu  ziehen:  I)  wo  derselbe  für  A  =  ee 
verschwindet;  2)  wo  er  einen  von  0  verschiedenen  Grenzwerth 
hat;  3)  wo  er  mit  k  in'«  Unendliche  wuchst  Ist  er  eine  schwan- 
kende Function  von  A,  so  lässt  sich  eine  der  Reihen  füglich  als 
Doppelreihe  betrachten;  denn  wenn  er  zwei  verschiedene  con staut« 
Werlhe  unendlich  oft  überschreiten  soll,  so  muss  die  Anzahl  der 
jedesmal  dazwischen  liegenden  Glieder  mit  Am  s  Unendliche  wachsen. 
Angenommen  nun,  dass  die  Reihe  der  w,  convergirt,  so  wird 
in  den  beiden  ersten  Fällen  auch  dio  Reihe  der  vk  convergiren, 


Ange 
in  den  bi 
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da    ihre  Summe  bei    wachsendem  k    stets   kleiner  bleibt,    als  die 

Summe   der    tu,    multinlicirt    mit   dem  gross  teil   Werthe    von    — 

Im  ersten  Falle  kann  man  überdiess  sagen,  die  Reihe  der  r±  con- 
vergire  stärker  als  die  der  m,  im  zweiten,  sie  eonvergire  mit  ihr 
gleich  stark.  Im  dritten  Falle  wird  demgemäss  die  Reihe  der  et 
entweder  schwächer  convergiren  oder  divergiren.  Das  Umge- 
kehrte findet  in  Bezug  auf  Divergenz  statt,  falls  die  Reihe  <L ■  -i- 
Ki  diverglrt ;  im  ersten  Falle  wird  die  der  r*  schwächer  divergi- 
ren oder  convergiren,  Im  zweiten  gleich  stark,  im  drillen  stärker 
divergiren. 

Demzufolge  würde   eine   Reihe    wie  die   der  ut   zur  Prüfung 

übrigen  dienen    können,   wenn   sie  unter  allen   convergenten 

am  schwächsten  convergirte    oder  unter  allen  divergenten 

iwäcbsten  divergirte.     Diese  Bedingung  Ifisst  sie  zwar,  weil 

Reihe  die  verlangte  Eigenschaft  absolut  besitzt,    nur   buc- 

erfüllen.     Allein  man  kann  die  Form  des  allgemeinen  Glie- 

igeben,  innerhalb  deren  man  den  Grad  der  Convergenz  bo- 

als  der  Divergenz  beliebig  erniedrigen  kann. 

Zu  diesem  Ende   sei 

CoX  =  x,    (4*=  log«,    tVc=l«filogi,  etc.; 

m  Allgemeinen 

CnX=logC*-lX. 

Setzt   man   überdiess    der  Kürze  wegen 
y.r= —  -  (Chx)-", 

wo  <t  eine  beliebige  Grösse  >0  bezeichnet,  so  erhfilt 

Dif erenziation : 

, I 

9  X~  C&(\x  ....  CnXiCuXy' 

Nimmt  mau  x  gross  geniig,  dass  nach  nmaliger  Logarithminmg 
noch  eine  positive  Grösse  erscheint,  so  ist  <p.r  eine  bei  wachsen- 
dem x  beständig  abnehmende  und  für  :c  =  *  verschwindende 
Fmctioo,    folglich  "Sl 

(-D*<|) 

das  allgemeine  Glied  einer  convergenten  Reihe.  Betrachtet  man 
die  Summe  zweier  aufeinander  folgender  Glieder: 
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-9(*-k)+**» 
welche  naefa  dem  Taylor'schen  Satze 

=  4v'(*-|) 

Ist,  indem  &  eine  Grösse  zwischen  0  and  1  bezeichnet,  ab 
meines  Glied  derselben  Reihe,  so  besteht  diese,  von  einem 
reichend  grossen  Werthe  von  k  an  gerechnet«  aus  positiven 
dern  und  convergirt  für  irgend  einen  Werth  von  0  zwischen  ( 
1.    Da  aber 

g>'A<9'(*-f) 

ist.  so  convergirt  auch  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

9,*=CoÄQA ....  CJKGJt)*' 

■ 

Ferner  ist: 


eine  Grösse,  die  mit  h  ins  Unendliche  wachst;   folglich  dir« 
die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist: 

CWh  (*  +  !)—  C**ik  ss  G*i'(A.+  »). 

Nun  hat  man 

, '        1 

CqXC\X  ••••  Cm/X 

t 

woraus  erhellt,   dass 

ist;  folglich  ist  auch 

Cm+l'h=sCokClk....CJt 

das  allgemeine  Glied  einer  divergenten  Reibe.    Demgemta 
die  Grossen 

1  1  1  , 

Al+a'    ftUogft)H«'    AlogAOoglogA)1-^  elc' 

Ittr  «>0  allgemeine  Glieder  convergenier,  für  assO  diverg* 


Reihen;  i 
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und  zwar  leuchtet  ein,  dass  immer  die  folgende  schwächer 
in.iivfriz.irt  oder  resp.  schwächer  divergirt  als  die  vorhergehende. 
Znr  Prüfung  der  Convergenz  anderer  Reihen  ergiebt  sieb  hieraus 
folgender  Satz: 

Eine  Reihe  positiver,  beständig  abnehmender  Glieder  u*  cou- 
lergirt,    wenn  die  Grösse 

utCJkt\k  ....CJi{CJtV 

t3to>0  nicht  mit  k  in's  Unendliche  nächst,  und  divergirt,  wenn 
dieselbe  Grösse  für   a  —  0   bei  wachsendem  k  nicht  verschwindet. 

Nach  Aufstellung  dieses  Kriteriums  möchte  es  nicht  überHüs- 
tigaeiu,  den  Einwand  zu  widerlegen,  als  ob  dessen  Anwendung, 
insbesondere  die  Prüfung  der  eben  genannten  Grösse  in  Bezug 
uf  ihr  Verhalten  bei  unendlich  wachsendem  k,  besondere  Schwie- 
rigkeiten böte.  Hier  ist  auf  einen  Unistand  hinzuweisen,  den  die 
Lehrbücher  der  Differenzialrechnung  unbeachtet  zu  lassen  pfle- 
imi.  obwohl  er  in  vielen  ähnlichen  Füllen  sehr  nutzbar  werden 
km.  Zu  prüfen  ist  nämlich  nicht  das  ganze  Product,  sondern 
diu  der  Factor  i/(.  Ich  nenne  n  ein  Aequivalent  von  u*,  weun 
der  Quotient  beider  Grössen  für  k  =  ob  den  Grenzwerth  1  hat. 
Ei  ist  klar,  doss  alsdann  in  obigem  Producte  für  jeden  Factor 
ein  beliebiges  Aequivalent  gesetzt  werden  kann.  Nun  ist  die 
Grisse,  mit  der  tu  multiplicirt  erscheint,  schon  in  der  Form  ihres 
einfachsten  Aequiralentes  dargestellt.  Blau  braucht  daher  nur 
das  Gleiche  mit  «a  zu  thuti.  und  die  Entscheidung  erfolgt  augen- 
blicklich. 

Vergleicht  man  diess  Verfuhren  mit  dem  gewöhnlichen,   wel- 
ches  statt    uk   den   Quotienten untersucht,     so    zeigt    eich, 

Uk-l 

dass  der  eigentliche  Vortheil  des  letztern  darin  besteht,  dass 
Producte  von  wachsender  Anzahl  von  Factoren,  die  arithmetische 
Reiben  bilden,  durch  Division  entfernt  werden.  Um  die  gleiche 
Leichtigkeit  für  die  in  Rede  stehende  Methode  zu  erzielen,  kommt 
es  nur  darauf  an,  das  einfachste  Aequivalent  des  Products  einer 
arithmetischen  Reihe 

a(a  +  6)(a  +  24)....(«  +  (*-l)4) 

durch  eine  Formel  festzustellen,  was  mit  Hülfe  des  Taylor- 
•cben  Lehrsatzes  geschehen  kann.     Es  sei 

<px  =  ^—r-^  log((i  +  6*)— x, 


.    I-     . 


ISS  Moppt:   Kft$ertum  der  Coneergen*  und  9fimf$n%  dir 

wtruus  darth  DUerMtelation  hervorgeht»     * 

qtx  =  log(a  +  6#), 
b 


q>"x  =: 


<pmx  =  — 


6* 


Nun  ist  allgemein : 

fcdb— 1 

<£    tg>(A  +  l)— g>A}  =  o)A— 9O, 


und  nach  dem  Taylor'schen  Satze:) 

kZqf(h  + 1)  —  \  Zcp'h  ss  Jiy  A  +  J-2^(*  +  *i). 

Zählt  man  di*  A  von  0  b»  A  - 1  and  subtrabirt  beide  Gleich 
gen,  so  erhftft  man  gemäss  der  vorhergehenden: 

9A— 9O— i^'A-^O)^  ^A+l^^A  +  ^-i-S^A  +  ai) 

■ad  nach  Eiafährung  der  Wertbe  der  o>: 


^^^logCa  +  ^-^^Iogq-A^^lSogCa^Ag)- 

WO 


e*""kf0    '  6(a+6(A+^))*^4(a+6(A+^))i  i 
geaetet  Ist,   und  woran*  unmittelbar  folgt: 

n(©+*)(a+2»)....(a  +  (A-l)*)=:fÄ-*^i^ u. 

Für  £=oo  hat  c*,  weil  sein  Reihenausdruck  convergirt,  ei 
Gremwertb  c'.    Setzt  man 

so  bat 


99«:   ft&rt*iu  dtr  Smwergtw*  und Otter  tau-  4*r  Retten,  yjß 

q(q+6)....(g+(A-l)6) 

ce-^a+46)»**"' 
reanvertlt  1,  mitbin  ist 

sachte  Aequivaleut  des  gegebenen.  Products.  Die  Grösse 
fcets  >0  und  kann  im  Uebrigen  als  gleichgültig  angesehen 
i.    Für  a  =  6=l  erhält  man  insbesondere 

cc-*(A+l)*+i 

quivalent  des  Prodocts 

i  sei  z.  B.  die  binomische  Reihe  in  Bezug  auf  ihre  Convergenz 
Ten.    Inr  allgemeines  Glied  ist 

^a(a-l).M.Mfl) 

X  •  td  •  •  •  •  K 

äquivalent  seines  absoluten  Werthes:. 

«  j 
_    e-^A-q)*-1— <  , 

•i.         •;■  .■  .!.""'•  •-*(*+  1)W*    ;;.;     .    •,:■>   v-  .r  , .  j 

sten  Factoren  haben  für  sich  endliche,  von  0  verschiedene 
rertbe;  daher  braucht  man  Als  Äequivalent  des  allgemeinen 
i  nur  einzuführen: 


•i  ■  * 


*  Reihe  wird  eonvergiren,  wirat 


FP 


**+«=#***-• 


Srenzwerth  hat,  d.i.  1)  ffir  *■<!;  2)  Air  **  =  1,  a>0, 
man  a~Za  setzt. 

*  wird  bei  positiven  Gliedern  divergiren,   wenn 
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nicht  verschwindet,   d.i.    1)  für  a^>  1;    2)  Ott  **=!,    «^<\ 
Beide  Fälle  schliessen  sich  vollkommen  an«. 

Bei  abwechselnden  Vorzeichen  convergirt  die  Reib»«   wem 
das  Aequivalent  des  allgemeinen  Gliedes 

verschwindet,  d.i.  ftfr  «■<!  und  für  «•=!,  *>  — I. 


Ueber  die  Werthbestimmung  von  Functionen  in  unbe- 
stimmter Form. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 

Lebensversicherung! -Calculator   der  k.  k.  p.  Asiesds  Assicmafcie*  ■ 

sn  Trieft. 


Im  Allgemeinen  ist  der  Werth  einer  Function  in  unbestimmter 
Form  abhängig  1)  von  der  Form  der  Function  und  2)  von  den  in 
der  Form  enthaltenen  Constanten«  So  erscheinen  z.B.  die  Functionen 

—i —  mA  ~z=r 

fittr  #  =  0  beide  unter  der  Form   g,  aber  der  Zahlwerth  der  er- 

steren  ist  1  und  jener  der  letzteren  ist  2*    Anderseits  sind  die 
folgenden  Functionen  (1)  bis  (5)  sämmtlich  in  der  Formel 


.1 .  ' 


4M  PtmetHmm  fn  unkettfmmter  Form. 


*        •  • 
:  •   •  \:   il: : 


:l 


»  . •»■. 


.•>< 


(l  +  qzr)f 


•>hi 


enthalten,  reduciren  sich  für  x  =  0  auf  l+°o    und  haben  Zahl- 
wtrtbe,  welche  sogleich  mit  a,  m  und  n  sich  ändern. 


a) 


(l+*)i=f. 


» 


(1-*)==;. 


)    -  t    •  <    .  b 


(!) 


(1— **)*=  1, 


(0 


(!+*)»*  =  «, 


(5) 
KktMo  tot  Ar  xss\: 


(!—*)«•  sd 


» 


— ._    1 


ä1— "  = 


Vi 


\  :•■ 


iMingig  von  dem  Werthe  von  *.  h 

Es  gibt  aber,  wie  wir  im  Nachfolgenden  zeigen  werden»  ,mm 
Wstimmte  Formen»  welche  nur  einen  einzigen  Zahlwerth  zulassen, 
gldcbgiltig,  ans  welcher  Function  sie  herstammen. 

Bezeichnen  u  und  v   zwei   solche  Functionen  von  x%   dass 

X=z&  fflr  den  besonderen  Werth  a  der  Variabein  x  unter  der 

Form  0°  oder  od0  erscheint»  so  ist  bekanntlich  der  Zahlwerth  von 

ti1.  e* 
J=:e*,   wenn  to  = —       ,  >    unter  ti'  und  V  die  ersten  Diffe- 

II«  V 

renzial- Quotienten  von  u  und  v  verstanden. 

1)    Wenn  -X=«ir  für  o:=a  sich   in  0°  verwandelt,   so  ist 

■      0 

-=j)>    mitbin  für  «rasa. 


:  '» 


!  : 


...  i  .\ 


}.e  .""  e*-"~  •-'• 


u 


wo  A  den  bestimmten  Zahlwerth  von  —  bezeichnet.    Nun  ist 
«f=-r--7-«—.©=='«-A.,x«i>==  — e^O,   also  -X  =  e°=l. 
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Diess  gilt  selbst  dann,  wenn  h  den  Werth  0  oder  od  hat,  weil 
j  identisch  der  Einheit  gleich  ist  —  Es  gilt  daher  folgender 

.....  :.    ■'•■•».  ■  ;M:9 

Lehrsatz. 

Erscheint  die  Function  «P  für  einen  besonderen 
Werth  a  der  Variabein  x  unter  der  Form  0°,  so  ist  ihr 
Zahlwerth  stets  gleich  L 

Beispiele.     Für  *=0  ist 

(7)  ^li^Lj^O,    aber  *=[lg<l+*)]Vs=l, 

(8)  £  =  '«gj*)-^  aber  *=[lg(l  +*)]*  =  1. 

U  SC 

2)    Erzeugt  ar=a  in  X=u9  die  Form  od0,  so  hat  — I  die 

0 
Form  7j>    also  ist  für  x  =  a: 

e  t>'  ua.e'     ,  wV' 

durch  v  abgekürzt  erhftlt  man  die  Gleichung: 

fllr  x=za     e= -pr-i 

oder  durch  t?a  dividirt: 

— = — ttj  =  ->   mithin  ti>  =  t>  =  0,  also<X=e°=l. 
e  e  •tr      to 

Diess  beweist  den 


• 


Lehrsatz. 

Erscheint  die  Function  «•  für  den  besonderen  Werth 
a  von  a?  unter  der  Form  od0,  so  Ist  ihr  Zahlwerth  stets 
gleich  1. 

Beispiele.     Für  4?=q    i*t: 
(9)        w=tga:.C08X  =  l,    jedoch  JTsrftg^r]008 '^=1; 


ünftrdinf+r:  Ei$mtthmfien ä*r  Summe etntf ttmMnat.  Reihe.JSJ 
Or  x=0  Ist: 

(10)     Mv=(±).(xAg*)  =  -<»,   *=Q*ls%i. 

Functionen also,  welche  fär  einen  particutaren  Werth  der  Varta- 
Wb  unter  einer  dieser  beiden  Formen  0°  oder  od0  Erscheinen, 
bedürfen  nicht  jedesmal  einer  besonderen  Untersuchung, 
ind  diese  Formen  kennen  nur  insofern  „  unbestimmt"  genannt 
werden,  als  der  ihnen  entsprechende  einzige  Zahlwerth  1  aus  0° 
md  od0  nicht  unmittelbar  mit  genügender  Strenge  hergeleitet 
werden  kann.    (S.  A.  Cauehy,  Calcai  difftfrentiel.  Le$on  5.) 


•-.:o 


Ueber  die  Eigenschaften  der  Summe  einer  combiflft* 

terischen  Reihe. 

Von 

Herrn  Frmnz  Unfer&inger, 

bbcMrenfehernngt-Calcnlator  der  k.  k.  p.  Altenas  ArtfcurafMde' 

tu  Triest 


Der  pötbJgtq  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  all- 
gemein die  Anzahl  der  Combinationen  von  m  Elementen  zur  p-  Gasse 

Asch  das  bekannte  Symbol  (    J,  und  die  Anzahl  der  Permuta- 

tionen  von  n  Elementen  durch  n!,   so  dass  folgende  beide  (Jlei- 
chongen  bestehen: 

M.(m—  l).(ne— 2)....(m«*-p+l)_/j»\ 

(1)  i.2.3....p     :         ~W 


2Sg  Bnf*rdln$er:   Ueäer  4fr  Ntmutoflm 


■.;   *. 


und 

(2)  .     i/lf2.3 (n  —  1).*  =  «!.     /f.. 

Hierdurch  erkl&rteich  der  analytische  Bau  derJleihe  (3),  welche 
zuerst  von  Euler  aufgestellt,  die  Losung  eines  Problems»  de 
Wahrscheinlichkeit* -Rechnung*)  io  sich  schliesst  und  d|ts  Ob 
ject  unserer  nachfolgenden  Betrachtungen  ist: 

•.  '«-COT- (DCT'y+ÖM"-"- 

•+(-,Kp)(v)"+ •••• 

m  und  n  in  CT    sind  Indexe ,   welche  mit  den  Grössen  m  und  % 
in  der  Reihe  (3)  correspondiren ;    derart,  dass  G*   r  ,   (**~   das* 

jenige  bezeichnet,  was  aus  der  "Reihe  (3)  wird,  wenn  m  —  1  odei 
n— 1  an  die  Stelle  von  m  oder  n  tritt 

Wir  wollen  nun,  ohne  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zur  Wahr 
scheinlichkeits-Recbnung,  direct  aus  der  Construction  der  Reihe  (3) 
folgenden  Lehrsatz  beweisen: 

Bezeichnen  m,  n  und  t  ganze  positive  Zahlen  und 
ist  m>ttt,  so  ist  die  Summe  der  Reibe  (3)  gleich  Null; 
und  ist  m=zni9  so  ist  die  Summe  der  Reihe  (3)  gleich 

(iri)l 

jß~~    In  der  analytischen  Zeichensprache: 

C£  =  0   wenn    m>ttt   und   Cf^=  K^r  wenn  m  =  nl 

Beweis.  1)  So  lange  die  Werthe  von  m  und  n  von  Null 
verschieden  sind,  ißt  di*  Reihe  (3)  mit  dem  (»t— t  +  l)ten  Gliede 
geschlossen.  Ist  m  >  0  und  n  =  0,  so  reducirt  sich  dieselbe 
auf  folgende  (m-f-1)  Glieder:    . 

1-(T)+(S)-(")+-+<-')-C)=c-»-=<>- 

und  tst  m=rn=0,   so  reducirt  sich  die  Reihe  auf  das  erste 4SUe€ 
und  wird  gleich  0°=1  **).    Also  hat  man:  \ 

(I)  G°  =0  wenn  m>0, 

st 

(5)  G«  =  l. 


*)  S.  Lacroix,  Csloul  des  probabilite*».    S.  64. 
•*)  S.  Seite  2&6.   erster  TjebrtaU. 


der  Summe  einer  cambinatorischen  Reihe,  839 

2)  Setz«,  wir  in  (3)  statt  m  m— 1  und  addiren  das  Resultat 
der  Substitution  zu  (3),  so  ist  dfr  erste  Tbeil  der  neuen  Gleichung 

(F  +  CT   ,.     In  dieser  neuen  setzen  wir  wieder  m  — 1   an   die 

Stell«  von  m,   so  ist  die  Summe  der  zwei  heu$ri  Gleichungen 

ff  +2.  G*  \+'€T     •,    verwandelt  man  auch   hier'  wieder  m  in 

»-londadArt,  so  ist  die  Summe  G*+3.G"   ,+3-G*   ,+  <?"... 

Führen  wir  diese  Operation  t'mal  aus,  indem  wir  zur  Reducfion 
der  zweiten  Theile  unserer  Gleichungen  immer  von  der  aus  der 
fornbiiatjonslebre  bekannten  Gleichung  (6)  Gebrauch  machen,  so 
haben  wir  folgende  Rechnung: 

«-C9 -(I)(V)" +©("77-  (?)  (T7 

.    +„+(-i),.(^).("7'')"+~.     > 

c-ffH» tOC^+C?)  ("77 

-....+(-iP-..(»;;).(»77+-t 

« ♦  <c,= (T^-CT1)  ("T1)" + CV)  •  ("77 

-("7,)("73)"+--+<-»'(7,)(V)"+- 


«s«.  <c. + <c= (7)"-  (T)  •  (f ) 


•  f 
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<i.,+3.C<+«CU.=(,V,)'-{V) prf 


4(V)("77-"+<-'''("^('V,)V 


und  man  gelangt  endlich  zur  Gleichung: 


..\ 


CT)     «?:  +  (J)  g;_x  +  Q  <c,+ ..+(;)  eu 

=(T)"-(V)("7I)"+(V)  (-T2)" 

^..-+(-a),.(H):(w7)"+-. 

Zuletzt  setzen  4rirlo  dieser  Gleichung  noch  * — 1  an  die  Stillt 

von  n  und  erhalten: 

i  *  •  - 

■  .  ■ 

m    '«C+6)«C+ö«Ci*UG)Ci' 


=(?)r,-(r)("7,r<mr)C72) 


•  * 


>.....+(_i),.(7<).(V)"+... 

Nehmen  wir  nun  in  (9)  (^J  als  Factor  heraus  und  bedenke*, 
das«  allgemein; 

w  c)(v)"=o("7)(vr 

.  \ 

und      \    '  \    .    / 


4sr  Jttfmt  *in*  comMnatorttcken  AeJU. 

\ 
BOigt  y 

»■>  «:=(T)tCrr-("r')  CiT     l 

Der  Factor   von    ("!)  ist  gleich  dem  zweiten  Tbeile  derlei- 
dang  (8),  und  es  fet  daher«     '  1 


3)  Die  defchang  (12)  aeigt  de»;Zesaatti*nfaa»g  awlsebea  <t+2) 
*MtoHedene*  Grössen  G  «nd  bilde«  ab  ifaqftgtefehaiig  den  Mif 
folpunkt  unseres  Beweises. 

Worden  m  dieser  Gleichung  sueeeasive,  statt  m  and  n  paar- 
weise, die  Glieder  folgender  abnehmender  Reihen  subetituirt: 

#  '* 

m — i  und  »— 1, 

m — 2t    „     n — 2,  i 


m-(»-3)i    „3, 

tn-(n-2)t#    „2,  :  , 


■  w 


imd  die  Resultate  der  Substitution  in  umgekehrter  Ordnung  an- 
gesetat,  «o  erhält  man  folgendes  System  von  Gleichungen: 


*■  :   "' 


-<*-ap-i 


etat) 


UUfertHnfer:   Otter  Mt  Eiftmekeftm 
r«  _/m-(n-2)i\   r    t  /f\      » 

+ (2/*  *"£-(»-»«-* + •••• + GÜU(«-*>  J* 


+— +<c*i 


^  +.  ...+«ci} 

Es  tot  wichtig  zu  bemerken,  dass  in  den  reihenßrmigen  Fac- 
toren  der  zweiten  Tbeile  unserer  Gleichungen  die  unteren  Stellen 
seiger  von  der  Rechten  zur  Linken  wachsen. 

Ist  nun  zuvörderst  nt>ttt0  so  ist  m  — m>0,  mitbin  nadi  (4) 

o 
Crm_aj  =  0;  also  sind  im  zweiten  Tbeile  der  ersten  Gleichung  aDe 

vorhergehenden  Grossen  G  um  so  mehr  gleich  Null»  weil  die  un- 
teren Stellenzeiger  von  der  Rechten  zur  Linken  wachsen;  also 

l.t  auch  G^^O. 

Cv-^-i)*   ist  gleich  Null  geworden,    weil  m— m>0   oder 

weil  m— (n— l)t  >  t;  da  aber  auch  im  zweiten  Tbeile  der  swei- 
ten Gleichung  die  unteren  Stellenzeiger  von  der  Rechten  nur  Lin- 
ken wachsen,  so  ist  diese  Relation  bei  den  vorhergehenden  G 
um  so  mehr  erfilllt,  also  sind  auch  diese  gleich  Null*  mithin  auch 


1        • 


G*  _.f)<  ist  gleich  Null  geworden ,  weil  w  — (n— l)l>f  odüv 
was  dasselbe  ist,  weil  m—(n— 2) t>2i;  da  nun  im  zweiten  Theüe 


der  Summe  einer  combinalorUcken  Reihe.  ?3{) 

der  dritten  Gleichung  die  unteren  Stellenseiger  von  der  Rechten 
rar  Linken  ebenfalls  wachsen,  während  der  obere  Index  unverän- 
dert bleibt,    so  sind  auch  alle  vorhergehenden  Glieder  der  Null 

gleich;  mithin  ist  Cr^  ,      ^  =  0. 

Da  endlich  jedes  G  im  ersten  Tbeile  einer  vorhergehenden 
Gleichung  im  letzten  Gliede  des  zweiten  Theiles  der  nächstfol- 
genden Gleichung  erscheint,  welches  in  diesem  Theile  das  Ter* 
ichwinden  aller  vorhergehenden  G  cur  Folge  hat,  so  muss  das 
Nuliwerden  der  Grössen 


na  so  mehr  statt  finden,  zu  einem  je  späteren  Gliede  dieser  Reihe 
wir  vorschreiten,  mithin  ist  allgemein  G*  =0,  wenn  m  >  nt, 
ud  damit  ist  der  erste  Theil  unseres  Lehrsatzes  bewiesen. 

4)  Beweisen  wir  nun  auch  den  zweiten  Theil*  indem  wir  von 
der  Voraussetzung  ausgehen:  m  =  nu  Das  Gleichungen -System 
(12)  verwandelt  sich  alsdann  in  folgendes: 


(14) 


\ 


Da  nach  dem  Bewiesenen  alle  jene  G  der  Null  gleich  sind, 
deren  untere  Stellenzeiger  grösser  sind  als  die  t fachen  oberen,  so 
rednciren  sich  die  in  (14)  vorkommenden  polynomischen  Factoren 
auf  Ihr  letfttes  Glied.  Werden  sämmtliche  Gleichungen  mit  einan- 
der multipllcirt,  das  Product  abgekürzt,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  (5)  G°  =1: 

Tkai  xxvi.  le 
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«o-O-O-O-CO 

^■[*""2.1]  [2t  ....(*+!)]  [3t....(2f+1)]        r»i....(m-i+])] 
1.4««..t  l./.»..t  I.2....I  /•£••••! 


_[i.2....q  [(< +i).~2q  [(8f+i)...,aq-.,iri 

~"  (1.2....0* 


mithin 


(16)  G«  =  (üy;- 

Zusats.  Wird  in  unserer  combinatorischen  Reihe  (3)  f  =  l 
gesetzt,  so  verwandelt  sie  sich  in  folgenden,  aas  der  „Rech- 
nung mit  endlichen  Differenzen"  bekannten  Ausdruck: 

(16)  m«-(j)(m-l)«+(2)(m--2)«--(3)(m-.3)«+_, 

und  unser  Beweis  sagt,  dass  er  Null  ist,  so  lange  *»>*;  ist  ab« 
m  —  n,  so  ist  der  Wertb  desselben  =  n!  =  1.2.3....*,  was  att 
dem  Resultate  anderartiger  Untersuchungen  im  Einklänge  steht 


Zwei  Gedichte  von  Tycho  de  Brahe  und  Kepler. 

Ueberietzt  von 

Herrn  Ernst  Strehlke, 

Kandidaten   der   Philologie,    und  mitgetheilt  von  detaen  Vater,   Hern 

Director  Dr.  F.  Strehlke  in  Dansig. 


Ewiger  Dank  gebührt  den  grossen  Männern,  welche  durch 
die  Entdeckung  der  wahren  Gesetze  der  Weltharmonie  Licht  und 
Wahrheit  verbreiteten  und  die  Nebel  des  Wahns  zerstreuten. 
Nach  langer  Gefangenschaft  die  freien  Schwingen  entfaltend,   er> 
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bob  sieb  der  entfesselte  Geist  zu  den  Inseln  im  Aethermeere, 
den  fernen  Gestirnen,  indem  er  sich  überirdische  Werkzeuge  aus 
irdischem  Stoff  erschuf.  Eine  begeisterte  Stimmung  weht  in  den 
Werken  eines  Cnpemicus,  eines  Kepler;  der  gewöhnliche 
prosaische  Ausdruck  genügt  nicht  mehr  der  Erhebung  der  Seele 
und  der  Schwung  der  Gedanken  ergiesst  sich  in  dichterischen 
Worten. 

„Durch  keine  andere  Anordnung",  sagt  Copernicns  (Hum- 
bold t"s  Kosmos  TM.  2,  S.  .347.),  „habe  ich  eine  so  bewunderns 
würdige  Symmetrie  des  Universums,  eine  so  harmonische  Ver- 
bindung der  Bahnen  ünden  können  ,  als  da  ich  die  Weltleuchte, 
die  Sonne,  die  ganze  Familie  der  kreisenden  Gestirne  lenkend, 
nie  in  die  Milte  des  schulten  Naturtempels  auf  einen  königlichen 
Thron  gesetzt." 

Gleichwohl  konnte  Tycho  sich  nicht  von  der  Wahrheit  die 
«r  Wellharmonie  überzeuge».  Festhaltend  an  der  Vorstellung 
tun  der  ruhenden  Erde,  welche  das  Zeugniss  der  Sinne  unmittel- 
bar tu  bestätigen  scheint,  fürchtet  er  in  seinein  Zuruf  an  die 
Bearbeiter  der  Sternkunde,  das  neue  System  des  Copernicus 
ifrbreche  die  festen  Säulen  des  Atlas,  bewege  die  Erde  aus  ihrer 
festen  Luge  und  stürze  die  Menschen  und  alle  Geschöpfe  und  die 
ganie  Welt  tn  das  alte  Chaos  zurück.  Darum  ruft  er  den  Astro- 
nomen zu,  sie  sollten  die  Gewölbe  des  Himmels  mit  neuen  Süu- 
'enetut/.en,  bevor  der  ganze  Bnu  zusammenbreche.  Eine  herr- 
liche Krone  ist  hier  zu  gewinnen,  st  ratend  von  Gold  und  edlem 
Gestein  und  dauernder  Ituhm  für  alle  Jahrhunderte  und  Gemein- 
schaft mit  göttlichen  Geistern.  „Aber  ich  selber",  sagt  er  am 
.Schlüsse  des  Gerüchts,  wohl  erkennend  den  Werth  genauer  Be- 
obachtungen, „will  wie  bisher  den  Erdgebornen  die  weiten  Säle 
des  Himmels  aufschließen!  Winke  nur  Du  mir  Erhörung  zu.  Du 
«leiser  Gründer  de»  Weltalls,  und  hilf  dem,  der  Deine  staunens- 
nürdigen  Wunder  verkündet!" 

Durch    die   Genauigkeit   der    Tychoni 'sehen    Beobachtungen 
Belangte   Kepler    zur    Entdeckung    der   berühmten    Gesetze,    auf 
ifenen  die  neuere  Astronomie  beruht.     Der  dankbare,  bescheidene 
Kepler,    wie  keiner    „verfolgt    von    des  Geschicks    ergrimmtem 
Wetter",    errang  die    von   Tycho    verheissene    Krone    und    ver- 
diente mehr  als   mancher    Herue   des    Alterthums,    dass  ihm    die 
dankbare  Nachwelt  ein  straleniles  Denkmal  unter  Sternen  gesetzt 
hätte.     In  einem  Gedichte,   das  Kepler  seinem  Werke  über 
Bewegungen  des  Planeten  Mars  nach  Tycho  de  Brnhe's  Bi 
achtungen  vorgesetzt  hat,  vergleicht  er  sein  Loosmitdem  Tych< 
>lie,     obwohl    äusserlich    sehr    verschieden,    doch    darin    über  ein 
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kämen,  dass  den  Einen  der  Reichthum,  den  Andern  die  Armut 
von  der  Beobachtung  des  Himmele  abhalten  konnte,  bitte  nid 
Urania  beiden  die  göttliche  Liebe  zom  Himmel  eingehaucht.  „Vi 
dieser  Liebe  entflammt**,  ruft  er  aus,  „wage  leb  den  Himmel  n 
neuen  Säulen  zu  stützen !  O  lebtest  Du  doch  und  bitte  die  Pin 
Dir  nicht  die  wohlverdienten  Triumphe  Deiner  arbeitsvollen  Nieb 
entrissen!  Du  hättest  Dich  selbst  fiberzeugt,  dass  nicht  ande 
Säulen  als  die  meinen  des  Himmels  Dom  zu  stützen  vermögen. 

Ich  lasse  jetzt  die  beiden  Gedichte  in  metrischer  Uebersetzui 
folgen : 

Tyehe'i  Sarai*  an  Ale   Bearbeiter  der  ftterakaod 
aas  der  restitutio  stellaraai  11x4 


Und  schon  bahnt  sich  der  Weg;  Jahrtausenden  war  er  verschlösse 
Der  durch  dauernde  Müh'  nachtwachender  Sorgen  eröffnet, 
Auf  zu  den  unerstiegenen  Hohen  des  Himmels  hinauffuhrt 
Und  zu  den  hellen  Gestirnen,  der  seeligen  Götter  Behausung. 

5.   Siehe  I  der  stehenden  Ort,  wie  der  wandelnden  Sterne  Bewegtn 
Löst  vor  des  Schauenden  Blick  sich  vom  Nebel  der  alten  Verwirrun 
Und  mit  erhabener  Pracht  aufstralen  die  Wunder  Jehova's. 
Darum  eilet  herbei,  ihr  Jünglinge,  denen  von  Eifer 
Glühet  der  Geist,  die  der  Genius  liebt  und  Urania  selber 

10.  Bei  der  Geburt  mit  gottlicher  Liebe  zum  Himmel  beschenkt  ha 
Jünglinge,  die  kein  irdisches  Gut  vom  Streben  nach  oben 
Alizu wenden  vermag,  soll  euch  leichtsinnige  Rede 
Und  unkundigen  Volks  absprechendes  Urtel  bethören? 
Lasst  sie  dem  Maulwurf  gleich  hinleben  in  finsteren  Holen! 

1/).  Lasstsie,  wie  es  ihr  Wunsch,  hinleben  in  ewiger  Blindheit! 
Und  mit  begeistertem  Herzen,  den  Blick  zum  Himmel  gerichtet 
Eilet  herbei !  Raubt  nicht  dem  vom  Himmel  entstammenden  Geis 
Dies  sein  väterlich  Land,  bringt  her  ausdauernde  Kräfte 
Zu  der  Begeist'rung  gesellt  und  helft  dem  ermüdeten  König! 

20.  Nicht  mehr  trüg'  Alphonsus  die  Last,  die  er  einst  von  den  Schulte 
In  zu  kühnem  Entschluss  dem  benachbarten  Atlas  gehoben; 
Auch  Copernicus  heischt,  der  gewaltige,  mächtigen  Beistan 
Der  misskennend  die  Wucht,  herkulische  Lasten  zu  tragen 
Nicht  sich  gescheut,  nun  erliegt  der  die  Kraft  aufzehrenden  Arbe 

'25.  Denn  sonst  wanket  der  Himmel;  den  Säulen  des  hoben  Aleide 
Atlas  festem  Gebirg  droht  sonst  ein  gewaltiger  Einsturz, 
Und  von  dem  sicheren  Orte  gelöst  umschwinget  die  Erde, 
Nun  der  Rohheit  ein  Sitz,  wie  solch  Nrchtkennen  des  Himmels 
Nur  sie  erzeugt ;  unsicheren  Zugs  dorch  nächtliches  Dunkel 
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IXJ.  Reissend  lief  Menschen  Geschlechter  dahin  und  die  Th'iere  des 
Feldes, 
Senkt  »ie  die  berstende  Welt  in   das  uranfKrigliche  Chaos. 
Wehret  dem  Frevel  und  hauet  entgegen  dem  dräuenden  Unheil! 
Jugendlich  kraftvoll  steigt  mit  mir /um  erhab'nen  Olymp  auf, 
Dass  in  geroeinsamer  Müh'  wir  die  d  rnhenden  Risse  verschliessen 
3-i.  l-ufl  mit  neuem  Gestein  ausbauen  des  Himmels  Gewölbe, 
Ehe  das  Weltall  ganz  einstürzt  und  in  Trümmer  df.hiiisi.klt  — 
Nahe!  sich  wer  voll  Lust  zu  gewinnen  die  prächtige  Krnne, 
Glänzend  von  Edelgesteln,  ans  slralendem  Golde  bereitet, 
Die  kein  feindlich  Geschick  von  des  Tragenden  Schläfen  herab- 
reisst, 

41).  Willi c,  den  eigenen  Geist  zu  gesellen  den  himmlischen  Geistern  1 
Wie?    Tritt  keiner  hervor,  der  also  Hohes  im  Sinn  trägt, 
Aus  der  unendlichen  Zahl  der  die  Erde  bewohnenden  Menschen? 
Will  denn  keiner  der  Welt  allmächtigen  Schöpfer  erkunden, 
D«)  die  erhabene  Schrift,  die  er  schrieb  an  den  Himmel,  entziffern? 

15.  Wie?  So  schweiget  ihr  Alle,  da  euch  so  Hohes  geboten? 
Zweifelnd  murmelt  ihr  nur:   legt  Hand  an  die  harrende  Arbeit, 
Dass  sich  endlich  einmal  aufrolle  des  Min -*)els  Geheimnis»! 
Wen  der  Gewinn,  wen  Ruhmes  Begier,  Unwissenheit ,  Pracht lust, 
Von  so  hehrem  Beginn  ablenkend  zum  Staube  verdammen, 

30.  Hemme  die  Anderen  nicht ,  sie  des  sehiinsten  Gewinnes  beraubend ! 
Ich  auch,  wenn  mich  mit  gnädigem  Blick  anschauen  die  Götter, 
l'nd  noch  ferner  dem  Geist  Ausdauer  und  Starke  verleihen, 
Henintsse  wie  w  olil  sonst  zu  bezwingen  in  mächtigem  Andrang , 
Ei  fix  •■  fort,  dem  Geschlechts  der  Menschen  die  Pforten  des  Himmels 

8.  Aufziithun  und  hinweg  den  bedeckenden  Schleier  zu  heben. 
Siehe  nur  gnädig  herab,  o  Schöpfer  der  himmlischen  Wunder: 
SM  mir  Kräfte  dazu,  Dein  herrliches  Werk  zu  verkünden! 


Kepler    antwortet; 

Herrlicher  Mann,  aus  hohem  Geschlecht,  von  erlauchtem  Geblüte, 
Dein  ,  wenn  Einem  ein  Geist  auch  gottliehen  Adels  verliehen  , 
Kraft  auch  zu  herrlichen  Thateiiundlielircm  Gesänge  geschenkt  ist, 
Und  durch  der  Rede  Gewalt  auch  Sterbende  neu  zu  beleben, 

!>■  Warum  fachtest  Du  an  in  meinem  llemülh,  das  sie  wünschte, 
Aher  sie  scheute  zugleich ,  der  Begier  auflodernde  Flamme  ? 
Hat  wohl  And're  das  Lied,  das  Du  sangst,  zu  gewaltiger  Arbeit 
Fordernden  Helfern  gewollt,  als  mich,  wohl  bessere  Meister; 
Hat  die  Natur  wohl  schwächeren  Geist  mir  als  Willen  verliehen, 

'0  Kraft,    noch  schwächer   als  ihn,    doch  senkte  die  neunte  der 
Seh  iv  es  lern 


WSSirelilke:    Zwei  erdichte  MM  Tyeho  de  Braue  u.  Kepl, 

Mir  In  den  Busen  hinein  zum  Himmel  die  göttliche  Li 
Grausame  Liebe,  wohin  nicht  (reihst  du  die  Herzen  der  Menschen! 
Mir  ward  kräftig  der  Arm,  mir  wuchsen  des  Geistes  Vermögen  ; 
Aber  es  fehlt  zu  gleichen)  Erfolg  die  belebende  Hoffnung, 

16,  Weil,  abwechselnder  Gunst,  von  Dir  mich  Juno  geschieden 
Zu  abweichendem  Glück:  Dir  bat  freigebig  der  Tugend 
Pfad  sie  gebahnt,  mir  aber  erschwert:  gleich  blieb  sich  die  Absicht, 
Ab  uns  vom  Himmel  zu  ziehn  und  gedenk  Promet  heischen  Dieb- 

stals 
In  sorgfaltiger  Hut  das  geheiligte  Feuer  zu  wahren. 

20.  ReiehthumschenklesieDlr:  sie  gedachte  die  himmlischen  Lichter 
Dir  durch  den  blendenden  Glanz  goldstralender  Schatze  zu  leiden, 
Und  Dein  Auge  zur  Lust  an  des  Purpurs  Pomp  zu  gewöhnen. 
(Dein  beifalliges  Murmeln  ertönt  von  der  staunenden  Menge) 
Endlich  der  Schütze  Verlust  für  den  Gipfel  /u  halten  des  Unglflcki. 

'25,  Sei  mir,  Sieger,  gegrüsst.  Du  bezwangest  den  Willen  der  Göttin. 
Zwangest  die  irdische  Lust :  was  Dir  als  würdigen  Zielpunkt 
Wiess  die  Vernunft,  dem  bist  Du  gefolgt  ausharrenden  Geistes; 
Was  Dir  der  Zufall  gab,  Reicht  hu  mar  und  Schätze  verachtend. 
Wahrlich!  ein  seltenes  Lob!  Lass' ab  Tbeiluehmer  zu  rufen, 

30.  Und  auf  rinnendes  Wasser  zu  schreiben  1  Es  lieben  einander 
Tugend  und  Reicbthum  nicht;  denn  über  die  trennenden  Kernen 
Klingt  nur  selten  ein  Laut  i  ora  Himmel  hernieder  KUr  Erde. 
Mir  hat  Juno  das  Lob  so  schöner  Entsagung  verweigert; 
Hat  in  ein  enges  Geheg  die.  gewalligen  Wünsche  beschrankend 

35.  Mir  nicht  Schulze  verlieh  n  ,  um  die  ich  des  Himmels  Erforschung 
Nachzusetzen  vermocht',  zu  verachten  die  Gnade  der  Musen. 
Und  sie  hätte  gesiegt,  ein  mächtiges  Wagniss  gehindert, 
Halle  den  kühneren  Schwungs  zum  Himmel  begierigen  Geist  mit 
Nieder  zu  Hoden  gedruckt,  wenn  nicht,  wo  die  Wege  zum  Lebi» 

10.  Aul  sich  dem  Jünglinge  Ihtio.  Sehnsucht  nach  des  Himmels  B* 
heimniss, 
Halle  zu  Dir  mich  geführt ,  zum  rettenden  Hafen  geleitet. 
Und  ich  schauet'  im  Geist  der  Planeten  gewaltige  Hahnen, 
Ihren  iiewun  denen  Lauf;  ich  schaute  die  klaffenden  Leeren, 
(TfinfatenddcsWeltengebausEiiisturz,  das  der  Säulen  ermangelt; 

45.  Da  noch  schauriges  Dunkel  die  Gründe  verbirgt,  und  die  Weise», 
Was  Copernicus  lehrt,  mit  trägem  Gerafilhc  verschlafen. 
Und  ich  entschlossmich  kühn  mich  zu  weih'n  so  hohem  Beginnen, 
Aus  mit  neuem  Gesteine  zu  hauen  des  Himmels  Gewölbe. 
Aber  Pythugnras  lieh  mir  den  Stoff,  fünl  körpergestalten; 

50.  Richtscheid  gab  mir  Euclid  ,  das  belebende  Denken  Minerva, 
Und  Urania  hat,  am  Erfolge  sich  freuend,  des  Beifalls 
Sturm  mir  erregt  und  selber  erhebt  sie  die  Stimme  zur  Feier. 
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Deinen  beharrenden  Sinn,  Dich  hah'  ich,  Brahc,  bewundert. 
Hast  Du  auch  es  versebmäh't,  von  der  Meinungen  Banden  zu  lassen, 
86.  Die  Dich  zu  falschem  Vermnlhen  von  Himmel  und  Erde  verlockten; 
Dennoch  sucht'  ich  den  Ruhm ,  mii-h  unter  die  Deinen  zu  zählen ; 
Was  Dein  nachtlicher  Fleiss  Dich  lehrte,  der  langen  Betrachtung 
Unvollendetes  Werk  zum  strafenden  Ziele  zu  bringen. 
Hätte  die  Parze  Dich  nicht  der  gewaltigen  Mühen  gerechten 
60  Lohnes  beraubt,  Dir  den  Kranz  des  verdienten  Triumphes  entrissen, 
Wahrlich  !  es  hätte  sich  noch  vor  Deinem  durch  helfende  Künste 
Schärfereu  Blick  nicht  anders  bezeugt  das  Gebäude  des  Weltalls, 
Als  vor  des  Lesenden  Sinn  mein  Forschergedanken  es  aufbaut. 
Doch  nun  nahmen  sie  mir,    die  unsterblichen  Schwestern,  den 
Meister; 
GS.  Nahmen  den  lieblichsten  Reiz  von  der  Freude  gelingender  For- 
schung; 
Denn  ihm  sollte  sie  Lust,  ihm  festliche  Tage  bereiten. 
Eins  nur  nahmen  sie  nicht.  Mit  des  schaffenden  Geistes  Vermögen 
Ruf  ich  Dieb  her  und  belebe  das  Bild  der  verehrten  Erinn'rung. 
Vor  mir  stehst  Du  ein  lluhcr|iiiesteir  im  Stcrnengewande, 
70.  Wo  sich  der  Altar  erhebt  am  Gewölbe  des  himmlischen  Domes, 
Gott  dem  Erbauer  geweiht,  um  den  sich  in  reissendem  Umschwung 
An  sechs  Bahnen  geknüpft,  sechs  leuchtende  Feuer  bewegen; 
Auf  ihm  selber  die  Glut  ursprünglichen  ewigen  Lichtes. 
Bittend  nah'  ich  mich  Dir;  nimm  an  der  gelehrten  Bemühung 
S.  Zeugnis»,  Dankes  Beweis,  mein  Buch  aus  der  opfernden  Rechten; 
Weihrauch,  ach&ner  als  noch  jemals  zum  Himmel  gestiegen ; 
Aber  die  Bäume  gepflanzt  hast  Du,  mir  galtst  Du  die  Ernte. 
Heil  Dir,  seeligcr  Geist!    Wie  Du  mit  erhobener  Stimme 
Fleh'  ich  zum  Herrscher  der  Welt :   o  Schopfer  der  himmlischen 
Wunder, 
W.  Giebmir  Kräfte  dazu,  Dein  herrliches  Werk  zu  verkünden, 


XVI. 

M  i  s  c  e  1  I  e  n. 


**ing    an*   einem    Schreiben    dn   Herrn  ProfeMon  Stecz k nwil i   an 
der  Unit  tri  bat  zu  Cracau  an  den  Ilerauig-ober. 
Die  Veranlassung  zu  meinem  heutigen  Schreiben  gab  mir  die 
Göto  des  Herrn  Rectors  Dr.  Nagel,  mit  welcher  Er  mir  die  ge- 
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naue  und  richtige  Auskunft  aber  das  von  tu»  in  84.  Bande  Ihres 
Archivs  erwähnte  geometrische  Werk  gegeben  hat.  Nachdem  ich 
mit  den  von  Herrn  Nagel  im  dritten  Hefte  des  26.  Bandes  des 
Archivs  der  Mathematik  und  Physik  angegebenen  Merkmalen  das 
in  meinen  Hunden  befindliche  Werk  verglichen  hatte,  fand  ich 
wirklich  unter  der  von  Herrn  Nagel  erwähnten  Figur  die  Abbil- 
dung des  Schlosses  Strezen  und  die  Volksscene,  wie  sie  Herr 
Nagel  aus  seinem  Exemplare  beschrieben  hat;  dass  aber  die 
Ausgabe,  welche  ich  in  Händen  habe,  eine  spätere  ist,  bewei- 
sen folgende  Umstände: 

1.  Mein  Exemplar  ist  nicht  gedruckt,  aber  auf  Kupferplatten 
cursive  gestochen. 

2.  Ein  anderer  Verleger,    nämlich  Jobann  Georg  Hertel. 

3.  Mein  Exemplar  fängt  gleich  auf  dem  umgekehrten  Titel- 
blatte an  mit  „Von  denen  Auslegungen  Etlicher  in  der  Mess- 
Kunst  gebräuchlichen  Wörter ",  fehlen  also  anfangs:  die  Dedica- 
tion,  die  Vorrede,  von  der  Geometria  in  gemein,  von  dem  Nutxei 
der  Mess-Kunst  und  von  dem  Ursprung  der  Mess-Kunst;  zu  Ende 
aber  fehlt  die  „Kurzverfasste  Beschreibung  derer  Vestungen  nid 
Schlosser  etc."  und  das  Register. 

Ich  ersuche  Sie  also,  dem  Herrn  Rector  Dr.  Nagel  io  Ihren 
schätzbaren  Archive  meinen  verbindlichsten  Dank  für  diese  Aus- 
kunft zu  sagen,  indem  Er  dadurch  auch  der  Geschichte 'der  Ma- 
thematik einigen  Dienst  erwiesen  hat;  denn  manche  Werke  nicht 
ohne  Werth  liegen  an  verschiedenen  Orten  im  Staube  begrabet, 
aus  welchen  man  doch  Einiges  lernen  oder  wenigstens  auf  neos 
Gedanken  kommen  kann.  Uebrigens  wenn  man  bedenkt,  dass 
wahrscheinlich  das  hier  besprochene  Werk  von  Burckhardt 
in  der  Zeit  seines  Erscheinens  grosses  Aufsehen  gemacht:  beben 
möchte,  wäre  es  unbillig,  selbes  jetzt  der  Vergessenheit  zu  übergeben. 


Druckfehler. 

* 

Literarischer  Bericht  Nr.  CI.  S.  I.  Z.2.  v.  u.  statt  „Ihi 
rühmenden  u.  s.w."  setze  man  „ihn  rühmenden  u.s.w." 

T h eil  XXV.  S.  123.  Z. 3.  v.u.  statt  „plasieura"  «etat 
„plusieurs." 

Tbl.  XXVI.  S.  63.  Z.  7.  v.  u.  statt  „bekannt"  setz»  man 
„bekanntlich." 
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Arithmetik. 

Programm  des  kais.    tön.  Ohergymnasiums   zu  BOh- 
roisch-Leipa    am    Schlüsse    des    Schuljahres    1855.     In 
ball:     Ueber  Kettenbrüche  vom  Professor  Paul  Hacke 
Prag.     Haase  Sohne.     1855.    4. 

Dieses  neun  Bogen  starke  Programm  enthält  eine  sehr  deut- 
liche Darstellung  der  ganzen  Lehre  von  den  Kettenhrilchen,  und 
genügt  seinem  in  dem  Vorworte  von  dem  Herrn  Verfasser  ange- 
gebenen Zwecke:  „den  gereifteren  Gymnasialschülern  zu  zeigen, 
welch'  hohes  Interesse  eine  Lehr«  gewahre,  die  das  Urtheil  und 
die  mathematische  Begabung  in  so  hohem  Grade  (Ordert"  in  vor- 
züglicher Weise.  Nachdem  die  allgemeinsten  Satze  und  Auf- 
gaben in  §.  1.  bis  §.4.  eine  gründliche  Behandlung  gefunden  haben, 
beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  §.  5.  mit  den  Eigenschaf- 
ten der  Naherungsbrüche  jener  Kelten  brüche,  deren 
Theitzäbler  und  Theilnenner  positive  ganze  Zahlen 
und  die  Theilzähler  durchaus  gleich  1  sind.  $.7.  bohan- 
.lelt  die  Transformation  der  Kettenbrüche,  §.  8.  die  Ver- 
wandlung der  Kettenbrüche  in  Reihen;  §.9.  die  Ver- 
wandlung der  I;  ei  lieh  in  Kettenbrüche,  wo  selbst  nuch 
die  Gaussische  Reihe  vorkommt;  $.  10.  die  sämmtlichen 
verschiedenen  Anwendungen  der  Kettenbrüche  in  sehr 
vollständiger  und  lehrreicher  Weise;  §.  11.  endlich  ist  der  Ge- 
schichte und  Literatur  der  Kettenbrüche  gewidmet.  Ann  dieser 
Inhaltsangabe  werden  die  Leser  sehen,  dass  in  dieser  Schrift 
eine  sehr  vollständige  Behandlung  der  Theorie  der  Kettenbrüche 
•IUI. XXVL  llfi. 2.  2 
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geliefert  ist,  und  der  Zustand  des  mathematischen  Unterricht* 
auf  dem  Leipaer  Gymnasiuni  muss  jedenfalls  ein  sehr  guter  sein, 
trenn  es  möglich  ist,  dieses  Programm  dem  Unterrichte  gereif- 
terer  Schüler  in  der  Lehre  v«n  den  Ketteobrüchen  als  Leitfaden 
eu  Grunde  zu  legen.  Aul  die  dem  Herrn  Verfasser  eigentüm- 
liche schematische  Methode  der  Berechnung  der  Theilnenner  bei 
der  Verwandlung  der  Quadratwurzeln  in  Kettenbrücke  ist  noch 
besonders  aufmerksam  zu  machen.  Aus  den  angehängten  Schul- 
nachrichten  haben  wir  endlich  mit  besonderem  Vergnügen  ersehen, 
dass  die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene  und  die  Kegel- 
schnitte ron  dem  mathematischen  Unterrichte  auf  den  österreichi- 
schen Gymnasien  nicht  ausgeschlossen  sind.  Wie  wichtig  eine 
solche  Vorbereitung,  namentlich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
für  den  höheren  mathematischen  Unterricht  auf  Universitäten  ist, 
wird  wühl  jeder  Universitätslehrer  erfahren  haben;  denn  wo  soll 
man  bei  den  Vorträgen  über  Differential-  und  Integralrechnung 
mit  Einschluss  der  gewöhnlichsten  Anwendungen  auf  Geometrie 
die  sn  nöthigen  Beispiele  zur  Uebung  und  Erläuterung  anders 
hernehmen,  als  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten?  Und  es 
ist  jedenfalls  ein  grosser  Nachtheil  für  den  akademischen  Unter- 
richt in  den  genannten  Wissenschaften,  wenn  die  Zuhörer  nicht 
schon  eine  eiuigermassen  genügende  Bekanntschaft  mit  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  von  der  Schule  mitbringen. 

Ueber    eine    Restbetracbtung    der    A  rcussinus  -  Reihe. 

Als  ich  eben  im  Begriff  bin,  das  vorliegende  Heft  des  Archivs 
su  schliessen,  wird  mir  das  erste  Heft  der  von  den  Herren  Pro- 
fessoren Schlömilch  und  Wilzschel  an  der  höheren  polytech- 
nischen Lehranstalt  zu  Dresden  herausgegebenen  „Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik"  zugesandt.  In  diesem  Hefte 
der  genannten  Zeitschrift  findet  sich  S.  48.  ein  vou  Herrn  Profes- 
sor Schlömilch  verfasster  Aufsatz  mit  der  Ueberschrift :  Rest- 
betrachtung der  Arcuss  in  us-Reihe.  Bei  meinen  Vorle- 
sungen über  die  höhere  Analysis  ist  es  mir,  wie  gewiss  auch 
manchem  anderen  gewissenhaften  Lehrer,  immer  sehr  unangenehm 
gewesen,  die  Entwickelung  der  Function  Aresina;  in  eine  Reihe, 
weil  ich  wegen  der  Weitläufigkeit  der  Ausdrücke  der  höheren 
Differentialquntienten  dieser  Function  eine  genügende  Betrachtung 
des  bei  der  Entwickelung  dieser  Reihe  mittels!  des  Maclaurin- 
schen  Satze«  hervortretenden  Restes  nicht  zu  geben  vermochte, 
in  der  Differentialrechnung  nicht  vortragen  tu  können  und  in  die 
Integralrechnung  verweisen  zu  müssen,  wo  dieselbe  mittelst  des 
bekannten  Satzes: 


UlrrarlscAer   Bertekt  eil. 

3 

indem   a0,   w,  ,   Kg,    w, , Funel 

ioncn 

Mi 

1     X 

,    fÜi 

r  jedes   iwiscUen    den   UrS 

uzen   o 

1   t> 

( 

edes  zwischen    denselben 

für 

Glänz 

en  1 

I       s$x=J    '  u»cx+  j       UlBx+  f  '  u^x\  j       H,ar+..„  *) 

allerdings  leicht  und  mit  aller  Strenge  gegeben  «erden  kann. 
Deshalb,  und  weit  ich  selbst  schon  öfter  mich  bemühet  habe, 
diesen  wichtigen  Punkt  des  mathematischen  Unterrichts  auf  eine 
genügende  Weise  zur  Erledigung  zu  bringen ,  rousste  natürlich 
der  oben  genannte  Aufsatz  des  Herrn  Piofessors  Dr.  Schlüroilch 
von  besonderem  Interesse  für  midi  sein;  und  da  ich  annehmen 
durfte,  dass  dies  auch  bei  vielen  Lesern  des  Archivs  der  Fall 
sein  verde,  überdies  auch  das  Archiv  stets  die  Bestimmung  ge- 
habt hat  und  immer  haben  wird,  Alles  aufzubewahren,  was  irgend 
zur  Förderung  des  mathematischen  Unterrichts  wesentlich  bei/.u- 
tragen  geeignet  ist,  so  beschloss  ich  sogleich,  die  van  Herrn 
Professor  Dr.  Schlörailcb  gegebene  Itestbctrachtung  der  Arcus- 
sinus-lteihe  den  Lesern  noch  in  diesem  Hefte  mitzutheilen,  wenn 
dieselbe  den  Ansprüchen  der  Wissenschaft  zu  genügen  geeignet 
sein  sollte.  Aber  in  dieser  letzteren  Beziehung  hin  ich  nun  frei- 
lich leider  sehr  getäuscht  worden;  und  so  ungern  sich  das  Archiv 
auf  ausführliche,  sehr  in's  Einzelne  gehende  Kritiken,  die  we- 
niger als  bloss  kürzere  resümirende  Angaben  des  wesentlichen 
Inhalts  der  betreffenden  Schriften  in  seiner  Bestimmung  liegen, 
einlässt;  so  scheint  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  in  diesem 
Falle,  wo  es  sich  uni  einen  sehr  wesen  fliehen  Pu 
des  mathematischen  Unterrichts,  dessen  Verbes 
rung,  wie  schon  erinnert,  eine  der  H  auntaufgaben  des 
Archivs  ist,  handelt,  die  Pflicht  dieser  Zeitschrift  zu  sein, 
alle  Lehrer  der  Mathematik  auf  das,  nach  meiner  Meinung, 
Ungenügende  der  von  Herrn  Professor  Dr.  Seh  lü  milch 
dem  ersten  Hefte  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik"  gegebenen  Kestbetracbtung  der  Arcussinus- Reihe  auf- 
merksam zu  machen,  und  so  vor  hier  leicht  möglichen  Täuschun- 


•)  ».  ■.   meine    Element«   der    Uifferanlia 
•  etannng.   Tbl.  II.  S.  8.  §.  9.  on4  S.  «9.  §.  G2.  und 
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gen  su  wahren,  was  nur  im  reinsten  Interesse  fllr  den  Fortsehritt 
des  mathematischen  Unterrichts  geschieht. 

Im  Wesentlichen  ganz  richtig  beweiset  Herr  Professor  Dr. 
Seh 1 5m i Ich  den   folgenden   arithmetischen   Satz: 

Für  positive  a  und  ß  ist 

J.ß(ß+l)(ß  +  2)....(ß  +  n-l) 
^ma(a  +  l)(a+2)....(«  +  n--l)"-ü' 

sobald  «>/?  und  n=oo  ist 

Da  der  Satz  an  sieb  interessant  ist,  so  theile  ich  den  Be- 
weis hier  mit,  um  zugleich  diesem  Aufsatze  einen  andern  als 
bloss  kritischen  Inhalt  zu  geben  und  dadurch  fär  die  Leser  in» 
teressanter  zu  machen.  Aus  dem  Binomischen  Lehrsätze  fiir  po- 
sitive ganze  Exponenten  oder  auch  aus  der  Gleichung 

(l-M)»-^  (1(l+*}*-*=l  +  (l  +*)  +  (l  +  x)*  + ....  +(!+*)*-», 

wenn  man  fiberlegt,  dass  die  Reihe  rechts  für  ar>0  und  £>1 
offenbar  >  k  ist,  folgt  auf  der  Stelle,  dass  für  jedes  Null  fiber- 
steigende x  und  für  eine  jede  die  Einheit  fibersteigende  positive 
ganze  Zahl  k 

(l+*)*>l+fcr, 

also 

» 

ist.    Wenn  man  dies  auf  den  Ausdruck 

ß+m_        1 


a  +  m       l  .  a—ß 


anwendet,  so  erhalt  man: 


ß+m 


<  G  ♦*££)' 


m        ■    _■-  mr 

ß  + 

oder 

* 

£±g*-ir  ß  +  m 

«+»      V  ß+m+A(a—ß)' 
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Nimmt  man  nun  das  noch  willkübrliche  positive  ganze  k  ao ,  daaa 
ist,    so  ist 


ß  +  ™  < 


V^    ß  +  m 
ß  +  m  +  l' 


uod  folglich- für  m=0,  1,  2,  3,.;..w  —  1  und  durch  Multiplication 
aller  eotsteheoden  Ungleichungen: 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)....(ß  +  n-l)  ..J~J 
a(a  +  l)(a  +  2)....(a  +  n— 1)  ^  1  ß  +  n' 

woraus  unmittelbar  der  zu  beweisende  Satz  folgt 

Bekanntlich  ist  nun,  wenn  man  nicht  unterlfisst,  die  Quadrat« 
wnrzel  gehörig  positiv  und  negativ  zu  nehmen: 

8»+*  Aresin  x  _  3» .  (1  —  x*y-i  _  3».  (1  +  x)~\  (1  —  x)-\ 
&r#+1       ""         dar        ~~  c5»  ' 

also  nach  der  bekannten  Kegel  fiir  die  mehrmalige  Differentiation 
der  Producte: 

a^1  Aresin  ar_  1.3. 5. ...(2w~l)         1        J  l,na     1— x 

3***1       ~"      2»Vl— **      '(1— *)"  /        2n— 1*1  +  * 


1.3.11»        /l  -  gV 
+  (2n— l)(2n-3)\l  +  */ 

1.3.5.1t,  /!--*  V 

(2n— l)(2n-3)(2n-5)  Vl+*/ 


*7 


wo  »t,  n*,  »t*»  w4,....  die  Binomial - Coefficienten  fllr  den  Expo- 
nenten tf  bezeichnen. 

Ana  diesem  Ausdrucke,  den  wir  hier  mitgetheilt  haben,  weil 
er  an  sich  nicht  ganz  ohne  Interesse  ist,  leitet  Herr  Professor 
Senium ilch  durch  Schlösse,  auf  die  es  uns  hier  weiter  nicht 
ankommt  und  die  bei  der  Verfehltheit  der  ganzen  Betrachtung  in 
ihrem  wesentlichen  Bestandteile  kein  Interesse  anderer  Art  haben, 


+)  Ueber    einen   anderen    Anedrnck  s.  m.    Enleri    Institution  et 
talcali  differentiali».  T.  I.  Cap.  VI.  $.201. 
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wiche  die  Leser  also  «kr  Küre*  wegen  a. a.  O.  selbst  nachsehe* 
mögen,  ab,  dass,  wcdd  e  einen  nicht  weiter  angehbaren  ächten 
Bruch  bezeichnet ,   sich  setzen  lässt: 

8H-*Arcaing_1.3.5....(2ii--l)   1^ b    l+x 

&r»+i        —       2»Vl-ar*       '(1  — J?)"'8"     x 

m 

Nach  dem  Maclaurinschen   Satze  ist  nun 

wenn  wir,    den   zweiten   von  Cauchy   gegebenen  Ausdruck  des 
'   Restes  *)  benutzend,  indem  #  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende 
positive  Grosse  bezeichnet, 

setaen.   Im  Falle  der  Arcussinus-Reihe  ist  folglich  nachdem  Obigen 
_,  ,    1.3.5....(2w— 1)     J(l-#):rj»    1    4/  \\*x 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  ob.  dieser  Rest 
sich  der  Null  nähert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst  Herr  Pro- 
fessor Schlömilch  schliesst  dies,  unter  der  Voraussetzung,  das« 
x  positiv  und  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  mit  Hülfe  des 
oben  bewiesenen  arithmetischen  Satzes  ohne  Weiteres  in  einer 
Weise,  von  der  er  uns  erlauben  möge,  dieselbe  mit  einem  Worte 
zu  bezeichnen,  dessen  er  sich  S.  20.,  bei  Gelegenheit  der  Beur- 
theilung  einer  Schrift  des  trefflichen,  so  vielfach  verdienten  Fech- 
ser, gegen  Poisson,  bedient,  allerdings  nicht  mit  der  Pietät, 
mit  welcher  jeder  Mathematiker  das  Andenken  dieses  Man- 
nes von  so  immensem  Verdienst  bewahrt.  Um  unsere  Leser  von 
der  Grundlosigkeit  der  in  den  Worten:  „bei  unendlich  wach- 
sendem n  wird  hier   (nach  Nr.  I.  für  a=l  und  ß  =  *) 

..    1.3.5.  ...(2n-l)      A 
L,m     2.4.6.  ...(*.)     =0; 

Ale  übrigen  Factoren  bleiben  endliche  Grössen,  so 
lange  sc  die  Einheit  nicht  fiberschreitet,  und  so  erglebt 

sich  Lun/2W+i=0  unter  der  Bedingung  iZlg^O,  welche 
stell  leicht  auf  l^ar^.  — 1  ausdehnen   lässt"  ausgespro- 

°)  M-  a.  »einen  Leitfaden  für  «tan  ersten  Unterricht  in  der 
höheren  Analyst«.  S.  46.  §.  41. 
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inen   Schlussfolgerung    des  Herrn    Profssors    Schlumilcb    zu 
überzeugen,  ist  die  (plgende  weitläufigere  Auseinandersetzung  er- 


LommeD  die  fol- 


tf* 


O.r 


forderlich. 

In  dem  obigen  Ausdrucke  des   Restes   ll.,\ 
gendeo  Fsctoren  vor: 

■  1-3. 5. ..■(->»-!)  i(l-»)gi-  1^ 
"''  2.4.6....2n  '  f  \—&x  i  '  #' 
Jeder  dieser  Factoren  erfordert  eine  besondere  Betrachtung, 
wenn  wir  zu  vulli^er  Klarheit  über  das  Verhalten  des  Restes 
/>' .  n  bei  ins  Unendliche  wachsendem  n  gelangen  wollen.  Wir 
stellen   dieselbe   im   Nachstehenden    an. 

I.  Da  £  ein  nicht  näher   bestimmbarer   ächter  Bruch   ist,   so 
ist  i  der  graste  Werlh,  welchen  £e  überhaupt  haben  kann. 

II.  Für  a—  I    und  ß—  i  ergiebt  sich  aus  dem  oben  bewie- 
senen   arithmetischen    Satze,    dass 


1.3.rj-.,<2«— 1) 


eich  der  Null  nähert,  wenn 
für  ti  =  oo    ist 

J.3.Ö 


2.4.6.. 

iu's  Unendliche 


äthst,  oder  kurz. 


III 


'2.4.6.... 2n       -"■ 
Der  höchste  Werth,  welchen  der  Bruch  - 


haupt   annehmen   kann,    ist  die  Einheit.     Denn,    ui 
wegen  einer  analytischen  Schlussweise  bedienend,   i 

(I— P)x  =  t  x-9x  =  , 

folgt  unter   den    gemachten   Voraussetzungen: 


x— ftz 


-&x> 


was  der  Voraussetzung  entspricht  *). 


')  Dan   »ach r~  nie  grauer  nli  x  ist,  wonach  die  folgend«! 

Schläue  abgeändert  werden  tSnstm,  erhellet  leicht.  Ich  würde  (mit 
Rücksicht  auf  die  Note  auf  der  folgenden  Seite)  eigentlich  lieber  die» 
Schlnaaweise  angewandt  haben,  zog  es  aber  doch  vor,  die  fm  Texte 
gebrauchte  Snhlnaaweiae  beizubehalten  ,  Dm  mich  den  ton  Herrn  Prof.  S. 

i-.liiiiiu  lui'n  Worten:     ..die  übrigen  Factoren  bleiben 

Grünen   '    möglichal    niUTiacbliesaen, 


; 


I.  •       \ 
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IV.  Also  kann  auch" 

wie  weit  auch  n  wachsen  mag,  die  Einheit  nie  übersteigen*). 

V.  Der  höchste  Werth,   welchen  der  Bruch 

überhaupt  annehmen  kann ,  ist  die  bestimmte  von  4r  und  »  unab- 
hängige Grosse 

l+x 

1 — x' 

wobei  wir  jedoch  0  ~Z  x  <  1  anzunehmen  genöthigt  sind.  Denn  aus 

1-f  &x  =  l+x 
1  —  öx  <  J  —  x 

folgt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 

1  +  for— ar—fo^Tl— &x+x— &x*9 

also  2&x~Z%x,   und  folglich  &~Z\,  was  wieder  bekanntlich  rich- 
tig ist. 

VI.    Der  höchste  Werth, also,   welchen 


Vte 


annehmen  kann,  ist  die  von  0  und  n  unabhängige  Grosse 
VII.    Also  ist  der  höchste  Werth,   welchen 


»ej  1— <te  i    V  1— 

ajmehmen  kann,  die  endliche  völlig  bestimmte  Grosse 


&x 


»*  in  * 


•)  Aach  eelbct  dann,  wenn  aioh  nnter  gewiesen  Voraoaeetonuigen 
irtllfte  nachweisen  lasaen  ,  data  diese  Grotte  bei  wachaendeni  n  in'*  Un- 
endliche abnehme ,  würde  doch  (mmer  unten  Mo.  VUI.  bestehen«  •  ■    •  •* 


V!H.    w 
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m 


VIII.    Wie  steht   es  denn   nun 


it  dem  Factor 


,her  endlich    mit  dem  Factor 
ch  von  ömehr 


^  des  Restes  H»fi?     Weiss  denn  Herr  Schlöm 

als  andere  Mathematiker?  Die  strenge  Analysis  weiss  von  # 
weiter  gar  nichts,  als  dass  diese  Grösse,  um  in  Worten  z«  reden, 
eine  positive,  die  F.inheit  nicht  übersteigende  Grösse  ist.  Dass 
diese  Grösse  sich  auch  mit  w  ändern  nmss  oder  wenigstens  kann, 
wird  wohl  Herr  Seh  I  um i  I  ch  nicht  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
nein;  wenigstens  hat  bis  jetzt  noch  Niemand  die  Unabhängigkeit 
i!er  Grösse  &  von  71  behauptet,  viel  weniger  bewiesen.  Ist  aber 
&  von  r  abhängig  und  ändert  sich  mit  demselben  zugleich,  weiss 
man  ferner  von  ■&  weiter  nichts,  als  dass  es  eine  positive,  die 
Einheit  nicht  übersteigende  Grösse  ist,  d.h.  das«  #  zwischen  Null 
and  der  Einheit  liegt,  so  bleibt  immer  die  Möglichkeit,  dass,  wenn 
i  Unendliche  wächst,  '&  der  Null  sehr  nahe  kommt  oder  sich 
1  wird  aber  der 


der  Null  nähert;  dal 
rnende  Factor  ^,  wei 
daraus,  dass,    wenn 

sich  der  Null  nähert; 

die  endliche  Grösse 


nicht  übersteigt  *);  endlich  ^  mögt  icherweise  ins  Unendliche  wach 
sen  kann:    folgt  riicksiclillich  des  Verhaltens  des  Restes 

I.3.5..,.(2»-l)     1(1  — »1*1  ■   1    */"!+*£ 


1  dem  Reste  /.'„  ( 1  vorkom- 
n  11  zunimmt,  in's  Unendliche  wachsen,  und 
:  iu's  Unendliche  wächst,   der  Factor 

1.3.8...  .(2«-l) 
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bei  tn's  Unendliche  wachsendem 
Hiernach  ist  also  die  in    der 
tik  und  Physik"  a.a.O. 


r    „Zeitschrift   für  Mathema- 
Herrn  Professor  Dr.  Senium  i  Ich 


«)  Sei  Int  1L11111.  wenn  nLige  Grösse  bei  warli«endcm  /l  »ich  dor  \11ll 
'näher  Ic.    würde  nicht«  rürk-iclitlich  des  Verhaltens  de»  Hede»  tolgea. 
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gegebene  Hestbetrachtung  der  Arcussinus-Heihe  null  u 
lig.  —  „Sed  sapienti  sat!"  tvozu  wir  jedoch  noch  fugen  wol- 
i:     „errare   hu  man  um    est."  G. 

Sa  ni  in  1 un  g  von  Beispielen  und  Aufgaben  ans  der 
allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  In  systemati- 
scher Folge  bearbeitet  fnr  Gymnasien,  höhere  liflr- 
■schulen  und  Gen  erbeschulen.  Von  Hr.  E.  II  eis.  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Königt. 
Akademie  zu  Munster.  Siebente  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.     Köln.    Du  Mont-Schauberg.    1856. 

Von  dieser  mit  Hecht  beliebten  und  weit  verbreiteten  Aufga- 
ben-Sammlung ist  so  eben-  die  siebente  Auflage  erschienen. 
Möge  das  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Buch  noch  lange 
fortfahren,  zur  Hebung  und  Belebung  des  mathematischen  Unter- 
richts beizutragen!  Eine  weitere  Empfehlung  eines  Buchs,  das 
•o  viel  Anerkennung  gefunden  hat,    würde  unpassend  sein. 

Anleitung  zur  Waldw  erthberech  nung,  so  wie  zur 
Berechnung  des  Holzzuwachses  und  nachhaltigen  Er 

ges  der  Wälder.  Von  Karl  Breymann.  Professor  an 
der  k.  k.  Forstlehranstalt  in  Mariabrunn.  Wien.  Brau- 
mfiller.  1855.    8. 

Dieses  ausgezeichnete  Buch  betrifft  freilich  einen  technischen 
Gegenstand  ;  aber  sein  ganzer  Inhalt  ist  so  durch  und  durch  ma- 
thematisch, dass  es  in  diesen  Literarischen  Berichten  besprochen 
□od  den  Lesern  überhaupt  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden 
verdient.  Der  erste  Abschnitt  mit  der  (Jcberschrift:  „Die 
Waltiwerthberecbnung"  enthält  eine  überaus  gründliche  und 
vollständige  analytische  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zins- 
und  Benlenrechnutig  mit  einer  grossen  Anzahl  sehr  lehrreicher 
Beispiele  und  Anwendungen  auf  die  Waldwerthberechnung.  Der 
zweite  Abschnitt  mit  der  Ueherschrift:  „Erforschung  der 
Gesetze  des  Holzzuwachses"  ist  gleichfalls  einer  der  lehr- 
reichsten des  Buchs,  da  er  ganz  das  Interpoliren  oder  Einschal- 
ten betrifft,  und  eine  sehr  lehrreiche,  vollständig  durchgeführte 
Anwendung  dieser  wichtigen  mathematischen  Methode  auf  die  Be- 
stimmung der  Gesetze  des  Holzzuwachses  liefert.  Die  Interpo- 
lati ons  form  ein ,  welche  der  Herr  Verfasser  in  Anwendung  bringt, 
entwickelt  er  in  ganz  selbstständiger  Weise,  und  gelangt  zuletzt 
zu  der  eleganten  Formel  von  Lagrange,  deren  praktische  An- 
wendung er  gleichfalls  erläutert.  Dass  der  Herr  Verfasser  bei 
diesem   Gegenstände    sich    bloss    der  eigentlichen    Interpolation«- 
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oder  EinscbaUungsmetboden,  und  Dicht  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  bedient  hat,  linden  wir  vollständig  gerechtfertigt,  und 
»eheu  es  als  einen  Beweis  seiner  Umsicht  and  genauen  Kennt- 
niss  des  Wesens  dieser  Methoden  an.  Die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  wird  jetzt  so  häufig  auf  alle  möglichen  Dinge  an- 
gewendet, dass  man  «ich  oft  sehr  wundern  muss,  nie  wenig 
Diejenigen,  »eiche  dergleichen  Anwendungen  mit  Zugrundelegung 
oft  sehr  roher  und  ihrer  Natur  nach  höchst  ungenauer  Beobach- 
tungen und  \  ersuche  machen,  die  Grundbedingungen  zu  kennen 
scheinen,  welche  bei  der  Annendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  erfüllt  sein  müssen,  wenn  dieselbe  zu  Werth  habenden 
Resultaten  führen  soll.  Wir  wiederholen  also,  dass  wir  es  ganx 
bdiigen,  dass  der  Herr  Verfasser  wich  nur  der  eigentlichen  Inter- 
polationsruethoden  bedient  hat,  und  hätten  nur  gewünscht,  dass  der- 
selbe auch  der  scheinen  Methode  von  Cauchy,  die  im  Archiv. 
Tbl.  II.  Nr.  II.  S.  41.  in  einem  besonderen  Aufsätze  entwickelt 
worden  ist,  seine  Aufmerksamkeit  geschenkt  hatte,  da  wir  über- 
haupt wünschen,  dass  von  dieser  trefflichen  Methode  einmal  ein« 
grössere  praktische  Anwendung  gemacht  werden  möchte,  was  bis 
jetzt  noch  nicht  geschehen  zu  sei»  scheint.  Der  dritte  Ab- 
schnitt mit  der  Ueberschrift :  „Anwendung  der  Gesetze 
des  Holzzuwncbses  zur  Bestimmung  des  nachhaltigen 
Ertrages  der  Wälder"  enthält  weniger  mathematische  Ent- 
wickelungen  nie  die  beiden  ersten  ,  ist  aber  in  praktischer  Be> 
ziehung  gleichfalls  sehr  lehrreich.  Der  Anhang  enthält:  „Ta- 
feln für  den  Werth  der  Einheit  nach  den  am  häufigsten 
in  Anwendung  kommenden  Abstufungen  des  Zins- 
fusecs."  Wir  empfehlen  dieses,  wie  gesagt,  namentlich  auch 
in  mathematischer  Beziehung  lehrreiche  Buch,  welches  zugleich 
einen  höchst  vorteilhaften  Begriff  von  dem  wissenschaftlichen 
Geiste  der  k.  k.  Fnrstlchraustalt  zu  Mariabrunii  zu  erwecken  geeig- 
net ist,  nochmals  der  Beachtung  unserer  Leser,  namentlich  auch 
der  Beachtung  der  Lehrer  an  allen,  mehr  eiue  praktische  Rich- 
tung verfolgenden  Lehranstalten:  Realschulen,  höheren  Bürger- 
und  Gewerbeschulen  o.  s.  w.  recht  sehr. 


Mechanik. 

Bekanntlich  bat  Poinsots  Theorie  de  la  rotation  (über 


-et/ 1  von  Herrn  Prnfess 


*)  Dic»c  Uober»eUun 
Drehung.     Marburg  IS53.     S.  36. 


Schellbach*))  eine  gewisse  Berühmt- 
■t  mir  leider  nicht 


Geeicht  gekommen;  ich 
im  Untertuch,  über 


I-' 

faeit  erlangt. 
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Vielleicht  ist  es  naher  manchem  Leser  des  Archivs 
aufgefallen ,  dass  das  Archiv  bisher  über  diese  Theorie  und 
manche  derselben  sich  anschliessende  Schriften  geschwiegen  hat. 
Der  Herausgeber  bekennt  aber  offen,  dass  er,  ohne  zu  einem  hier 
so  notwendigen  tieferen  Eingehen,  was  schon  das  grosse  An- 
sehen des  Urhebers  dieser  Theorie  beanspruchen  musste,  nenn 
Berechtigung  zum  Aussprechen  irgend  eines  bestimmten  L'rtbeils 
gegeben  sein  sollte,  Zeit  gewinnen  zu  kennen,  gewisse  Zweifel 
an  der  vollkommenen  inneren  Richtigkeit  dieser  Theorie  der  Ro- 
tation gehegt  hat.  Desto  interessanter  musste  es  für  ihn  sein, 
duss  diese  Theorie  jetzt  einen  sehr  bestimmten  Angriff  in  den 
trefflichen,  von  Herrn  Terquem  herausgegebenen  Nouveltes 
Annales  de  Mathematiques.  Tome  XV.  Fevrier.  1856. 
p.63.  erfährt.  Derselbe  seht,  wenigstens  mittelbar,  von  Herrn 
Saint- (iuilbem,  Ingenieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussee«,  au«, 
und  hei  der  Wichtigkeit  des  (legenslnrides  biilt  es  der  Herausge- 
her für  seine  Pflicht,  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheiten,  was 
Herr  Sain  t-Guilhclm  und  der  verehrte  Herr  Herausgeber  der 
Nouvelles  Annales  über  die  berühmte  Theorie  de  la  rota- 
ti  on  sagen ,  so  weit  es  hier  der  beschränkte  Raum  gestattet. 
Müueu  die  Leser  hieraus  von  Neuem  ersehen,  wie  grosse  Vor- 
sieht bei  allen  solchen  Dingen  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  be- 
vor man  sie  namentlich  in  den  Unterricht  und  die  Lehrbücher 
aufnimmt! 

Der  betreffende   Aufsatz  ist  überschrieben; 


nn  synthe'tique   du  probleme  de 
rorps;  par  H.  I'.  Salnt-Gl 
ef  des  Ponts  et  Chausse 


Nouvclle  i 
la  rotation 
Ingenieur 

und  beginnt  auf  folgende  Weise: 

„Le  probleme  dont  il  s'agit,  et  qut  a  pour  ohjet  la  determi- 
nation  du  mouvement  dun  corps  de  figure  invariable  autour  dun 
point  fixe,  est  considere  par  les  geometres  comme  un  des  plus 
importauts  et  des  plus  difficile-s  de  la  mecanique  rationelle.  Tou- 
tes  les  Solutions  de  cette  question,  jusqu'ä  celle  de  M.  Poin- 
t,  avaient  ete  d^duites  de  l'analyse  par  des  calculs  plus  ou 
moins  compliques,    plus  ou  mo'ms  Elegants; 

Dans  un  Memoire  lu  a  ('Institut  en  183J,  l'ülustrc  auteur  de 
la  Theorie  des  couples  a  expose  une  Solution  synlhetique, 
rcmarquable  par  les  vues  t:lcvees  et  les  considerations  ingenieu- 
ses  qu'elle  renferme.  Cette  Solution,  pre'sentee  sous  une  forme 
tres-eimple  et  depouilloe  de  I'appareil  des  calculs,  est  entree  sans 
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rite   a  tenu  jusqu'a 

ä  l'Ac 
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Aujoitrd'  hui  un  .1 
mied«  Toulouse,  91.  ««ifbcnu,  con  teste,  avectoute 
utorite  ijue  donuent  de  g  ran  des  luraieresfitunesprit 
;oureui,  la  solidite  dun  des  principes  fondamentaux 
r  lesquelles   eile  repose;     II   n'nttrlbne  qn'11   one 


ciimpcn-ali 
'iillntii    mtxquela 


reiirs    l'ei 
eile    eondtilt. 


ctltnde    de«    re- 


Nous  partageon 
iiion  de  im  tu;  savan 
ä  laquelli 


une  applic 
moire,   »ie 

hihi-     faisu 


apres 
Mfrai 

I    d'ab 


n  examen  reflechi,  l'api- 
I' asser  tion  qu'il  a  eoiise, 
d  m'Iii.-i'  de  croire,  est, 
Intennnt  pnrfai  leinen  t  Jimtlflect 
tres  simple,  placee  ä  la  fi»  de  ce  Me- 
evidence    l'erreur    du    principe    auquel 


■Hb 


In  einer  Note  fügt  Herr  Sai  nt-Guilhem  hinzu:  „L'erreur 
est  de  supposer  que  la  fnrce  centripete  dun  point  materiel  qai 
fail  partim  d'uii  Corps  doud  dun  mouvement  de  rotatinn  est  pro- 
pnrtioiielle  a  la  distance  de  ce  point  ä  Taxe  instantane;    eile  est 

iwlli'ini'iil    proportinnellc  ä    la  distance  de  ce  point  au  ccntre  de 
conrbure  du  petit  arc  qu'il  decrit  dans  uu  instant." 

Herr  Saiut-Guilhem  weiset  hierauf  die  Falschheit  der  Theo- 
rie Poinsot's  noch  besonders  durch  eine  Aufgabe  nach,  wegen 
welcher  wir  aber  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  die  Le- 
ser auf  die  Nouvelles  Annales  selbst  verweisen  müssen,  in- 
den  Schluss  der  gegebenen  Auflösung  tuittheilen : 


dem  v 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  formule  (4)  devieDt 


Pour  que  Ie  rayon  de  courbure  de  la  trujeetoire  au  point  m  sott 
egal,  commc  Ie  suppose  M.  Pninsot,  ä  la  perpendiculaire  abaissec 
de  ce  point  sur  laxe  instantane  correspondant,  il  taut  que  l'ou 
ait,    quel  que  soit  tp, 

fl-fsln*?)» 
5  +  3sinV  —  *' 

Or  cette  equation  n  est  satisfaite  que  pur  les  valeurs  tp— '.*)''-.  tl  )s'")i 
n  etant  un  nomine  eutier  quelcunque;  ces  valeurs  correspondent 
au  point  unique  oü  la  trajeetoire  vient  couper  Ie  plan  des  xy. 
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AIiij.1  In  Solution  du  probl£nt«  de  I»  rotatlon  4c» 
Corps  par  BI.  Polniot  est  Inacceptable." 

„Note  du  Redacteur.  L'erreur  Bignalee  provient  de  ce  que 
los  vitesses  dependent  d'inliniment  petita  du  premier  ordre,  (eis 
sont  les  contacta  des  tangentes;  lamlis  que  les  forces  acitilerairi- 
ees,  «t,  par  consequent,  les  forces  centripetes  dependent  d'infi- 
niment  petits  du  second  ordre,  lela  sont  les  coutacts  des  cereles 
de  courbures. " 

Der  Unterzeichnete  enthalt  steh  Tür  jetzt  jedes  be- 
stimmteren Urtheils,  hofft  aher  späterhin  auf  diesen  jedenfalls 
sehr  merkivüriligen  Kegeiistand  zurückzukommen.  Kur  so  viel  will 
sich  derselbe  für  jetzt  erlaube»,  zu  sagen,  dass  Ihm,  insofern  die 
Herren  Saint-Guil  hem,  Gascheau  und  Terquem,  wie 
kaum  bezweifelt  werden  kann,  Hecht  Laben,  der  wahre  Grund 
und  die  wahre  Veranlassung  des  Fehlers  lediglich  darin  zu  lie- 
gen scheinen,  dass  man  sich  einer  ganz  strengen  Gr&n- 
zenbetrachtung  entschlafen  und  mit  vageren  Anschau- 
ungen des  Unendlich  -  Kleinen  u.  s.  «*.  begnügt  und 
zufrieden  gegeben  hat.  Wie  nothwendig  strenge  Betrach- 
tungen der  ersteren  Art  also  auch  in  der  Mechanik  sind,  wird 
sich  hieraus  von  Neuem  deutlich  ergehen.  G. 


Nautik. 

Ue her  Orkane.  Für  Seeleu  te.  VonCapt  V.  v.  Graefe. 
Hamburg.  Meissner.    1856. 

Dieses  kleine,  mit  praktischem  Sinne  abgefasste,  recht  lehr- 
reiche Schriftchen  empfehlen  wir  Seeleuten  und  allen  den  jungen 
Leuten,  die  sich  dein  Seewesen  widmen  wollen,  auch  Physikern, 
recht  sehr  zur  Beachtung.  Es  ist  sehr  verständig  abgefasst,  glebt 
überall  leichte  praktische  Regeln  zur  Vermeidung  der  Orkane  auf 
der  See,  und  macht  den  Eindruck,  dass  der  Herr  Verfasser  viel- 
fach  nus  eigener  Erfahrung  geschöpft  und  seine  Regeln  seihst  auf 
der  See  erprobt  hat.  Nach  der  gleich  am  Anfange  gegebenen 
Erklärung  sind  Orkane,  Cyclonen,  Typhoons  Stürme,  die  nicht 
wie  die  gewöhnlichen  Winde  in  ein  und  derselben  Richtung  weben, 
sondern  sich  kreisförmig  mit  grosser  Geschwindigkeit  um  einen 
Mittelpunkt  (Centrum,  Vortex  des  Orkans)  beilegen.  Ausser  die- 
ser kreisförmigen  Bewegung  besitzt  aber  der  Orkan  noch  eins 
zweite  fortschreitende  Bewegung  des  Vortex  und  mit  ihm  des 
ganzen   Orkanfeldes  in  einer  gewissen  Richtung.     Während   das 
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Rad  sieb  um  seine  Axe  dreht,  folgt  diese  der  Richtung  ■ 
Wagens;  eheii  «<>  dreht  sich  der  Orkan  um  den  Vortex,  während 
das  ganze  Sturm  leid  sich  in  einer  gewissen  Richtung  fortbewegt 
Die  kreisförmige  Bewegung  der  Orkane  hat  die  ausserordentlich 
Eigenschaft,  dass  in  beiden  Hemisphären  zu  Seiten  des  Aeuua- 
tors  der  Wind  sich  stets  und  ohne  Ausnahme  gegen  die  Sonne 
dreht.  Die  Richtung  der  fortsch  reiten  den  Bewegung  der  Ort 
ist  nicht  so  genau  bestimmbar  wie  die  kreisförmige.  Im  Allge- 
meinen geht  dieselbe  auf  beiden  Hemisphären  vun  Osten  nach 
Westen,  indem  sie  sich  allniälilig  nach  dem  Pole  ihrer  Hemi 
sphäre  zu  krümmt.  Diese  Richtung  gebt  also  im  Süden  der  Linie 
von  Osten  nach  Westen  und  Süden,  im  Norden  von  Osten  nach 
Westen  und  Norde«.  Die  Orkane  kommen  in  den  Herbstmonaten 
oder  in  den  Jahreszeiten  beider  Hemisphären  vor,  wo  die  Sonn« 
sich  von  ihrem  Sonimersolstitium  nach  der  Linie  zu  bewegt,  im 
Süden  also  vom  December  Ins  April,  im  Norden  vom  Juni  bia 
October,  doch  dehnen  sich  die  Zeiten  ihrer  Erscheinung  üb* 
diese  Termine  aus.  Die  Orkane  sind  eine  Erscheinung  der  heim- 
sen Zone  und  mag  die  liegend  ihres  Vorkommens  als  zwischen 
30°  N.  und  30°  S.  liegend  betrachtet  werden.  Die  Breiten  i 
der  Linie  von  8°  S.  bis  8°  V  sind  davon  ausgenommen.  Mitun- 
ter finden  sie  sich  auf  höheren  Breiten,  doch  ist  ihr  Auftreten 
dort  nur  vereinzelt  und  als  Ausnahme  /u  betrachten.  —  Dies  sind 
die  Hauptgesetze,  auf  welche  der  Herr  Verfasser  seine  prakti- 
schen Regeln  zur  Vermeidung  der  Orkane  auf  der  See  g 
Das  lehrreiche  Schrtftchen  ist  dem  verdienten  Director  der  Ham- 
burger Sternwarte,    Herrn  C.  Rifmker,  gewidmet. 


Vermischte  Schriften. 


Wiss 


ngsberichte    der    Kaie 


ebafte 


zu  Wi. 
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Jahrgang  1855.  Band  XVI.  2.  Heft.  S.  2W4.  Frit 
Resultate  der  im  Jahre  1854  in  Wien  und  an  einigen  anderen 
Orten  des  österreichischen  Kaiserstaates  angestellten  Vegetation«- 
beobachtungeti.  —  S.  415.  Pick:  Heber  die  Sicherheit  barome- 
trischer Hühenmessungen.  (Besonders  angezeigt  Literar.  Ber.  Nr.  G. 
S.4.)  —  S,  447.  Scbönhichler:  Die  Complanation  des  schiefen 
Kegels  durch  Vermittelung  der  Integrale  fdtpstn^tpQ  — Asin*^)" 
und  /da)cosa"y(l  —  Acossq3)m  und  Auflösung  dieser  Integrale  t 
trigonometrische,  durch  einen  staten  logarithmischen  Calcul  be- 
rechenbare Factoren  (eine  lesenswert  he  Abhandlung  aus  dem  Ge- 


16  Uterar ttcher  Bericht  CIL 

biete  der  reinen  Mathematik).  —  S.  640.  Oeltzen:  Eigene  Be- 
wegungen von  Fixsternen,  abgeleitet  au«  der  Vergleichuog  der 
Histoire  Celeste  mit  den  Arge  I  ander 'sehen  nördlichen  Zonen. 

Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  L  S.3.  K.  v.  Llttrow: 
Nachträgliche  Mittheilnng  bezüglich  der  in  den  Sitzungen  vom 
18.  Jänner  und  22.  März  d.  J.  vorgelegten  Arbeiten  des  Herrn'  Dr. 
C.  Hornsteln  ober  die  Bahn  der  Calliope.  —  S.  4.  Grunert: 
Geber  eine  geometrische  Aufgabe,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
die  Bestimmung  der  StiHstandspunkte  oder  Stationen  der  am  die 
Sonne  sich  bewegenden  Weltkörper.  —  S.35.  Grunert:  Geber 
eine  astronomische  Aufgabe.  —  S.  171.  Zantedeschir  Nuoro 
Elettroscopio  per  le  due  ellettricilä  d'influenza.   (Con  l  tavola.) 

Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  2.  S.  187.  Haidinger: 
Vereinfachte  Methode  der  graphischen  Winkelmessungen  kidner 
Krystalle.  —  S.  191.  Schiefferdecker:  Bericht  ober  die  vom 
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schen Luft  und  sein  Verhältnis»  zn  den  herrschenden  Krankhei- 
ten. —  S.  238.  Waltenhofen:  Entwurf  einer  Construetion  der 
Luftpumpe.  —  S.  257.  Zantedeschi:  Ricerche  sulla  contempo* 
raneiti  del  passaggio  delle  opposte  correnti  elettricbe  in  an  filo 
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sole.  —  S.  411.  v.  Littrow:  Geber  den  Zusammenhang  der  Flecken 
und  Protuberanzen  der  Sonne  (besonders  angezeigt  LSterar.  Ber. 
Nr.  C.  S.  15.).  —  S.  601.  Hornstein:  Opposition  der  Calliope  im 
Jahre  1856. 
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Ueber  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen. 

Von 

Herrn  Doctor  P.  Büttel, 

Privatdocenten  an  der  Universität  so  Kiel. 


I.    Quadratische  Reste. 

Bekanntlich  lässt  sich  eine  Congruenz  von  der  Form  ar*  =  «, 
modp,  wenn  p  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  auflösen  oder 
nicht,  jenacbdem  die  Congruenz  stattfindet: 

«*  =  +  1,  modp  oder  aa  s  —  1,  modp. 

Im  ersten  Fall  heisst  a  ein  quadratischer  Rest  von  p,  im  andern 
a  ein  quadratischer  Nichtrest  von  p;   nach   Gauss    aRp    oder 

aNp  und  nach  Legeodre  f— J  =  l    oder    f— J=— 1.     Es    ist 

hierdurch  ein  sicheres  und  leicht  anzuwendendes  Criterium  für 
die  Möglichkeit  einer  Congruenz  zweiten  Grades  gegeben ,  welches 
sich  aber  auch  weiter  dahin  benutzen  lässt,    die  Zahlen,   welche 

m 

quadratische  Reste  oder  Nichtreste  von  p  sind,  sogleich  aus  der 
Tafel  der  primitiven  Wurzel  zu  entnehmen.  Eine  solche  findet 
sich  bis  zu  der  Primzahl  101  in  Crelle's  Journal  Bd.  IX. 
Abhandl.  2.  pag.  27.  etc. 

Da  unter  den  Zahlen  1,  2,  3....p— 1  immer  <ä—  quadra- 
tische Reste  und  eben  so  viel  quadratische  Nichtreste  sind,  so 
kann  man  die  ersteren  dadurch  erbalten,  dass  man  von  den  Qua- 

19  —  1 

draten  der  Zahlen  1,  2,  3....     ~      die  Reste  nach    dem  modp 
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nimmt  Alle  diese  Reste  sind  Zahlen  aus  der  Reihe  1,2,  3....p— 1, 
also  kleiner  als  p\  die  unter  diesen  Resten  nicht  vorkommenden 
Zahlen  sind  alsdann  quadratische  Nichtreste  von  p.  So  einfach 
dies  Verfahren  ist,  so  wird  doch  noch  immer  einige  Rechnung 
erfordert,  die  man  sich  ersparen  kann,  sobald  man  die  oben  er- 
wähnte Tafel  der  primitiven  Wurzeln  benutzt.  Da  aber  die  Zah- 
len, welche  von  einer  gegebenen  Primzahl  quadratische  Reste 
oder  Nichtreste  sind,  bei  Untersuchungen  in  der  Zahlentheorie 
häufig  vorkommen,  so  hielt  ich  es  nicht  für  überflüssig,  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  den  quadratischen  Resten  und  den  pri- 
mitiven Wurzeln  hinzuweisen,  zumal  derselbe,  wenn  ich  nicht 
irre,  nirgends  so  besonders  hervorgehoben  ist. 

Nach  dem  Fermat'schen  Satze  ist  immer  aP-1  —  !,  mod  ji, 
unter  der  Voraussetzung,    dass  p    eine   ungerade  Primzahl  ist; 

zugleich  ist  a%  =±1,  mod  p.  Wenn  nun  unter  den  Zahlen 
1,  2,  3  ..../>  — 1  h  eine  solche  Zahl  ist,  dass  sie  erst  zu  der 
(p  —  l)sten  Potenz  erhoben  cons;ruent  Eins  ist,  soheisstsie,  wie 
bekannt  ist,  eine  primitive  Wurzel,  der  Congruenz;  dahingegen 
kOnnen  alle  Zahlen,  die  zu  Exponenten,  welche  kleiner  wie  /*— 1 
und  zugleich  Theiler  von  p — 1  sind,  gehören,  secundäre  War- 
sein  genannt  werden,  so  dass,  wenn  g  eine  solche  Wurzel  ist, 
welche  zum  Exponenten  q  gehört,  immer  erst  yv=l,  modj? 
wird,  worin  q  ein  Theiler  von  p  —  1  sein  mnss.  Ferner  ist  die 
Anzahl  dieser  primitiven  oder  secundären  Wurzeln  immer  gleich 
der  Anzahl  der  zu  p  —  1  oder  q  relativ  primen  Zahlen,  kleiner 
wie  p—\  oder  q,  oder,  um  es  kurz  zu  bezeichnen,  gleich  &*(p — 1) 
oder  &"q.  Diese  Anzahl  &*(p — 1)  bestimmt  sich  daraus,  dass, 
sobald  p  —\-=  aa.bß.cY....  ist,  immer  die  Relation 

stattfindet.  Will  man  also  die  quadratischen  Reste  von  p  mm 
jener  Tafel  bestimmen,   so  werden  diejenigen  Wurzeln,  welche 

p— 1 
su  dem  Exponenten  — «r-  gehören,  Rp  sein,  da  für  diese  impftet 

Er! 
die  Bedingung  a2  =  1 ,  mod  p  erfüllt  ist. 

.    Wenn  *-q—   eine  Primzahl  ist ,  so  erhält  man  sämmtliche  Rpp 

ausgenommen  die  Eins,  während  die  übrigen  Zahlen  ans  der 
Reibe  1,  2,  3....p  —  J  Np  sind,  so  dass  man  die  quadratischen 
Reste  und  Nichtreste  sogleich  aus  der  Tafel  entnehmen  kann, 
wie  ffir  die  Moduli  5,  7,  11,  23,  47,  59,  83. 
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Ist    hingegen 
n    nicht  unmittelbar  sämmtlichc  Xlp  durch    die  Zahlen. 


eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  erhalt 
i  eiche 
gehören ;  es  können  jedoch  nur  diejenigen  Wurzein 
noch  hinzukommen,  welche  zu  solchen  Exponenten,  die  Theiler 
von       „       sind,   gehören.     Wenn  MBl,  mod  p,  d.  h.  nenn  a  tu 

9  gehört  und  die  Bedingung  a1  =1,  mod  p  zu  erfüllen  ist, 
muss,  wenn  — ■=—  >  9,  n  ein  Vielfaches  von  j  nein.  Man 
kann  daher  die  Wurzeln,  welche  zu  Exponenten  als  Tbeilern'vnn 
a  •  gehören,  wieder  aus  der  Tafel  entnehmen.  Hierdurch  er- 
hält man  süiuiiitliche  Xlp,  deren  Anzahl  *-«—  betragt,  aua  der 
Zahlenreihe  1,  2,  '■i.-.p — 1,  aus  der  Tafel.  Die  übrigen  Zah- 
le« ans  dieser  Reihe  sind    dann  Tiß>.     Wenn  z.  B.  />=29   ist  11 

^=^  =  14,    so  ergielit   die  Tafel    (Vir   0»=  I,  mod  29  die  Zahlen 

4.5.0.9. 13.22.  Ausserdem  kommen  noch  als  quadratische  Beste 
von  29  die  Zahlen  hinzu,  «eiche  zu  den  Exponenten  I,  2  und  7 
gehören ,  d.  h.  bezüglich  1 ;  28;  7. 10.  20.  SB,  24. 25,  so  dasg  im  Ganzen 


1.4.5.6.7.9.13.1 


).  22. 23. 24. 43. 28, 


N.49:    2.3.a  10. 11. 12. 14. 15. 17. 18. 19.21.26.27. 
.Sowohl  für  quadratische  Reste  als    Nichtresto  ist  die  Anzahl  14. 

Dass  man  auf  diese  Weise  sfimmtliche  quadratische  Reste  und 
Nicfatreste  von  p  erhalten  muss,  ergiebt  sich  ans  dem  schon  an- 
geführten Satze,  dass  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  zu  einem  Ex- 
ponenten if  gehören,  immer  S"'if  beträgt.  W'enn  mau  aber 
quadratische   Reste   immer  die   Zahlen    erhält,    welche    zu   einem 

Theiler  von  "  „— ,  1  und       ,,       selbst  mitgerechnet,  gehören,  so 

gilt  für  diese  die  Relation,  dass  die  Summe  der  Anzahl  lierjeni- 
gen  Zahlen,  welche  zu  den  Thcileru  einer  Zahl,  incl.  Eins  und 
der  Zahl  seihst,    relative  Primzahlen  und  kleiner    als   diese  sind, 

immer  gleich  der  Zahl  ist.     Wenn  also  die  Theiler  von  — ^~ 
1.  h,  k ^  ,    so  ist: 
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»  —  1 

Zugleich  ist  *-— -  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz  a*  =  1, 
raodp,  kleiner  als  p. 

Es  folgen  hierbei  noch  die  quadratischen  Reste  und  Nicht- 
reste  der  Primzahlen  von  3  bis  101 : 

mod  3.  R.  1.      mod  5.  R.  1.4.      mod  7.  R.  1.2.4* 

N.2.  N.2.3.  N.3.5.6.    / 

mod  11.  JR.  1. 3. 4. 5.  9.  mod  13.  R  1. 3. 4. 9. 10. 12. 

9     N.2.6.7.8.10.  N.2.5.6.7.  8.11. 

mod  17. R.  1.2. 4. 8.  9.13.15.16.      mod  19.  R.  1.4.5.  6.  7.  9.11.16.17. 
N.3.5.6. 7.10. 11.12.14.  N.  2. 3. 8. 10. 12. 13. 14. 15. 1& 

mod  23.  R.  1.2.  3.  4.  6.  8.  9.12.13.16.18. 
N.5.7. 10.11.14.15.17. 19.20.21.22. 

mod  29.  R.  1.4.5.  6.  7.  9.13.16.20.22.23.24.25.28. 
N.  2.3.8. 10.11. 12. 14.15.17.18.19.21.26.27. 

mod  31.  R.  1.2.  4.  5.  7.  8.  9.10.14.16.18.19.20.25.28. 
IM.  3. 6. 11. 12. 1 3. 15. 17. 21. 22. 23. 24. 26. 27. 29. 30. 

mod  37.  R.  1.3.4.7.  9.10.11.12.16. 21. 25.26.27.28.30.33.34.36. 
N.  2. 5. 6. 8. 13. 14. 15. 17. 18. 19. 20. 22. 23. 24. 29. 31 .  32. 35. 

mod  41.  R.  1.2.4.  5.  &  9.10.16.18.20.21. 23.25.31.32.33.36.37.39.40. 
N.  3. 6. 7. 1 1. 12. 13. 14. 15. 17. 19. 22. 24. 26. 27. 28. 29. 30. 34. 35. 38. 

mod  43.  R.  1. 4. 6. 9. 10. 1 1. 13. 14. 15. 16. 17. 21. 23. 24. 25. 

31.35.36.38.40.41. 
N.2.3.5.7.  a  12.  ia  19. 20. 22. 26. 27. 28. 29. 30. 

32.33.34.37.39.42. 

mod47.  R.1.  2,  3.  4.  6.  7.  8.  9. 12. 14. 16. 17. 18. 21. 24. 25. 27. 28. 32. 

34.36.37.42. 
N .  5. 10. 1 1. 13. 15. 19. 20. 22. 23. 26. 29. 30. 31. 33. 35. 3a  39. 40. 41. 

43.44.45.46. 

mod  53.  R.  1.4.6.7.  9. 10. 11. 13. 15. 16. 17. 24. 25. 28. 29. 36. 37. 38. 40. 42. 

43.44.46.47.49.52. 
N.2.3.5.ai2.14.18. 19.20.21.22.23.26.27.30. 31.32.33.34.35. 

39.41.45.48.50.51. 
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mod59.  R.l.3.4.  5.  7.  9.12.15.16.17.19.20.21.22.25.26.27.28.29.35. 

36.41.45.46.48.49.51.53.57. 
N.2.6.8. 10.11.13. 14.18. 23.24.30.31.32. 33. 34. 37.3a  39. 40.42. 

43.44.47.50.52.54.55.56.58. 

mod  61.  R.  1.3.4. 5.  9. 12. 13. 14. 15. 16. 19.20. 22.25.27.34.36.39.41.42. 

45. 46. 47. 48. 49. 52. 56. 57. 58. 60. 
N.  2. 6. 7. 8. 10. 1 1. 17. 18. 21. 23. 24. 26. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 35. 37. 

38.40.43.44.50.51.53.54.55.59. 

mod  67.  R  1.4.6.9.10. 14. 15.16.17. 19.21.22.23.24.25.26.29.33.35.36. 

37.39.40.47.49.54.55.56.59.60.62. 
64.65. 
N.2.a5.7.  8.11.12.13.18.20.27.28.30.31.32.34.38.41.42.43. 

44.45.46. 4a  50.51. 52. 53. 57.58.61. 
63.66. 

mod71.  R.l.  2.  3.  4.  5.  6.  8.  9. 10. 12. 15. 16. 1&  19. 20.24.25. 27.29. 

30.32.36.37.38.40.43.45.48.49.50. 
54.57.58.60.64. 
N.  7.11.13. 14. 17.21. 22. 23. 26. 28.31. 33. 34. 35.39.41.42. 44. 46. 

47.51.52.53.55.56.59.61.62.63.65. 
66. 67. 6a  69. 70. 

mod?3.R.1.2.  3.  4.  6.  8.  9.12.16.18.19.23.24.25.27.32.35.36.37. 

38.41.46.48.49.50.54.55.57.61.64. 
65.67.69.70.71.72. 
N.5.7. 10. 11.13.14. 15. 17.20. 21.22. 26.28. 29.30.31. 3a  34.39. 

40. 42. 43. 44. 45. 47. 51. 52. 53. 56. 5a 
59.60.62.63.66.6a 

ra«d  79.  R.  1.2.4.  5.  &  9. 10.11.13. 16.  ia  19. 20.21.22.23.25.26.31.32. 

36.38.40.42.44.45.46.49.50.51.52. 
55. 62. 64. 65. 67. 72. 73. 76. 
N.3.6. 7.12.14.15.17.24. 27.28.29.30.33.34. 35.37.39.41. 43.47. 

48.53.54.56. 57.68.59. 6a 61.  63.66. 
68.69.70.71.74.75.77.78. 

mod  8a  Ria  4. 7.  9.10.11.12.16.17.21.23.25.26.27.28.29.30.31.3a 

36. 37. 38. 40. 41. 44. 48. 49. 51. 59. 61. 
6a  64. 65. 6a  69. 70. 75. 77. 7&  81. 
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N.  2. 5. 6.8. 13. 14. 15- 18. 19. 20. 22. 24. 32.34.35.30. 

40. 47. 50. 52. 53. 54. 55. 56. 57. 58. 60. 
62.66.67.71.72.73.74.76.79.80.82. 

mod  89.  R.  1.2.4.  5.  8.  9.10.11.16.17.18.20.21.22.25.32.34.36.39. 

40.42.44.45. 47.49. 50. 53.56. 87.64. 
07. 68. 69. 71. 72. 73. 78. 79. 80. 81. 84. 
85.87.88. 
N.  3. 6. 7. 12. 13. 14. 15. 19. 23. 24. 26. 27. 28.  29.30.31.33.35.37. 

38.41.43.46.48.51.52.54.56.68.59. 
60. 61 .  62. 63. 65. 66. 70. 74. 75. 76. 77. 
82. 83. 86. 

mod  97. R.  1.9.  3.  4.  6.  8.  9.11.12.16.18.22.24.25.27.31.32.33.35. 

36. 43. 44. 47. 48. 49. 50. 53. 54. 61 .  62. 
64. 65. 66. 70. 72. 73. 75. 79. 81. 85. 86. 
88.89.91.93.94.95.96. 
N.5.7. 10. 13.14. 15.17. 19.20. 21. 23. 26. 28. 29. 30. 34. 37. 38. 39. 

40.41.42.45.46.51.52.55.56.57.58. 
59.60.63.67.68.69.71.74.76.77.78. 
80.82.83.84.87.90.92. 

modlOl.R.1.4.5.6.  9.13.14.16.17.19.20.21.22.23.24.25.30.31.33. 

36. 37. 43. 45. 47. 49. 52. 54. 56.58. 64. 
65.68.70.71.76.77.78.79.80.81.82. 
84. 85. 87. 88. 92. 95. 96. 97. 100. 
N.2.3.7.8. 10.  II.  12.15.18.26.27.28.29.32.34.35.38.39.40. 

41. 42. 44. 46. 48. 50. 51. 53T.  55. 57. 59. 
60. 61. 62. 63. 66. 67. 69. 72. 73. 74. 75. 
83. 86. 89. 90. 91. 93.94. 98. 99. 

11.    Reste    der    Potenzen. 

Die  Reste  der  Potenzen  nach  einer  Primzahl  als  Modulus 
bieten ,  wie  Oberhaupt  die  Congruenzen ,  interessante  Beziehungen 
dar,  von  denen  im  Folgenden  mehrere  aufgestellt  und  nachge* 
wiesen  werden  sollen. 

Man  bilde  die  successiven  Potenzen  einer  Zahl  x\  dieselbe 
Iftsst  sich*  kleiner  als  der  Modulus  p  annehmen,    da  immer  *  so 
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bald  eine  Zahl  //   um  x  grösser  als   irgend   ein  Vielfaches    vnn  p 
ist,  der  Rost  einer  beliebigen  Potenz  von  h,  deren  Exponent 
der  Zahlen  1,  2,  3  ....  p  —  l  ist,    so  dass 

hT=z(np+x)T,    r<p, 

eich  auf  den    Rest   der  Potenz  xr,  mod  p   reducirt.     Wenn  d 
x  eine  sulohe  Zahl  ist,    welche  ku   dem  Exponenten  q,    der  uls- 
dann  ein  Theiler  von  p — 1   sein    muss,    gehurt,    oder  auch    eine 
primitive  Wurzel  der  f'ongruenz  ist,    d.  h    zum  Exponenten  p  —  I 
selbst  gehurt,    so  sind  die  Reste  der  Zahlen 


sämmtlich  verschieden,  und  zwar  bilden  dieselben  eine  Periode, 
welche  sich  entweder  im  ersten  Fall  von  xl  ab  oder  im  zweiten 
Fall  von  xP~x  ab  niederholt.  Diese  Reste  der  Potenzen  einer 
Zabl  nach  dem  Modulus  /'  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise 
berechnen.  Wendet  man  das  Verfahren,  welches  sieb  in  der  u 
bestimmten  Analytik  von  Schcffler  §.  142.  angegeben  findet, 
an,  so  sucht  man  sich  die  Reste  der  Vielfachen  von  x,  Ix,  2x 
'Vi. ...(/>  —  !).'■ .  itmil  /',  und  ordnet  dieselben  so,  dass  der  Fac- 
tor vou  x  gleich  dem  Reste  aus  der  vorhergehenden  Congruenz 
ist,  bis  sich  zuletzt  eine  der  Congruenzen  wiederholt.  Substituirt 
man  für  die  Factoren  des  x  aus  der  vorhergehenden  Congruenz 
den  Werth,  welcher  diesem  Factor  congruent  ist,  so  wird  man 
nach  einander  die  Potenzen  von  x  mit  ihren  Resten  erhalten. 
Einfacher  möchte  aber  noch  das  folgende  Verfahren  sein.  Wenn 
x*  irgend  eine  Potenz  von  x  bedeutet  mit  einem  Exponenten  n 
kleiner  als  p,    und  es  ist 

x"  =  t„,  mod  p, 
so  folgt  durch  Moltjplication  mit  x: 

x*+l  =  rHx,  mod  p. 

rr.>-  kann   grösser  oder   kleiner   al*  p,    aber  da  p  eine  Primzahl 
ist,    nie    gleich    p    werden.       In    dem    Falle    r,x>p    wird 
r*x=rn±i,  mod  p  haben,   also  auch 

x*+l  =  rB+j ,  mod  p  \ 

in  dem  Falle  r*x<,p  ist  rv*"  unmittelbar  der  Rest  der  Potenz 
«"+1.  Die  Regel  ist  also  diese:  Cm  die  Reste  der  Potenzen 
einer  Zahl  x  nach  dem  Modulus  p  zu  erhatten,  multipücire  man 
die  vorhergehende  Congruenz  mit  der  Zahl  selbst,  und  bestimme, 
wenn  das  zweite  Glied  grösser  als  /.  ist,  den  Rest  desselben 
nacb  p;  i .15. : 


Mi 

l 
'.. 
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5*55,modl3', 

5*==5.5e=12,  rood  13, 

5S=5.12==8,  modl&, 

54=5.8=J,raod  13. 

lo  diesem  Fall  geh  Ort  5  zum  Exponenten  4;  es  werden  also  die 
Reste  der  Potenzen  von  5  von  der  vierten  Potenz  ab  wiederkeh- 
ren. Bekannt  ist  auch  die  Eigenschaft  der  Periode  dieser  Reste» 
dass,  wenn  man  dieselben  addirt,  sobald  man  den  Res!  der 
Oten  Potenz  der  Zahl  mit  hinzunimmt,  die  Summe  dieser  Reste 
innerhalb  der  Periode  immer  durch  p  ohne  Rest  theilbar  ist 

Ausserdem  bieten  die  Reste  der  Zahlen  von  1  bis  p — 1, 
welche  zu  gleich  hohen  Potenzen  erhoben  werden,  folgende  Be- 
ziehungen dar.  Wenn  man  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen 
1,  2,  3  ••../! — ]  bis  zur  (p — l)sten  Potenz  bildet,  so  lassen  sich 
dieselben  in  der  Weise  anordnen,  dass  man  die  Reste  der  gleich 
hohen  Potenzen  neben  einander  schreibt;  dann  erhält  man  so- 
wohl in  vertikaler ,  als  in  horizontaler  Richtung  immer  />— l  Zah- 
len, wie  dies  aus  dem  folgenden  Beispiele  hervorgeht,  in  wel- 
chem 7  der  Modulus  ist. 
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Es  sind  hierin  nur  die  Reste 
angegeben,  indem  dieWurzeln 
der  Congruenzen  aus  der  er- 
sten Horizontalreihe  zu  ent- 
nehmen sind  und  die  Expo^ 
nenten  die  erste  Vertikalreihe 
bilden. 


Um  zu  der  Eigenthümlichkeit  der  angegebenen  Reihe  von  Resten 
su  gelangen,  ist  zu  unterscheiden,  ob  dieWurzeln  einen  .geraden 
oder  ungeraden  Exponenten  haben. 

1.  Wenn  der  Exponent  gerade  ist.  Da  die  Anzahl  der  Zah- 
len I,  2,  3....p  —  1  wegen  der  ungeraden  Primzahl  p  immer  eine 
gerade  ist,  so  lassen  sich  dieselben  in  zwei  Klassen  bringen;  die 

erste  enthält  die  Zahlen  1,  2,  3....^-rr- ;  die  zweite  die  Zahlen 

m%  -1»  1         *i  -I-  1 

a    %       2     ""P — *•    Wenn  a  irgend  eine  Zahl  aus  der  ersten 

Klasse  ist,  so  findet  sich  in  der  zweiten  eine  Zahl  (/*— a),  welche 
von  der  Mitte  eben  so  weit  nach  rechts  entfernt  ist,    wie  a  nach 
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links.  Die  Poten*  a9"  wird  irgend  einen  Rest  r  nach  p  lassen, 
so  dass  eP*mr9  modp. 

Da  aber  Xp  —  a)=  —  a,  modp,  also  (p  —  a)2»^— a)**=+a** 
ist,»  so  folgt: 

(p —  ayfo^r,  modp, 

d.  h.  je  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,2,  3.... p — 1,  welche 
von  der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  lassen  zu  geraden  Po- 
tenzen erhoben  immer  gleiche  Reste. 

Es  werden  daher  die  Reste  dieser  geraden  Potenzen  von  der 
Mitte  ab  sich  in  umgekehrter  Ordnung  wiederholen  oder  sie  We- 
gen auf  beiden  Seiten  der  Mitte  symmetrisch.  '  ».:  r-;> 

2.  Weun  der  Exponent  ungerade  ist.  Wenn  a*l,+1=r,  modp, 
so  ist: 


•  >«  i 


(p  -  «)*«+1  ~  (-  a)2*H== —  1 .  a*H*f mod  p, 
also  / 

(p— a)a«+1=-r1  =  (p  — rj),  modp, 

d.  h.  je  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3....p  —  1,  welche 
von.  der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  lassen  zu  ungeraden 
Potenzen  erhoben  zwei  Reste,  deren  Summe  immer  gleich  dem 
Modulus  p  ist. 

Beide  Resultate  lassen  sich  auch  mittelst  des  binomischen 
Lehrsatzes  leicht  ableiten.  Die  Summe  der  Zahlen,  welche  von 
der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  beträgt  immer  p,  nämlich 
a+(p — a)=p.  Wenn  man  (p — a)*u  entwickelt,  so  ist  die  An- 
zahl der  Glieder  des  Binoms  2n  + 1 ,  also  das  letzte  Glied  a*" 
positiv.  Da  in  allen  übrigen  Gliedern  der  Factor  p  {erscheint,  so 
folgt  unmittelbar  (p  —  tO^sa2*,  modp,  d.h.  a2*  und  (p — a)** 
lassen  gleiche  Reste.  Erhebt  man  p  —  a  zur  (2n  +  l)sten  Potenz 
und  entwickelt  dieses  Binom,  so  ist,  da  diö  Anzahl  der  Glieder 
2»  +  2,  also  gerade  ist,  das  letzte  Glied  a2n+1  negativ,  und  da 
die  übrigen  Glieder  den  Factor  p  enthalten,  so  folgt: 

(p  —  a)***1  =  -  a2**1 ,  mod  p. 

Wenn  daher  cP^—r,  modp,  so  ist 

— a2*+1  =  r--iy  3(p — r|),modp, 
also 

(p  -a)a»+l=(p— r,),  modp, 

«*d  **i  +  (p-"tri)  »«frag*  P* 
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Ebenso  tat  die  Summe  der  ungeraden  Potenzen  zweier  solcher 
Zahlen  a  und  p  —  a  immer  gleich*  einer  Zahl»  welche  dnrcb  p 
theilbar  ist,  oder 

a^^H  +  Cp— «)*»+*    ,_ 

■ —  =  Mu. 

p 

x  In  der  folgenden  Tafel  der  Reste  der  Potenten  sind  nur  die 
Reste  selbst  angegeben,  wShrend  die  Exponenten  aus  der  ersten 
Vertikalreihe,  die  Basis  aber  aus  der  ersten  Horizontalreihe  zu 
nehmen  ist  Auch  sind  die  Reste  der  Potenzen  von  Eins  wegge- 
lassen, daher  sie  bei  der  Vergleichang  als  erste  Vertikalreihe  nach 
der  Reihe  der  Exponenten  in  Gedanken  hinzuzufügen  «Ind. 
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mod 
13 

Exp. 

Reste 

Wtrx. 

1 

9   3     4      5     6 

7     8    9    10    11    12 

" 

2 

4    0      3    12    10 
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Sei  also 

.tü=1,  \noAp,  so  folgt  hieraus  ar*     = — l.x= — ri=(p — r|), 

t'  =  *.  J**i 


"sJ.^s-l.^fp-,,). 


Aehnlich  ist  die  Ableitung  der  Reste  für  die  Potenzen  von 
x  bis  zu  der  Potenz  p  —  1,  wenn  #  eine  primitive  Wurzel  ist 
Wenn  9   ungerade    ist,    so  müssen    die   Reste   bis  xt  berechnet 

t 
werden,    da  in  diesem  Falle  keine  Potenz  x*= — I    exlstirt,     in 

welcher  iler  Exponent  ^  eine  ganze  Zahl  ist.  Eine  solche  Be- 
rechnung kann  hingegen  nie  bei  den  primitiven  Wurzeln  statt- 
finden, da  die  zu  diesen  gehörigen  Exponenten  immer  gerade  sind. 
Man  sieht  hieraus,  dass  hei  der  Anfertigung  der  Tafel  der  Reste 
höchstens  der  vierte  Theil  durch  Multiplikation  zu  berechnen  ist, 
wahrend  die  übrigen  Reste  theiis  in  umgekehrter  Reihenfolge 
wiederkehren,  theiis  die  Ergänzungen  zum  Mod.  p  bilden,  wie 
im  Vorhergehenden  nfiher  angegeben  ist. 

III.    Theilbarkeit  der  Zahlen. 

Da  die  Untersuchung  über  die  Theilbnrkeit  der  Zahlen  in  Folge 
der  Eigentümlichkeit  des  dekadischen  Systems  mit  den  Po< 
lenzen  der  Zahl  10  und  deren  Resten  nach  einer  Zahl  als  Modu- 
lus  zusammenhängt,  so  liegt  es  nahe,  die  Frage,  ob  eine  gcge- 
e  Zahl  durch  eine  andere  theilbar  ist  oder  nicht,  durch  die 
Congruenzen  zu  beantworten,  wie  es  im  Folgenden  geschehen 
soll.  Vorausgesetzt  werden  nur  die  ersten  Begriffe  der  Congruens 
and  die  höchst  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Potenzen 
einer  Zahl  und  ihren  Resten  nach  einem  gegebenen  Modul. 

Es  lKsst  «ich  irgend  eine  Zahl  allgemein  durch  a<,an-i....ata0 
bezeichnen,  in  welcher  a„,  a,—i..-.  die  Ziffern  bedeuten,  deren 
Indices  mit  den  Exponenten  der  Potenzen  der  Zahl  10  überein- 
stimmen.   Es  ist  daher: 
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auan-i. ...  OftOosa«.  10*  +  a*-i.  10"-1  + .. ..  +  a, .  101  +  Ob* 

Da  aber,  wenn  r0,r\9rt....  bezüglich  die  Reste  der  Potenzen 
10°,  101,  JO1-..  nach  dem  Modulus  p  sind,  wo  p  irgend  eine  be- 
liebige Zahl  sein  soll,  die  Congrueozen  stattfinden: 

o«.  10*  ~a»r«,  modp, 

Ot-x .  10*-1  =  a«-ir»_i , 

■ 

og.lW^airi, 
ao.10°  =  ao.l; 

so  folgt,  dass,  wen« 

«•r»  +  a»_irÄ_i  + ....  +  a^  +Oq=0,  modp 

ist,  auch  die  Zahl  a«afi-i....a1ao=0,  modp  sein  muss,  d.  b. 
dieselbe  ist  durch  p  ohne  Rest  theilbar. 

Es  wird  also  eine  beliebige  Zahl  durch  eine  andere  ohne  Rest 
theilbar  sein,  sobald  die  Summe  der  Producte  der  einzelnen 
Ziffern  in  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahl  10,  auf  welche  sich 
jene  beziehen,  durch  diese  Zahl  ohne  Rest  theilbar  ist. 

Wendet  man  dies  Verfahren  auf  die  einzelnen  Zahlen  an,  so 
gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Modulus  2.  Es  ist  die  Zahl  a*a«_ i....  e^Oo^O,  mod2, 
sobald  -djo  »0,  mod2  ist  oder  sobald  a0  eine  gerade  Zahl  ist 
Demi  man  hat,  da  nur  10°= 1,  mod2,  und  alle  übrigen  Potenzen 
eoitgment  0  sind : 

fl«.  10» =0,  mod2, 

flb-i.lO^ssO, 


«,.  10*=0, 

0O  —  *ö  > 

also 

flb.10"  +4*^i.l0"^l+— -+  «i .  10* +*os=*»a«-i— •  Ot<ioSaö>  mod  2. 

2.    Moduli  3,  9  und  6.    Da  10'==],  med 3  ist,  so  sind  es 
auch  alle  folgenden  Potenzen  von  10,  so  dass  man  erhält: 

o«.  10"= o«,  mod3, 

•  9  •        •        •        •        • 

a, .  101  s  at , 
n0  =  Oq; 
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Wenn  daher  an  +  «n-i  +  ••••+  °t  +  tf<>=0»  mod3  ist»  d.h.  wenn 
die  Summe  der  einzelnen  Ziffern  durch  3  fheilbar  ist»  so  muss 
es  auch  die  Zahl  selbst  sein. 

Da  9  sich  zu  den  Potenzen  von  10  eben  so  verhält  wie  3» 
indem  auch  nach  dem  Modulus  9  nur  der  Rest  1  vorkommt,  so 
folgt  unmittelbar  die  bekannte  Regel  fär  die  Zahlen,  welche  durch 
9  theilbar  sind. 

Wenn  man  die, durch  6  theilbaren  Zahlen  untersucht  >;  so  er- 
giebt  sich,  dass,  da  die  Potenzen  von  10,  ausgenommen  10°, 
sSmmtlich  den  Rest  4  lassen: 

<?• .  10*  s  4n* ,  mod  6, 
On-l .  10»-1  =  idn-l , 


•    • 


at.lOl=4al$ 

also  ' ' 

a*an_i....  aia0^4(aB  +  aÄ_i  +  . ..  .  +  <7*  +  fli)+Oo»  mod 6. 

Ist  daher  die  rechte  Seite  congruent  0,  so  ist  die  gegebene  Zahl 
durch  6  theilbar.  Wenn  aber  4(au+an-i  +....+  0^+^)^00=0,  mod  6 
sein  soll,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  Oq  eine  gerade  Zahl, 
etwa  2ccq  ist.    Dann  ist 

2{2(an  +  an-i  +  ....  +  ai+a1)+ao}=0,  mod 6. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Regel  für  die  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  6:  Man  wird  die  gewöhnliche  Regel  erhalten,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass,  sobald  zwei  Zahlen  m  und  n  relativ 
prim  sind  und 

a~6,  modm;    a=6,modn,  auch  a=b,  mod  um  « 

sein  muss.    Wenn  daher 

•  ,»  ■' 

OnOu—i.... alao=0,  mod 2, 

OnOfi— i....  OiOq^O,  mod  3; 
so  folgt: 

anOfl~i ....  OiOq  =5  0,  mod  6 

oder  die  bekannte  Regel. 
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3.  Modali  4,  8,  J6,  32.,..  .  In  Bezqg.auf  die.  Potenzen,  von 
2  als  Modali  findet  man,  dass  für  2*,  28,  24....  bezuglich  die 
Potenzen  TO1,  101, 10*,....  erst  congrflent  Kell  werden;  Allgemein 
maus  sein: 

10"  =0,  mod  2«, 


denn,  es  ist 


10-      ,.-.       -. ., 


Pahingfegeo  ist. 


•   .      »  1  .  •   •  !  I  '  | 

IQ—*  fr- A 

2» .    —     2    * 


also  nie  gleich  einer  ganzen  Zahl.  Alle  Potenzen  von  10,  deren 
Exponent  gr5sser  als  der  des  Modalas  ist,  werden  ebenfalls  con- 
graent  Nun. 

Wenn  daher  die  Zahl  o.on-i  ..**  «icros0,  mod2m  sein  soll, 
worin  m< it,  so  mass  man,  sobald  die  gegebene  Zahl  im  Allge- 
meinen auf  ihre  Theilbarkeit  durch  2m  geprüft  Werden  solf ,  bis 
zu  der  Potenz  I0"  gehen  und  die  Reste  derselben  nach  dem 
mod2n  untersuchen. 

Die  ersten  niedrigeren  Potenzen  geben  einfache  Resultate.    Da 

lO^lmoH      10*  =  2,      108  =  0; 
so  folgt: 

a«On— i . . . .  Oi  a0  ==  2ö|  -f- 60==0,  mod  4. 

Also  ist  eine  Zahl  durch  4  theilbar,  sobald  die  Summe  aus  der 
doppelten  vorletzten  Ziffer  und  der  letzten  Ziffer  durch  4  theilbar  ist 

Da 

I0*==l,inod8,    10M=2,    10*==2*.    10»=0; 

so  folgt  "        * 

au(in-i ....  axa0  =  2*.#s  -f  2ax  f  a0  =  0,  mod 8. 

Also  ist  eine  Zahl  durch  8  theilbar,  sobald  die  Summe  aer  drei 
letzten  Ziffern,  welche  bezüglich  mit  den  Potenzen  2°,  21, 2*  mal- 
tiplicirt  sind  ,*  durch  8  theilbar  ist.  Geht  man  weiter,  so  tritt  bei 
dem  mod  16  für  2<*j  der  Rest  10at  an  die  Stelle,  während  die  an- 
deren Potenzen  von  2  bleiben»  Man  wird  die  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch:  16,  32,  64  überhaupt  aus  dem  folgenden  Schema 
erkennen : 

Theil  XXVI.  18 
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«taft»-i ....  fljo^ 2**8 +&**»+  10«i  +  «0^0»  not!  16, 
a^om-x ....  «i «o=24a4+28at  +  2*^  +  IÖüj  -t>*b3Ö,  Bfd3%, 
o«a,,_i  ....  c^  cr0=2*o5  +  2*o4+40os  +  36a2+  JO^  +Oo=0,  mdd04. 

Man  sieht  hieraas,  dass  sich  die  Regel  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  64  auf  diesem  Wege  complicirter  gestaltet.  Leichter 
lassen  sich  die  sonst  üblichen  Rtgelh  in  diesem  Falle  anwenden. 

■ 

4.  Moduli  5  und  10.  Da  alle  Potenzen  von  10,  ausge- 
nommen 10°,  congruent  0,  sowohl  nach  dem  mod  5,  aht  auttb  ttach 
dem  mod  10  sind ,  so  kommt  es  auf  die  Beschaffenheit  der  Zif- 
fer a0  an,   indem 

o«o*~4  ....  «!  6o  ^  «9  E  0,  mod  o\  H) 

sein  soll.  Diese  Ziffer  ist  nur  in  zwei  Fällen  durch  S  theil* 
bar,  sobald  sie  nämlich  0  oder  5  ist.  Ebenso  kann  a0  nur  con- 
gfreent  0  nach  dem  med  10  sein»  wenn  sie  selbst  0  ist. 

5.  Modulus  7.    Da  die  Reste  der  Potenzen  von  10  nach 

10'=3, 

10»=2, 

10»==6==-1, 

10*i=4==-3. 

10*=5=-2, 

10*=  1 

«wh  verschieden  sind,  so  lassen  sich  die  Regeln  fax  die  Theilbar- 
ke)t  *ta*cb  7   am  zweekm&ssigste*   Air   die  verschiedenen  mebr- 

7 
ziffrigen  Zahlen  aufstellen,   wobei  die  Reste  grosser  als  »durch 

die  kleinsten  Reste,    negativ  genommen,   ausgedrückt  sind. 

aiao==3ai-|-0o=O,  mod  7,  • 

a%ax  00=20,  +  3«!  +  oo=0, 

os....o0=Mas-f2o9-f3a1-f  o0=0, 
In:     -^^B- (3e^  +  o,)  +2«j|  +  3oi + «0se 0,  . ., 

aÄ^.oo=oe~(2oa43ö4+rt8)+2oa+3a1+öo=0,  tfle,?.. 

Du  *a*h  10° sl,  mod 7  dieselben  Reste  wiederkehre» *  *o  IftW 
sich  das  Gesetz  leicht  fortbilden. 


•».,.» 


u 
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*   M  ödu In •  11.    Hierfür  ergtebt  «Ich  die  Regel  sehr  leicht, 
weam4äem  die  Heiftätett  negativen  Reste  mit  m  Rechnung  2ieht.  f  *ft 

10°=1, 
UPss-l, 
HPa+1,  u.s.f.f 
so  ist 

flÄ«Ä-i....Oja0=(— l)««n+(— l)«-»ai»-i+....+at— ^+©0=0,  mod  11. 

Die  Zeiche*  ergehen  sich  je  nach  dar  Beecfcafeabett  des  u ,   so 
wf*  die  bekannte  Regel  unmittelbar  bieraas  folgt  ■  ■  i    ■  •■ 

.  ?  Modulus  17.  Da  10  eine  primitive  Wurzel  von  17  i$t 
und  die  einzelnen  Reste  kein  regelmässiges  Bildungsgesetz  befof- 
gen,  so  wird  die  Prüfung,  ob  eine  Zahl  durch  17  theilbar  ist, 
nicht  kürzer  als  die  Division  selbst  sein.    Die  Reste  sind: 

Exp.    1,    2,    3,    4.    5,    6,    7,    8,    9,  10,  11,  12, 13,  14,  15,  M. 

t  10, 15,  14,    4,    6,    9,    5,  16,    7,    2.    3,  13»  11,    8, 12,    1. 
Rette  { 

f-7,  -2,  -3, +4,  +6,  -%  +5,  -1,  +7,  +2,  +3,  -4,  -6,+8,  -5,  +1. 

Nioutft  man  negative  Reste  mit  hinzu»  so  bat  naa  folgendes 
Sdiemat  .  ;  i 

tfj^o     ^k-7at+ao=0,  mod  17, 
a%alaQ  s— (2<rt  +  7<n)  +  0oeO, 
€7s....a0=  —  (3«B  +  2o2  +  7«i)  +  <x0=0, 
fley*..a0c  —  (3ob  +  2a* + 704)  +  4a4  +  ö0 =0, 
ftV...0o=  —  (3u8  +  2aa  +  lat)  +  6ö6+4ö4  +  ao=0, 

0V—<*0=—  (8a0  +  Sfla  +  2«a  +  7*i)  +  00^  +  4a4  -f  Oo—O, 
«7~.0oa»~(8«,+3fll+2at+7a,)+5a7  f-^+^+o^O, o.a. f.  , 

&    Modufusl9.    Die  Reste  der  Potenzen  sind  folgende: 

E«p.    I,     2,       3,     4,     5,     6,     7,     8,     9,      M,    11,      IS, 

.;1.10J     8.     12,     6,    3,    11,    15,   17,    18,      9,    14,       7„ 

'  +10,  4«  +12,  +6,  +3.  ~8,  -4,  -2,  -t  -*10;  ^»,  -14. 

Exp.    13,    14,    15,    16,    17,    18. 
13,    16,      8,      4,      2,      1. 


Rest« 

-6,  —3,  +8,  +4,  +2,  +1. 


18' 
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Nimmt  man  die  Rente  aus  der  zweiten  Reibe»  eo  gelten  flr  die 
verschiedenen  mehrzifrigen  Zahlen  in  Zeichen  die  folgenden  Regeln: 

alao=10al+aQ=0,  modl9, 
oaa1a0=5rt2+  10<ii  +ao=09 
a8o2o,o0=12o3  +  5cra  >  10©!  +  cro=0, 
a9....oo=-(o0+2a8+4«r+8</6)+3a6+6a4+12o8+5a4+l0fll+ao=0J> 

U.  S.  f. 


Je  weiter  man  in  den  Zahlen  fortschreitet,  4eete  zaeararaen- 
gesetzter  werden  die  Kennteichen  der  Theilbarkeit  Betrachtet 
man  aber  die  im  Vorhergehenden  aufgestellte  Tafel  der  Reste  der 
Potenzen  der  Zahlen  für  den  modl9  näher,-  so  findet  sich  ein 
solcher  Zusammenhang  zwischen  den  Restep  der  Potenzen  ton 
10  und  denen  von  2,  dass  die  Reste  der  ersteren  eine  Reibe  bH- 
den,  welche  die  Reste  der  Potenzen  von  2  in  umgekehrter  Reiben- 
folge enthalten.  .Diese  Eigentümlichkeit  gilt  aber  nicht . -allein 
von  den  beiden  Zahlen  2  und  10,  sondern  es  lassen  sfimmtliche 
Zahlen  1,2,  3....p  — 1,  sobald  der  Modulus  p  eine  Primzahl  ist, 
sich,  so  init  einander  verbinden,  dass  deren  Reste  der  Potenzen 
die  eben  speciell  för  2  und  10  angegebene  Eigenschaft  besitzen. 
Da  dito  Theilbarkeit  der  Zahlen  sich  aus  dem  Bisherigen  beur- 
theilen  lässt,  so  bedarf  es  einer  weiteren  Entwickelung  für 'be- 
stimmte Primzahlen  nicht  mehr,  und  ich  komme  daher  noch  ein- 
mal auf  die  Reste  der  Potenzen  zurück,  indem  ich  sie  jetzt  von 
dem  hier  schon  angedeuteten  Gesichtspunkte  ans  betrachte« 


IV.    Weitere  Betrachtung  der  Reste  der  Potenzen. 

Nehmen  wir  zur  Erleichterung  die  Reste  der  Potenzen  nach 
dem  modlQ,  so  findet  sich  bei  der  Betrachtung  der  I7ten* Poten- 
zen titer  Zahlen  2,  8,  4....  17,  dass- die  Reste  derselben  auf  die- 
jenige,^ J&ablen  hinweisen,  welche  ebenfalls  zu  den  Potenzen  von 
1  bis  17  erhoben  solche  Reste  geben,  deren  Reihe  die  umge- 
kehrte! (I er.- Reihe  der  ersteren  Reste  ist.  So  ist  2 ir= 10,  med  19, 
und  die  Potenzen  von  10  geben  dieselben  Reste,  welche  die  Po- 
tenzen i17  bis  2*  lassen.  Ebenso  Ist  3"  =  13  und  es  folgen  för 
ttf  bi#.J3ir,  jdie  Reste  der  Potenzen.  317  bis  3*.  Stelle**  wir  diese 
Zahlen  för  den  mod  19  zusammen,  so,  sind  es  die  folgenden: 

2—10,  3-13,  4-5,  6— 16,  7-11,  8—12,  9-17,  14-15. 

Die  Biultiplication  je   zweier  solcher  verbundenen  Zahlen  er- 
giebt  die  Zahlen:     i    .' 


m'    t 
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20,  3»;  77.  «6.  163,  210 

■0 

oder 

1.19+1,  2.19+1,  4.19+1,  5.19  +  1,  8.19  +  1,  11.19+1, 

d.  h.  das  Product  beider  hat  immer  die  Form  19m +  1.  Hierdurch 
ist  man  im  Stande,  die  Relation  zwischen  je  zwei  verbundenen 
Zahlen  allgemein  nachzuweisen.  Es  sei  p  irgend  eine  ungerade 
Primzahl  und  a  und  b  zwei  Zahlen  kleiner  als  p  von  der  Beschaf- 
fenheit, dass  ihr  Product  die  Form  m/9  +  1  hat,  so  ist  immer:  • 

ar=6P— l— r,  mod  p. 

Hierin  bedeutet  r  eine  Zahl  ebenfalls  kleiner  als  p.    Durch  Mul- 

s 

tiplicaüon  dieser  Congruenz  mit  6r  folgt: 

(ab)r=  Ap—1  =  I ,  modp. 

*  • 

Setst'man  für  ab  den  Werth  mp  +  1,  so  hat  man:  . 

(mp  +  l)r=l,  modp, 
und  idurch  die  Entwickelung  des  Binoms: 

mTpr  +  rimr~lpr-1  +  ....  +  r^mp  + 1  s  1 ,  mod p 

oder 

mrpr  +  Vi mf-tpr—1  +  ....+  rx mp  =0 ,  mod p. 


i .  •  i 


Dieser JCengruenz  wird,  da  in  jedem  Gliede  wenigstens  p  vor- 
kommt, Genüge  geleistet;  und  da  dieselbe  eine  noth wendige  Folge 
aus  der  obigen  ar  =  6P-l~r,  modp  ist,  so  muss  diese  letztere 
unter  der  Voraussetzung ,  dass  ab  =  mp  +  1 ,  stattfinden.  Da  man 
fflr  r  die  Zahlen  0,  1,  2,....p  —  1  einsetzen  darf,  so  erhält  man 
darnach: 

'    a°  =  bP~l9  wodp, 
a*=b*-*, 
«*  =  6?-», 

.    .    .    .       aP~l  =  b°. 

d.  h.  die  Bestätigung  der  angegebenen  Eigentümlichkeit  der 
Reste.  Nennen  -wir  zwei  solche  Zahlen  a  und  6  verbundene 
Zahlen,  so  haben  dieselben,  wenn  man  die  Congruenz  (aby^l,  modp 
benutzt,  auch  noch  die  Eigen  thünilichkeit,  daes,  wenn  man  das 
Product  derselben  zu  irgend  einer  Potenz  erhebt,  diese  immer 
congruent  1  ist  oder  die  Form  np  + 1  haben  muss. 


91» 
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Stellt:  man  die  verbundenen 
nach  der  obigen  Tafel  zusammen 


Zahlen  für  verschieden«  Moduli 
,  so  ergiebt  sich : 


mod  5:  2—3 


mod7:  2—4 
3-5 


mod  17:  2—  0 

.        3—6 

4—13 

5-  7 

8-15 

10-12 

11-14 


mod  19:  2—10 
3-13 
4—  5 
6-16 
7-11 
8—12 

9-17 
14-15 


mod  11:  2—6 
3—4 
5-9 
7—8 

mod23:  2-12 

3-  8 

4-  6 
5—14 
7-10 
9-18 

11-21 
13-16 
15—20 
17-19 


mod  13;  '{—  7 
3-  9 

4^-10 
5-  8 


mod  29;  2—15 
3—10 


6 

7-25 
8—11 

12—17 
14—27 
16-20 
18-21 
19-26 
23-24 


11—27 
12-31 
13-90 
17-24 
18-£5 
21-30 
22-32 
23—29 


Die  verbundenen  Zahlen  umfassen  Ah*  den  modp  die  sämmt- 
lichen  Zahlen  2,  3,  4,. .../>— 2.  Dahingegen  können  die  Zah- 
len 1  nnd  p —  1  isolirte  genannt  werden,  da  sie  weder  beide 
Busammen  verbundene  sind,  noch  auch  mit  einer  der- > Zahlen 
9,  3u..p"-2  verbunden  vorkommen.  In  Bezog  auf  1  ist  es-  ohne 
Weiteres  einleuchtend;  aber  auch  p—l  kann  mit  keiner  anderen 
Zahl  verbunden  vorkommen.  Da  nämlich  diese  Zahlen  die  Ferm 
j»—*i«  haben,  worin  *  die  Wertbe  2,  3...-.  p — 2  annehme»  kann, 
so  mflsste  nach  dem  Obigen  -  •  ■ 


mod  31:  2—16 

11-17 

mod  37:  2—19 

3—21 

12-13 

3-25 

•4—8 

14-20 

.    4-28 

t 

6—25 

15-29 

5-15 

6-26 

18-19 

6-31 

7-9 

22-24 

7-16 

10-28 

23-27 

8-14 

9-33 

10-26 

Buitel:    Ueber  die  Reite  /Ur  Polensen  der  ZaMeiL 


(p~i)'  =  (p-IV 


iodp 


und    (p  —  lt){p  —  1)    von  der  Form  mp  f  1  sein;    es  hal  alier   dl« 
Form  (p  —  2A)p  +  A,   worin  k  nie  den  Werlh  1  erhallen  kann. 

Indessen  lassen  sieb  1  und  p  —  1  insofern  dazu  rechnen,  dass 
sie  mit  sich  seihst  multiplicirt  congruent  I  werden  oder  die  Form 
m/i-i-l   buhen.     Denn 

(p—  1)= — 1,  modp, 


(p—  I)*S5+ 1,  roodp. 

Hingegen  ist  keine  der  Zahlen  2,  3....p— 2  eine  isolirti 
es  ist 

(p—  *)»=(p  —  2A)p  +  A=A,  modp. 

Da  aber  k  nie  1  sein  kann,    so    bat   auch   (p  —  A)'   nie    die  Form 
mp  +  1. 

Unmittelbar  leuchtet  auch  ein,  dass  zwei  verbundene  Zahlen 
immer  zu  denselben  Exponenten  geboren  müssen ,  da  im  entgegen- 
gesetzten Falle  nie  dieselben  Reste  in  umgekehrter  Reihenfolge 
niederkehren  konnten;  ferner  dass,  wenn  zu  einem  Exponenten 
nur  zwei  seeundüre  Wurzeln  geboren,  dieselben  immer  verbun- 
dene Zahlen  sein  müssen.  —  Es  findet  eine  andere  Eigenschaft 
epeciell  in  Bezug  auf  die  Zahl  10  statt,  wenn  die  Primzahl  von 
der  Form  lOn  — 1  ist,  wodurch  ich  zunächst  auf  die  eben  ent- 
wickelten Gesetze  aufmerksam  gemacht  wurde.  Wenn  p  di 
JOn-I  hat,  wie  die  Zahlen  19,  29,  59....,  so  hat  die  mit  10 
verbundene  Zahl  den  Werth  »  selbst. 


Da   ad  =  in/)  -f  1 


k>1I    und  b  =  10,    so  ist 


10a  =  mp+l  =  m(t0n-l)+l- 

Da  die  letzte  Ziffer  in  der  Zahl  (IV»  — 1}  9  ist,  so  bann  dies« 
Gleichung  nur  genügt  werden,  wenn  m  den  Werth  1,  II,  21  u.s.f. 
hat.  Von  diesen  ist  jedoch  nur  m  =  l  brauchbar,  da  die  Ülirigen 
(Vif  a  solche  Werthe  gehen,  welche  grösser  wie  p  sind;  diese 
aind  aber  bei  allen  diesen  Untersuchungen  ausgeschlossen.  Dann 
hat  man  unmittelbar  a  =  u,  und  es  findet  nach  der  obigen  Be- 
zeichnung die  Relation  statt,    da   u  =  n    und   6  =  10: 

b'  =  10p-'-',  rood(10n— 1) 


(10n)'  =  H*-1  =  1 .  mod  (10b—  I) , 
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(10ft)r 1  .•.--- 

d.  h.  -njr- — ?—  =  £,  wie  es  der  Fall  ist.  da  man  durch  Division 


•»  i 


die  bekannte  endliche  Reihe  erhält. 

Bisher  galt  die  Beschränkung,  dass  der  modp  eine  Primzahl 
bedeute;  lässt  man  diese  Bedingung  fallen,  so  gilt  auch  dann 
noch  die  angegebene  Relation ;  allein  man  darf  wie  bei  fehnlfeheri 
Sätzen  in  der  Zahlentheorie  *  sobald  der  Modulus  keine  Primzahl 
ist,    nur  diejenigen  Zahlen  nehmen,   welche   relative  Primzahlen 

zu   dem  Modulus  sind. 

■  -  i 

Wenn  r  irgend  eine  zusammengesetzte  Zahl  bedeutet  und  g 
die  Anzahl  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen,  also  Q  =  Smr,  so  hat 
man  nach  dem  verallgemeinerten  Fermat' sehen  Lehrsatze  die 
Beziehung: 

a?3l,  modr,  wenn  av>ri 

Wenn  aber  a  und  b   wiederum  zwei  solche  Zahlen  sind,  &&&* 
Product  von  der  Form  mr  -f  1  ist,  und  welche  beide  relative  Prinji 
zahlen  zu  r  sind,   so  muss  die  Relation  stattfinden: 

af  =  6?-Vmodrv  «<?• 
Hieraus  folgt: 

(aft)*  =  b*=  I ,  modr, 

und  da  ab  =  mr  +  1: 

(ror  +  I)«slf  modr.  ! 

Die  Entwickelung  ergiebt  wie  früher  die  Richtigkeit  der  Qop- 
gruenz.  Also  werden  die  Reste  der  Potenzen  der  einen  verbun- 
denen  Zahl  die  umgekehrte  Reihe  der  Reste  der,  Potenzen,  der 
andern  ergeben.  In  diesem  Falle  kommt  es  aber  auch  vor,  dass 
nicht  allein  die  Zahlen  1  und  r  —  1,  wie  froher  1  o/id  f>— Tj  mit 
sich  selbst  multiplicirt  die  Form  iwr+1  haben,  sondern  es  finden 
sich  mehrere  aus  der  Reihe  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen,  wie 
man  aus  den  folgenden  Beispielen  ersehen  kann: 

mod9:  2—5  und  1-1  niodlö:  2—  8  und    4—  4;    J—  1 

4-7         8-8  7-13  11-11;  14-^14 


■ .    .  :    i  ■ »  "  J  r '  ,  J , 
.  »   ■  ■        .   .  .  »   . 


in  od]  6:  3-11  lind  7-7;    1-1       rao«l28:  3—19  und    t—  I'"" 
5—13  9—9;  15—15  5-17  13—43 

9—25         15—15 
11—23         27—27 

Ob  die  Zahlen»   deren  Reste  der  Potenzen  nur  einmal  vor- 
kommen, sich  von  den   eigentlichen   verbundenen   Zahlen   unter- 
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scheiden,  habe  ich  nicht  weiter  untersucht,  da  die  En  (Wickelungen 
schon  eine  Heitere  Ausdehnung,  als  ich  beabsichtigte,  erhalten  hahen. 

Es  lasst  sich  nach  dein  Bisherigen  folgendes  Resultat  auf- 
stellen :  Wenn  der  Modulus  p  eine  Primzahl  ist,  so  sind  alle  Zahlen 
TM  '2  bis  p—2  verbundene  Zahlen  ti  nd  mir  I  und  p— 1  isolirte  Zahlen. 

Wenn  der  Modulus  r  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so 
können  ausser  I  und  r — I  unter  den  zu  i  relativ  pr'm>en  Zah- 
len,   kleiner  als  r,   noch    andere  isolirte  Zahlen  vorkommen. 

Da  ich  es  nicht  streng  nachweisen  kann,  dass  sie  sich  immer 
finden  müssen,  darf  ich  den  Sa»z  nur  so  aussprechen  und  be- 
balte   mir  eine   weitere    Untersuchung  vor. 

Schliesslich  möchte  ich  noch  auf  diejenigen  niehmffrigen  Zah- 
len aufmerksam  machen,  deren  Ziffern  sammtlich  einander  gleich 
sind.  Dieselben  »erden  durch  gewisse  Primzahlen  (heilbar  s 
müssen,  wie  z.  B.  alle  eweiziffrigen  Zablen  mit  gleichen  Ziffern 
durch  II,  alle  dreiziffrigen  durch  37  n.  s.  f. 

Es  bissen  sieb  diese  Zahlen  leicht  bestimmen,  da  sie  mit  den 
secundären  und  primären  Wurzeln  der  Congruenzen  in  Zusammen 
hang  stehen.  Ist  irgend  eine  Zahl,  ",,<i„- i  —  ",,■  gegeben,  su 
wird  diese  durch  eine  Primzahl  p  theilbar  sein  müssen,  wenn 

n(10"  +  10—1  +  -...+  lO'  +  l)  =  0,  moflp 
ist.  M«d  bat  aber  nur  nöthig,  aus  der  Tafel  der  Wurzel  der  Cou- 
graenzen  diejenigen  Exponenten  zu  suchen,  zu  denen  10  fiir  die 
verschiedenen  Modul!  gehört,  um  zu  wissen,  nie  viel  gleiche 
Ziffern  da  sein  müssen,  damit  die  durch  sie  dargestellte  Zahl 
durch  p  (heilbar  ist.  Es  folgt  ohne  Weiteres,  dass  dann  auch 
diejenigen  Zahlen  mit  gleichen  Ziffern,  deren  Anzahl  ein  Viel- 
faches des  zu  10  gehörigen  Exponenten  ist,  durch  den  Modulus /> 


(heilbar  sein 
gehört  10  zu  dem  Exu< 


Darnach 


..     -     ., 


i.2,  m  od  11 

Ö,roodl3 
„  16,modl7 
„     IH.modlö 

„  28,uiwl2y 
„  lS.mtiriSl 
„       3,mod37 

„        5.modll 

„  31,iuod43 
.,  46,iuod4? 
„     l.),mod53 


gehört  lOzu  dem  Expon. 58, modS9 
l.njod61 
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Hieraus  Uta*  »ich  ersehen,  Ann*  bei  gleichen  Ziffern   ' 

zweiziffrige  Zahlen  durch  II, 

dreiziffrige        „  „37, 

vierziffrige        „  „     101, 

fänfziffrige        „  „       41, 

seebsziffriga    „'  „       13, 
u.  8.  f. 
theilbar  sein  müssen. 


♦.«I    K' 


xvni, 

Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben/  wel- 
cher drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Von 
Herrn  Ferdinand  Ken, 

Rittmeister  ta  der  GroMheraoglicli  Hessischen  Gendarmerie  an  Gieaaeo. 


Zweite    A  b  t  h  e  i  I  u  n  g  *). 

5-  31. 

Ist  a  (Fig.  1.)  der  äussere  und  t  der  innere  Aehnlichkeits- 
punkt  zweier  Kreise  SR  und  M  und  bezeichnen  &',  91  die 
Durchschnittspunkte  der  Centrale  9tM  mit  der  Peripherie  des 
Kreises  SR,  ebenso  N,  N'  die  Durchschnittspunkte  der  Centrale 
mit  der  des  Kreises  M\  so  werden,  wenn  der  Punkt  N  in  Bezug 
auf  den  Kreis  SR  seine  Lage  beibehält,  der  Halbmesser  NM  des 


*)  Fortsetzung  von  Thl.  XXIV.  Hft.  2.  S.  211—228.  Alle  an  dieser 
zweiten  Abtheil ang  gehörenden  Figorentafeln  sind  mit  „Ken"  bezeich- 
net and  die  Figuren  auf  denselben  ohne  Unterbrechung  von  Fig.  1.  bis 
Fig.  28. 
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Kreises  M  aber  eich  vergrössert,    sich  auch   der  äussere  und  in- 
nere Aehnlichkeitspunkt  u  und  i   der  Peripherie  des    Kreises  38, 
nämlich  den  Punkten  9!'  und  91  nähern    und   mit  diesen  Punkten 
zusammenfallen,  sobald  der  Hallmiesser  iS M  unendlich  gross  a 
genommen    wird,    nämlich   die    Peripherie   des    Kreises   M  in  d 
Tangente  M'M"  des  Punktes  N  übergeht. 

Daher   kaun    man    sagen: 

Für  einen  Kreis  2Ji  und  eine  gerade  Linie  M' M"  sind 
äussere  und  innere  Aehnlichkeitspunkt  die  bezüglichen  Durcb- 
schnittspunkte  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Gerade  gefällten  Senkrechten  mit  der  Peripherie  des  Kreises. 


§■  32. 

Verkleinert  sich  aber  der  Halbmesser  des  Kreises  2H  (Fig.  1.) 
bei  ungeändertem  Halbmesser  des  Kreises  M,  so  rücken  auch 
der  äussere  und  innere  Aehnlichkeilspunkt  n  und  t  dem  Mit- 
telpunkte des  Kreises  3R  näher  und  fallen  mit  demselben  zusam- 
men, sobald  der  Halbmesser  unendlich  klein  wird,  der  Kreis  3R 
also  in   einen    Punkt  übergeht. 

Daher  kann   mau  sagen : 

Für  einen  Punkt  SÜ  und  einen  Kreis  M  ist  ersterer  selbst 
äusserer  und  innerer  Aehnlichkeitspunkt. 


§■  33. 

Diese  Eigenschaft  des  Punktes  9fl  ändert  sich  nicht,  wenn 
sich  nunmehr  der  Halbmesser  des  Kreises  ill  vergrössert.  Wird 
derselbe  unendlich  gross  gedacht,  so  kann  man  sagen: 

Für  einen  Punkt  äH  und  eine  gerade  Linie  At'M"  ist  ersterer 
selbst  äusserer  und  innerer  Aehnlichkeitspunkt. 


: 


§.34. 


■ 


Sind  SR  und  M  (Flg.  2.)  zwei  aus  einander  liegende  Kreise 
i  gleichen  Halbmessern,  so  lallt  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt 
a  beiderseits  unendlich  weit  weg  und  der  innere  Aehnlichkeits- 
punkt i  ist  der  Halbirungspunkt  der  Centrale  Stuf. 

Behalten  nan  die  Durchschnittspankte  91  und  N  der  Kreise 
mit  der  Centrale  ihre  Lage  bei  gleichmässiger  Vergriisserung  der 
Halbmesser,    so   ändert  sich   die  Lage  ihrer   Aehulichkeitspunkte 
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nicht  undrefa  wird  dieselbe  bleiben,  wenn  auch  die  Halbmooaoi 
unendlich  gross  werden,  d.  b.  wenn  sie  foit  ihren  betfl^liehen 
Tangenten -in  SR  und  N  zusammenfallen. 

Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Parallelen  St'W  und  M'Mn  fallt  der  äussere  Aehn- 
licbkeitspunkt  in  senkrechter  Richtung  auf  sie  beiderseits  unend- 
lich weit  weg  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  ist  der  Halbi- 
rungspunkt ihrer  Entfernung. 

S-  35. 

Werden  die  Halbmesser  der  Kreise  SR  und  M  (Fig.  ?.) 
gleichmässig  kleiner,  so-  ändert  sich  die  Lage  ihrer  Aebnlich- 
keitspunkte  nicht  und  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wann  die  Halb- 
messer unendlich  klein  werden,  d.h.  wenn  die  Kreise  in  Punkte 
übergeben. 


i.  < 


Diaher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Punkte  fällt  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  beider- 
seits unendlich  weit  weg  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  ist 
der  Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung. 

§.  36. 

Schneiden  sich  zwei  Kreise  3R  un(j  jf  von  gleichen  Halb- 
messern (Fig.  3.),  so  fallt  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  a 
in  der  Richtung  ihrer  Centrale  WIM  beiderseits  unendlich  weit 
weg  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  t  ist  der  Halbirungspunkt 

der  Centrale  WM. 

•  <  .■-'■ 

Behält  nun    der  Durchschnittspunkt  N  beider   Kreise  seine 

Lage,  vergrössetn  sieb  aber  die  Halbmesser  NfK  und  NM  der- 
selben gleichmässig;  se  wird  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  zwar 
immer  der  Halbirungspunkt  der  Centrale  bleiben,  sich  aber  Ton 
dem  Durchschnittspunkt  N  entfernen,  und  er  wird  unendlich  weit 
wegfallen,  wenn  die  Halbmesser  beider  Kreise  unendlich  gross 
werben,  nämlich  mit  ihren  bezüglichen  Tangenten t . 9R'9R*  und 
Mf\M,,t  4n  N  zusammenfallen.    Daher  kann  man  sagen:    .  / 

Für  zwei  gerade  Linien,  welche  sich  schneiden,  fallen  aus* 
serer  und  innerer  Aehnlichkeitspunkt  unendlich '  weit  weg,  und 
zwar  in  Riebtungen«  welche  senkrecht  auf  einander  stehen  und 
mit  den  Haibirungslinien  der.  reo  den  gegebenen  Linien ,  WW 
und  M'M" ,  gebildeten  Winkeln  zusammenfallen. 
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»;■ 


§.  37.  ' 

.--..!  •'      '    .  '  •  :  ■       -.■■.■*■■■■ 

Dia  Befrachtung  der  beiden  Kreise  SR  und  M,  welche  in  §.36. 
in  Bezug  auf  den,  von  den  beiden  Linien  gebildeten  Wipkel  M'NfR? 
angestellt  wurde,  hätte  auch  in  Bezug  auf  seinen  Nebenwinkel 
W NM'  stattfinden  können,  und  sie  würde  ganz  zu  demselben  Re- 
sultat geführt  haben.  Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien 
sind  daher  die  Süsseren  Aehnlichkeitspunkte  auch  die  inneren 
und  die  Inneren  auch  die  Süsseren. 


■■i 


§.38. 

Ans  dem  aufgestellten  Begriffe  des  äusseren  Aebntichkeits* 
kreises  (J:  18.  1))  geht  hervor,  dass  sein  Halbmesser  nicht  kleiner 
ist  wie  a%  und  nicht  grosser  wie  flf,  dass  also  seine  Peripherie 
eine  Lage  hat,  die  den  Berührungspunkt^., ein-  und  den  Berüh- 
rungspunkt   T  ausschliesst. 

§.  39. 

Geht,  nach  §.31.  (Fig.  1.),  der  Kreis  M  in  eine  gerade 
Linie,  nämlich  in  seine  Tangente  in  N  über,  so  fallen  der  äus- 
sere Aehnlicbkeitspupkt  a  und  der  Berührungspunkt  $  der  Tan- 
gente nach  91'  und  a%  und  aW  (Taf.  IV.  Fig.  2.  in  ThL  XXIV.) 
werden  unendlich  klein ;  dagegen  fällt  der  Berührungspunkt  T  un- 
endlich weit  weg  und  aT  läuft  mit  M'W  parallel.  Es  handelt 
sich  also  darum,  zwischen  o5!=0  und  aT=z<x>  die  mittlere  Pro* 
pörtionale  zu  suchen. 

Npch.j.  1,  ist  filr  jede  Lage  einer  Susseren  AebnlichkejUh 
linie  aßBi  . 

a%.aB  =  a%.aT, 

als*   im   vorliegenden  Falle: 
.  "A  ü8.ttB  =  0.oo.    (Fig.  4.) 

d.  h.  es  istim  vorliegenden  Fälle  die  mittlere  Proportionale  wischen 
0  und  od  gleich  der  mittleren  Proportionale  zwischen  aB  und  öS. 
Zu  einem  Kreise  9W  und  einer  geraden  Lioie  M'M"  findet  man 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  äusseren  Aehiichkeitskrei- 
•es,  wenn  man  von  dem  äusseren:  Aeholichkeitspunkt  a  nach 
irgend,  einem  Punkte  B  der  gegebenen  Linie  eine  Gerade  aB 
sieht  und  zu  dieser  und  der  von  ihr  abgeschnittenen  Sehne  «8 
die  mittlere  Proportionale  a%'  bestimmt 
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Da  man  zur  Bestimmung  des  Süsseren  Aehnlichkeitspunktes 
bereits  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Gerade  eine 
Senkrechte  gefallt  hat,  so  bedient  man  sich  zweckmässig  dieser 
zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des  Süssere»  Aehnlichkeitskrei- 
sto;  indem  man  su  ati  und  ai  die  mittlere  Proportionale  sucht 


j.  40. 


!■•■■ 


Geht,  nach  $.  31.  Fig.  1.,  der  Kreis  M  in  eine  gerade  Linie, 
nämlich  in  seine  Tangente  in  N  ober,  so  fallen  der  innere 
Aehnlichkeitspufckt  i  und  der  Berührungspunkt  (8  der  Tangente 
nach  Stt  und  t©  und  tS  (Taf.  IV.  Fig.  3.  in  Thl.  XXIV.)  werden  un- 
endlich klein;  dagegen  fallt  der  Berührungspunkt  G  unendlich  weit 
weg  und  iG  läuft  mit  M'Mn  parallel.  Es  handelt  sich  also  darum, 
zwischen  t©-=s=0  und  iG±=oo  die  mittlere  Proportionale  zu  suchen. 

Nach  $.  3.  ist  für  jede  Lage  einer  inneren  AehollcnkeitsHnle 

i©'.ttf'  =  t®.tG, 

also  in  vorliegendem  Falle: 

/      >  .  . . 

ÜB'. iß' =  0.oc,    (Fig.  5.) 

d.  h.  es  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  0  und  oo  gleich 
der  mittleren  Proportionale  zwischen  i93'  und  iB',    - 

#u  einem  Kreise  91  und  einer  geraden  Linie  JbT'JKf".  findet  man 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  inneren  Aebnlichkeite- 
kreises,  wenn  man  durch  den  inneren  Aehnlicbkeitspunkt  Nirgend 
eine  Gerade  ffi' B'  legt,  welche  den  Kreis  in  ©'  und  die  gegebene 
Lfnl6  fft  lf  schneidet,  und  zu  dteser  Geraden  IB'Ä'  und  Her  von 
ihr  abgeschnittenen  Sehne  iW  die  mittlere  Proportionale  t£*  heirtSin'tnt. 

Da  man  zur  Bestimmung  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 
bereits  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  -die  gegebene  <€to» 
rade  eine  Senkrechte  gefallt  hat,  so  bedient  man  sich  zweckmäs- 
sig dieser  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  dies  inneren  Aehnlich- 
keftskreises»  indem  man  an  «i  und  ÜV  diemtttlerePrepettioaalesueht 


» 


fi.  41. 


»i 


Aus  dem  Schlusssatze  der  $.  39.  und  40.  folgt,  das» ftr  eiae* 
gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  Gerade  der  Hattnuesstr  des 
fasseren  Aebniiehkeitskreiseft  und  der  Halbmesser  des  indem 
sich  zugleich  ergeben.    Sie  bade»  mit  dem  Durchmesser  des  g#> 
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gebenen  Kreises  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  zu  welchem  letzte- 
rer die  eine  Cathete,  der  Halbmesser  de«  inneren  Aehnlichkeits- 
kreide«  die  andere  Cathete  und  der  Halbmesser  des  äusseren  Aehn- 
lichkeitskrelses    die    Hypotenuse    ist. 


§.  42. 

Verkleinert  sich,  wie  in  §.32.,  der  Halbmesser  des  Kreises 
SR  bei  ungehindertem  Halbmesser  des  Kreises  M,  so  rücken  nicht 
allein  äusserer  und  innerer  Aehulichfceitspunkt  mehr  nach  W.  son- 
dern auch  die  Punkte  *B',  8  und  $  (Tal".  IV.  Fig. 2.  u.3.  in  Tbl.  XXIV.) 
und  die  mittleren  Proportionalen  zwischen  aX  und  uT.  i®  und  IG 
werden  kleiner. 


Sie    »erden    aber    Null    werden,    »er 
Kreises  2R   selbst   unendlich    klein    wird. 


der  Halbmesser  ■ 


rer  si 


Daher  kann  man  sagen: 

Für  einen  gegebenen  Kreis  M 

selbst  der  äussere  nur 


rl  einen  Punkt  <ffi  ist  letzte- 
Aehnlichkeitskreis. 


g.  43. 


Diese  Eigenschaft   des  Punktee   Sfi    ändert   sich   nicht,    wenn 
sich  nunmehr  der  Halbmesser  des    Kreises  Iß  vergrüssert. 

Wird  derselhc  unendlich  gross  gedacht,  sn  kann  man  sagen: 

Für  einen    Punkt  und    eine  gerade   Linie   ist   ersterer  selbst 

äusserer  und    innerer    Aehnüchkeitskreis. 


9-  44. 

«i  zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmessern  (Fig.  6.) 
der  äussere  Aehnlicbkeitspuukt  in  der  Richtung  der  Centrale  un- 
endlich weit  wegfällt,  so  muss  notwendigerweise  der  Halbmes- 
ser des  zu  ihnen  gehörigen  äusseren  Aehnlichkeitskreiseg  unend- 
lich gross  sein  und  daher  der  äussere  Aehnüchkeitskreis  selbst 
In  eine  gerade,  auf  der  Centrale  senkrechte  Linie  übergehen, 
und  da  der  äussere  Aehnüchkeitskreis  (nach  g.  38.)  immer  den 
eisen  Berührungspunkt  ein-  und  den  andern  ausschliesst,  auch 
in  vorliegendem  Falle  nach  beiden  Richtungen  der  Centrale  ein 
Süsserer  Aehnlichkeilspunkt,  wenn  auch  in  unendlicher,  doch 
»ber  Immer  in  gleicher  Entfernung  von  den  bezüglichen  Mittel 
punkten  2H  und  M  der  gegebenen  Kreise,  gedacht  werden  muss, 
so  muss  auch  der  äussere  Aehnüchkeitskreis  zn    den   beiden 


IBS, 
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gebenen-  Kreton  eine  und  dieselbe  •  Lage  haben  und  jnan  kann 
sagen*/'    :        .... 

Für  zwei  Kreise  von -gleichen  Halbmessern  ist  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  die  in  dem  HaHrfrungspnnkt  der  Centrale  auf 
dieselbe  senkrecht  errichtete  gerade  Linie. 

(l  fieberten  die  Punkte  9t  und  N  der  Kreise  »und  M 
(Wg.di)  Are  Lage,  werden' aber  die  Halbmesser  SM*  und  iVAf 
glefcnmässrg  grosser,  »6  ändert  sich  hierdurch  die  Lage  des  Äus- 
seren Aehnlichkeitskreises  (§.44.)  nicht,  und  sie  wird  dieselbe 
bleiben,  wann  diese  Halbmesser  unendlich  gross  werden,  also  die 
K^iscuS^  und  M  in  ihre  Tangenten,  ffr  und  M'M",  in  R  und 
2V  fibergeben.    Daher  kann  man  sagen:  •;_    .  . 

Fiir  zwei  Parallel- Linien  ist  der  äussere  Aehnlichkeitskreis 
selbst  eine,  in  gleicher  Entfernung  von  beiden  Parallelen  mit  diesen 
parallel'  laufende  gerade  Linie«  ,. 

§.  46. 

Werden  die  Halbmesser  der  Kreise  2R  und  M  (Fig.  6.)  gleich- 
massig  kleiner,  so  ändert  sich  die  Lage  ihres'  äusseren *"  Aejio- 
lichkeitskreises  nicht,  und  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wenn !  die 
Halbmesser  unendlich  klein  werden,  d.h.*  die  Kreise  in  "Punkte 
fibergehen.  . 

Daher  kann  man  sagen:  .     :  ■«    ■»«  » 

Für  zwei  Punkte  ist  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  die  in  dem 
Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  senkrecht  errichtete 
gerade  Linie.  , 

§.47.  ..:.... 

.11  •  #  •    ■!■•  •■'  *i - ■  i 1 1 •  i .- 

.  pa  l>ei   zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmesser*;  fier ..innere 

Aehnlichkeitspunkt  t  der  Halbirungspunkt  der  Centrale^ J^V.;ijrt 

(Fig.  7.),  so  ist  der  Halbmesser  des  inneren.  AehnUt^eitsjcrgises 

gleich   der  aus  diesem   Punkte  an .  einen    der  Kreise  gelegten 

Tangente.  .    , 


§.  4&  -  '   •'    ' 

Behalten  die  Punkte  91  und  N  der  Kreise  SR  ,pnd  Jf 
(Fig.  7.)  ihre  L*ge,  werden  aber  die  Halbmesser  Sfl&tu&d  IfM 
gieicbmässig  grosser,  so  wirdauicb  der  H^lbroessej;  de*  inneren 
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Aehnlichkeitskreises  grösser,  um!  derselbe  ivird,  wenn  die  Halb- 
messer unendlich  gross  werden,  d.  h.  die  Kreise  2Ü  und  M  in 
gerade  Linien  übergehen  und  mit  ihren  Taugeulen  in  31  und  ,V 
zusammenfallen,  selbst  unendlich  gross  werden;  daher  kann  r 
sagen: 

Für  zwei   parallele  Linien  fallt   der  innere  Aeh n lieh kei tskreis 
unendlich  weit  weg. 


§.  49. 

Bebalten    die    Punkte    91    und     V    der    Kreise    91    und 
(Fig.7.)ihre    Lage,    werden    aber    die    Halbmesser  913H  und  NM 
gleichmässiL;  kleiner,    so  wird  auch    der  Halbmesser   des 
Aehnlichkeitskreises   kleiner. 

Werden  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  unendlich  klein, 
d.  h.  gehen  die  Kreise  in  Punkte  über,  so  wird  der  Halbmesser 
des  inneren  Aehnlichkcitskreises  gleich  der  Entfernung  des  inne- 
ren Aehnlichkeitspunktes  von  jedem  der  gegebenen  Punkte;  da- 
her kann  man  sagen : 

Für  zwei  Punkte  gehl  der  innere  Aehnlichkeitskreis  durch 
dieselben  und  sie  selbst  sind  Endpunkte  seines  Durchmessers. 

§.  SO. 

Aus  §.  44.  folgt,  dass  für  Kreise  von  gleichen  Halbmessern, 
«reiche  sich  schneiden ,  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  mit  der 
Richtung  ihrer   gemeinschaftlichen  Sehne  zusammenfallt. 

Behält  daher  der  Schneidungspunkt  A'  der  Kreise  91  und  M 
(Fig.  3.)  seine  Lage,  vergnisseren  sich  aber  die  Halbmes- 
ser JVTO  und  NM  gleich  massig,  so  erleidet  hierdurch  der  äussere 
Aehnlicbkeits kreis  keine  Veränderung,  und  er  wird  noch  seine 
unveränderte  Lage  behalten,  wenn  die  Hiilbmesser  ZVffl  und  V,t/ 
unendlich  gross  werden,  die  Kreise  SU  und  M  also  in  gerade 
Linien  übergehen  und  mit  ihren  bezüglichen  Tangenten  in  N  zu- 
sammenfallen;  daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien  2Ä'9B"  und  M'M"  ist 
der  äussere  Aehnlichkeitskreis  die  Halbirungslinie  des  von  ihnen 
gebildeten  Winkels. 


Aus  d 

TU.il  X2 


§.  5L 

Aus  den  j§.  37.  und  50.  folgt  noch,  dass  der  äussere  Aehnlrih- 
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keitskreis  zweier  eich  schneidenden  geraden  Linien  auch  der  innere 
and  der  innere  auch  der  äussere  ist,  und  dass  beide  AebaUchkeits 
kreise  iii  dem  Schneidungspunkt  der  beiden  Geraden  sich  selbst 
schneiden  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 


5.  52. 

Stellt  man  ähnliche  Betrachtungen  mit  der  Linie  gleicher  Po- 
tenzen zweier  Kreise  an,  indem  man  die  Halbmesser  derselben 
bald  unendlich  gross,  bald  unendlich  klein  werden  liest,  so  er- 
giebt  sich: 

1)  Für  einen  Kreis  und  eine  gerade  Linie  ist  letztere  selbst 
die  Linie  gleicher  Potenzen. 

2)  Für  einen  Kreis  und  einen  Punkt  ist  die  Linie  gleicher 
Potenzen  die  auf  die  Centrale  gefällte  Senkrechte,  welche 
durch  den  Halbirungspunkt  der  von  dem  Punkt  an  den 
Kreis  gelegten  Tangente  geht. 

3)  Für  einen  Punkt  und  eine  Gerade  ist  letztere  selbst  die 
Linie  gleicher  Potenzen. 

4)  FüY  zwei  parallele  gerade  Linien  ist  die  Linie  gleicher 
Potenzen  die,  in  gleicher  Entfernung  von  beiden  Paral- 
lelen mit  diesen  parallellaufende  gerade  Linie.  Sie  fällt 
also  (nach  §.  45.)  mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitskreise 
der  beiden  Parallelen  zusammen. 

5)  Für  zwei  Punkte  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  die  in 
dem  Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  errich- 
tete Senkrechte.  Sie  fällt  also,  nach  §.40.,  mit  dem  äus- 
seren Aehnlichkeitskreise  der  beiden  Punkte  zusammen* 

6)  Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien  ist  die  Linie 
gleicher  Potenzen  die  Halbirungslinie  -des  von  ihnen  ge- 
bildeten Winkels;  es  bestehen  zwei  Linien  gleicher  Po- 
tenzen, welche  sich  in  dem  Schneidungspunkt  der  gege- 
benen Geraden  rechtwinkelig  schneiden  und  (nach  §.  50.) 
mit  dem  äusseren  und  inneren  Aehnlichkeitskreise  der 
gegebenen  Geraden  zusammenfallen. 

§.  53. 

Aehnliche  Betrachtungen  mit  der  Linie  äquidifferenter  Poten- 
zen angestellt  ergeben: 
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Für  «ine  Gerade  und  einen  Kreis  oder  eine  Gerade  und 
«inen  Punkt  fällt  die  Linie  ««[indifferenter  Potenzen  un- 
endlich weit  weg. 
Für  zwei  Gerade,  sie  mögen  sich  schneiden  oder  nicht, 
sonic  für  zwei  Punkte,  lallt  die  Linie  äquidifferenter  Po- 
tenzen mit  der  Linie  gleicher  Potenzen  jedesmal  zi 


Für   die  Beriihrungsjiole  ist  folgender  Satz   ron  Wichtigkeil: 

Jede    Aehnlichkeitsaxe    ist   die    Linie  gleicher    Potenzen    der 

■■gehörigen   conjugirten    Berti*  hrung«kreise. 

Die  Wahrheit  desselben  erhellet  aus  den  66.  13.  und  14. 


{.  85. 

Nunmehr  können  wir  zur  Auflösung  sämmtlicher  Bcrtfhrungs- 
auf  gaben  übergehen  und  uns  fast  bei  jeder  derselben  Worte  be- 
dienen, welche  für  die  Aufgaben  bei  der  Berührung  dreier  Kriese 
in  den  §§.  19.,  20.,  25.  und  26.  gebraucht  sind. 


§.  56. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  zwei  Kreise  3R  und  M  und  eine 
gerade  Linie  m'm"  (Fig. 'S.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, welcher  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  berührt,  d.h.  die 
gegebenen  drei  Stücke  ausschliesst. 

Auflösung.     Man  bestimme 

1)  die  Süssere  Aehnlichkeitsaxe  aA%  Die  Susseren  Aehn- 
liehkeitsp unkte  A  und  21  ergehen  sich  nach  §.  31. 

2)  Für  zwei  der  gefundenen  äusseren  Aebnlichkeitspunkte, 
etwa  für  a  und  51,  suche  man  (nach  §.'25.  2)  und  bezieh- 
ungsweise §.  39.)  die  Halbmesser  off'  und  Qlff"  der  zu- 
gehörigen Aehnlichkeitskreise  Und  beschreibe  dieselben. 

3)  Schneiden  sie  sieb,  wie  in  Fig.  8.,  so  ergiebt  sich 
die  äussere  Axe  O'O"  alsbald,  und  man  suche  in 
einem  der  Schncidungspunkte  O,  und  einem  der  gege- 
benen drei  Stücke,  etwa  dem  Kreise  SR,  die  Linie  glei- 
cher Potenzen,  welche  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  i» 
dem,  zu  dem  Kreise  58  gehörigen  BerÜhrungspole  HJ 
schneidet.     Von  diesem  Berührungspole  Ü'   lege  man  an 

19* 
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den  gegebenen  Kreis  9t  die  Tangenten  $$'  und  $8*,  so 
erhält  man  die  zwei  conjugirten  Berührungspunkte  des 
Kreises  SR. 

4)  Schneiden  sich  aber  die  Sasseren  Aehnlichkeitokreise 
nicht,  so  verfahre  man  nach  §.  25.  3)  ond  4). 

5)  Schliesslich  verfahre  man  ganz  wie  in  §.  25. 5)  und  6)  und 
falle  zur  Bestimmung  der,  der  Linie  m'm"  angebö- 
rigen,  Berührungspunkte  6'  und  6*  von  den  gefundenen 
Mittelpunkten  W  und  OT*  der  conjugirten  Kreise;  auf  die 
Linie  m'm"  die  Senkrechten  Wb'  und  JJP6* ,  weil  der  zu 
der  Linie  m'm''  gehörige  Mittelpunkt  unendlich  weit  ent- 
fernt liegt. 

,     §•  57. 

Da  nach  §.  54.  die  äussere  Aehnlichkeitsaze  a%  (Fig.  8.) 
die  Linie  gleicher  Potenzen  der  ßeruhrungskreise  W  und  JBP  ist, 
so  rouss  auch  der  Durchschnittspunkt  p  der  äusseren  Aehnlich- 
keitsaze a$L  mit  der  gegebenen  Linie  m'm1"  der  zu  dieser  Linie 
gehörige  Berührungspol  sein. 

Verbindet  man  daher  p  mit  O,  (oder  0„)  und  beschreibt  mit 
pO,  als  Halbmesser  aus  p  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  die 
gegebene  Linie  m'm"  in  den  Punkten  b'  und  63,  in  welchen  sie 
von  den  conjugirten  Kreisen  W  und  Jtt2  berührt  wird. 

Hierdurch  erhält  man  ein  Paar  conjugirte  Berührungspunkte 
auf  kürzerem  Wege  als  dem  in  §.56.  unter  3)  angegebenen,  urfd 
wir  wollen  in  der  Folge  von  ihm  Gebrauch  machen. 

Die  Mittelpunkte  BT  und  BP  der  conjugirten  Berührungskreise 
ergeben  sich  dann  als  Durchschnittspunkte  der  in  den  Berührungs- 
punkten 6'  und  6*  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusseren  Aze 
0'0». 

* 

§.  58. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  zwei  Kreise  SR  und  M  und  eine 
gerade  Linie  m'm"  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  zwei  Kreise  gleichartig  und  die  gegebene  Linie 
ungleichartig  berührt,  d.  h.  der  die  gegebenen  Kreise  einschliesst 
und  die  gegebene  Gerade  ausscblicsst. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)    die  der   gegebenen  Linie  zugehörige   innere   Aehnlich- 
keitsaze und  es   genügt   die   Bestimmung   der   inneren 


trelc/ier  drei  gegebene  A'reUe  berührt.     2.  Abthell. 

Aehnlichkeitspunktc  3   und   J,    welche  eich   nach  §.  31 

ergelten. 

Zu  denselben  suche  man,    nach  §.40..    die  Halbmesser 

JW   und  338'"    der   zugehörigen    inneren   Aehnlichkeits- 

kreise  J  und  3,    bestimme 

für  letztere  die  Linie  äquldifferenter  Potenzen,    d.  i.  die 

innere  Axe  Q'Q"  und  beschreibe  aus  ihrem  Hauptpunkte 

Q  mit  QJä"  (=Q£"')  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Axe. 

An  diesen  Hauntkreis  Q  lege  man  von  dem  Durchschnitts- 
punkt }/  der  inneren  Aehnlicbkeitsaxe  73  mit  der  gege- 
benen Linie,  d.  i.  von  dem  Berübrungspol  der  gegebenen 
Linie  ($.  57.),  eine  Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  als 
Halbmesser  aus  p  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  so  schnei- 
det derselbe  die  gegebene  Linie  in  den  beiden  Punkten 
6*  und  4*,  welches  die  Berührungspunkte  für  zwei  Kreise 
sind,  die  beide  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Die  Mittelpunkte  Hl3  und  Dl4  derselben,  sowie  die  übri- 
gen Berührungspunkte,  ergeben  sich  dann  ganz  auf  be- 
reits erörterte  Weise. 


§.  59. 

Wären  zwei  Kreise  3)1  und  .'/  und  eine  gerade  Linie  m'in" 
gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt:  einen  Kreis  zu  beschreiben, 
der  den  Kreis  M  und  die  gerade  Linie  m'm"  gleichartig  und  den 
Kreis  ffl!  ungleichartig  —  oder  den  Kreis  Sff.  und  die  gerade  Linie 
hi'j/i"  gleichartig  und  den  Kreis  ,1/  ungleichartig  berühre;  so  hätte 
man  ganz  in  derselben  Weise  wie  in  §.  58.  zu  verfahren,  nur  im 
er s leren  Falle  die  zu  dem  Kreise  2H  gehörige  innere  Aebnlich- 
keitsaxe  Ji  und  im  letzteren  die  zu  dem  Kreise  M  gehörige  in- 
nere Aehnlicbkeitsaxe  i3   zu  bestimmen  etc. 


277 
§.31. 

esser 
keite- 

i.'  die 


Aufgabe,  Es  sind  gegeben:  zwei  Parallellinien  WW  und 
JH'JU"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  10.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  berührt,  d.h.  sie  sSmmt- 
litli  ausschliesst. 

Auflösung.     Man  bestimme 
1)     die    Süssere    Aehnlichkeitsaxe   afHA.     Hie  Richtung  des 
Aebnlichkeitspiinktes  n  ergiebt   sich   (nach  §.34)  durch 
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die,  von  dem  Mittelpunkt  m  des  gegebenen  Kreises  auf 
die  Parallelen  gefällte  »Senkrechte,  in  welcher  sieh  auch 
(nach  §.31.)  die  beiden  anderen  Punktet  und  91  ergeben. 
Es  genügt  jedoch  die  Bestimmung  von  nur  swei  äusse- 
ren Aelsnlichkeitspunkten,  etwa  der  Punkte  a  and  9. 


2)  Zu  denselben  bestimme  man  die  äusseren  Aehnlicbkeits- 
kreise.  Ersterer  ergiebt  sich  nach  den  §§.  45.  und  52.  4) 
als  Linie  a'a"  alsbald;  der  Halbmesser  W  des  letzte- 
ren findet  sich  nach  §.  39* 

3)  Bei  vorliegender  Figur  schneiden  sich  beide  in  den  Punk- 
ten O,  und  On  und  der  äussere  AehnlichkeitsJcreis  a'a* 
erscheint  zugleich  als  äussere  Axe  0*0". 

4)  Der  Purchschnittspunkt  der  äusseren  Aehnlfchkeitsaxe 
<M  mit  der  Linie  OTW  bestimmt  den  Berührungspol  $ 
für  diese  Linie.  (§.  57.)  Man  verbinde  denselben  mit 
einem  der  Schneidungspunkte  O,  (oder  0„)  und  beschreibe 
mit  $0,  als  Halbmesser  aus  $  einen  Kreis*  welcher  die 
Gerade  SR'fflP  in  den  Punkten  »'  und  SB»  schneidet,  so 
sind  diese  zwei  conjugirte  Berührungspunkte  zweier 
Kreise,    welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

5)  Die  von  den  Berührungspunkten  SB'  und  99*  auf  die  Axe 
O'O"  gefällten  Senkrechten  ergeben  als  Durchschnitts- 
punkte mit  derselben*  die  Mittelpunkte  der  boujogirteo 
Kreise  W  und  BP;  u.  s.  w. 


'  ■  < 


i. 


§.61.  •      . 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Parallellinien  9R'JR"  und 
M! W  und  ein  Kreis  m  (Fig.  11.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  gegebenen  Geraden  gleichartig  und  den  Kreis  un- 
gleichartig berührt,  d.  h.  die  ersteren  ausschliesst  und  den  letz- 
teren einschliesst 

Auflosung.    Man  bestimme 

1)  die  dem  gegebenen  Kreise  m  zugehörige  innere  Aehn- 
Hchfeeitsaxe  a$J.  Der  Punkt  a  findet  sich  naeh  $.  34. 
und  die  Punkte  3  und  J  nach  §.  31. 

42)  Zu  letzteren  suche  man,  nach  §.  40.,  die  tlalbmesser  JTB* 
und  3£"!f  der  zugehörigen  inneren  Aehnl ick kei takreise  J 
und  3,  beschreibe  diese  Kreise  und  bestimme 

3)    deren  Linie  äquidifferenter  Potenzen ,  d.  i.  die  innere  £xe 
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m 


kte    Q    derselben  beschreibe 
ipren  Axe  mit  dem  Halbraes- 
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Q'Q».  Aus  dem  Hauptpu 
man  den  Hauptkreis  der  In 
«er  QU"  (=£»"'). 

Der  Durchschnittspunkt  ty1  der  inneren  Aebnlichkeitsaxe 
iJ  mit  der  Linie  2V'3?i"  ist  der  Berilhrungspol  die 
(§.  68.  4))   and  man    verfahre  nunmehr   ganz    tat  bereit* 
erörterte  Weise,   indem  man  von  dem  Berührungspol  a 
den  Hauptkreis  eine  Tangente  legt,  u.  s.  w. 


§.  62. 


innere  Axe  Q'Q"  mit  der  zu  den  gegebenen  Parallelen  arffi"  und 
M'JU"  gehörigen  äusseren  Axe  O'  Ü",  jj.  60.  (Fig.  10.).  "der  mit 
dem  Süsseren  Aelinliehkeitskreise  ei'u"  identisch  ist.  Der  Grund 
hierfür  ist  folgender; 

In  §.  M.  sind  zur  Bestimmung  der  Linie  gleicher  Potenzen 
der  Kreise  p',  W>  P'-nur  zwei  Kreise,  nämlich  die  inneren  Aehn- 
1  ich  keitsk  reise  J  und  3,  in  Betracht  gezogen  worden,  und  i 
wurde  nachgewiesen,  Uass  die  Linie  gleicher  Potenzen  jener  drei 
Kreise  zugleich  die  Linie  äquklifferenter  Potenzen  dieser  ewei 
Kreis«  sei.  Die  innere  Aehnlichkeitsaxe  o73  wird  aber,  nie  die 
Süssere  Aehnlichkeifsiixe  a<&A  durch  drei  Punkte  markirt,  und 
so  wie  man  zur  Bestimmung  der  äusseren  Axe  ivillkührlich  zwei 
von  den  drei  äusseren  Aetml ieliteit.sk reisen  wählen  kann,  so  kön- 
nen auch  zur  Bestimmung  der  inneren  Axe  von  den  drei  Aelinlieh- 
keitskreise n  a,  J  und  3  willkührlich  zwei  gewählt  werden  [der 
Einfachheit  wegen  wurden  bisher  immer  die  inneren  Aehnlichkeits 
kreise  J  und  3  und  aus  ihnen  die  innere  Axe  bestimmt];  denn  es 
läset  sich  nachweisen,  dass  die  Linie  äquid afferenter  Potenzen  der 
Kreise  J  und  3  zugleich  eine  Linie  ist,  welche,  wenn 
irgend  einem  ihrer  Punkte  eine  Tangrnte  an  den  äusseren  Aehn- 
lichkeits kreis  a  legt  und  damit  als  Halbmesser  einen  Kreis  be- 
schreibt, also  den  äusseren  Aehnlichkeits  kreis  a  rechtwinkelig 
bfbaeidet,  durch  diesen  Kreis  zugleich  die  Peripherien  beider 
inneren  Aehnlictikeitskreise  ./  und  3  halbirt  werden. 

In  vorliegendem  Falle  (Fig.  II.)  muss  daher  auch  der  äussere 
Aehnlicbkeitskreis  a'a",  welcher  eine  gerade  Linie  ist,  von  dem 
Kreise  zom  Halbmesser  QU"  (=Q*ß'"),  welcher  die  Peripherien 
der  Kreise  J  und  3  halbirt,  rechtwinkelig  geschnitten  werden. 
Die*  geschieht  aber  nur,  wenn  Q  selbst    ein  Punkt   dieser  Gera 


den  i 


*  ist. 
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$.  83. 

Da  die  innere  Aze  Q'Q?  (Fig.  11.)  mit  dem  äusseren  Aehn- 
lichkeitskreise  a'a"  zusammenfällt,  sich  daher  der  Hauptpunkt  Q 
der  inneren  Axe  alsbald  als  Durchschnittspunkt  des  äusseren 
Aehnlichkeitskreises  a'a"  mit  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  nJ3 
ergiebt,  so  erleidet  hierdurch  die  in  §.  61.  gegebene  Auflösung 
eine  Abkürzung.  Es  genügt  nämlich  nur  fflr  einen  inneren  Aehn- 
lichkeitskreis  J(3)  den  Halbmesser  zu  bestimmen.  Derselbe  ist 
dann  in  dem  inneren  Aebnlichkeitspunkt  «7(3)  auf  die  innere  Aehn- 
lichkeitsaze  senkrecht  zu  errichten  und  der  Endpunkt  V  (B*) 
desselben  mit  dem  Hauptpunkte  Q  der  inneren  Axe  durch  eine 
Gerade  zu  verbinden.  Letztere  ist  dann  der  Halbmesser  des 
Hauptkreises  der  inneren  Axe. 


§.  64. 

Für  die  gegebenen  Stücke  der  §§.  60.  und  61.  (Fig.lO.  n.  11.) 
föllt  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  i  der  beiden  Geraden  SPflt" 
und  M'M"  mit  den  Hauptpunkten  O  und  Q  der  äusseren  und 
inneren  Axe  zusammen  (§.34.)  und  es  fallen  die  Tier  Aehnlich* 
keitsaxen  a%A9  aJ3,  %Ji,  AH  in  eine  und  dieselbe  Richtung. 
Offenbar  sind  daher  die  Aufgaben  der  §§.  60.  und  61.  mit  der  Auf- 
gabe: einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  Kreise  berührt, 
deren  Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  (§.  19.  und  20.), 
von  derselben  Gattung. 

Da  nun  nach  §.  48.  der  innere  Aebnlichkeitskreis  t  unendlich 
gross  ist,  so  fallen  auch  Dir  die  inneren  Aehnlichkeitsaxen  %Ji 
und  AH  die  zugehörigen  inneren  Axen  unendlich  weit  weg  und 
mit  ihnen  zwei  Paar  conjugirte  Berührungskreise,  so  dass  ffir 
zwei  Parallelen  und  einen  Kreis  nur  zwei  Paar  conjugirte  Berüh- 
rungskreise existiren. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Existenz  der  Berühfungs- 
kreise  nicht  von  der  der  Aehnlichkeitsaxen  allein  abhängig  ist 


|.  65. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien  WW  und  MM"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  12.) ;  man  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  gegebenen  Stücke  gleichartig 
berührt,  d.  h.  sie  sämmtlich  ausschliesst. 


welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt.    2.  Abtftell. 

Auflösung.     Man  bestimme 

1)    die  äussere   Aehnlichkeitsaxe   <i9IJ.     Die  Puokte  51  und 

A  ergeben   sich   nach  §.  31.     Es  genügt  jedoch    die  Be- 

I  Stimmung  nur  eines  dieser  Punkte,  etwa  des  Punktes  £. 
Ist  derselbe  gefunden,  so  ziehe  man  durch  ihn  eine  Ge- 
rade, welche  mit  derjenigen  Linie  parallel  läuft,  welche 
den  Nebenwinkel  des  von  den  gegebenen  geraden  Li 
gebildeten  Winkels  halbirt,  so  ist  die  so  gezogene 
rade  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe,  in  welcher  der  äus- 
sere Aehnlichkeitspunkt  a  beiderseits  unendlich  weit  ent- 
fernt liegt.  (§.  36.) 
Ü)  Zu  den  äusseren  Aehnlicltkeitspunkten  a  und  51  bestimme 
man  die  Aehnlichkeit&kreise.  Ersteter  findet  sich  (nach 
§.  SO.)  als  die  den  Winkel,  welchen  die  gegebenen  Ge- 
raden bilden,  balbirende  Linie  a'a",  letzterer  ergiekt  sich 
nach  g.  39. 
3)  Beide  Aehnlichkeltekreise  schneiden  sich  [bei  vorliegen- 
der FigurJ  in  den  Punkten  O,  und  Ou  und  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  ergiebt  sich  zugleich  als  äussere  Axe 
O'O". 
4)    Man  verfahre  im  Uebrigen  ganz  wie  in  § 


.  66. 


fgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien  W'Sl"  und  MM"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  13.);  man  soll 
eiuen  Kreis  beschreiben,  der  die  gegebenen  Geraden  gleichartig 
und  den  Kreis  ungleichartig  berührt,  U.  h.  die  ersteren  ausscMiesst 
den   letzteren  einschliesst. 

Auflösung.    Man  bestimme 

die  dem  gegebenen  Kreise  m  zugehörige  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe d'„\./.  Die  inneren  Aehnlichkeitspunkte  3  und 
,/  ergeben  sich  nach  §.  31.  Zur  Bestimmung  der  Linie 
a'SJ  würde  indessen  nur  ein  innerer  Aehidk-hkeitspunkt 
3  oder  J  genügen,  denn,  hat  man  einen  solchen  gefun- 
den und  man  legt  durch  ihn  eine  Gerade,  die  mit  derje- 
nigen geraden  Linie  parallel  läuft,  welche  den  Neben- 
winkel des  von  den  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten 
Winkels 'halbirt,  so  ist  die  so  gezogene  Linie  die  ver- 
langte innere  Aehnlichkeitsaxe,  in  welcher  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  a  beiderseits  unendlich  weit  entfernt 
liegt.    (§.36.) 


her*:    Leber  die  Aufgabe,  einen  hrttt  \u  besehreiben . 

i)  Zu  den  Punkten  J  und  3  bestimm«  man  die  Halbmesser 
JW  und  SW  der  inneren  Aebulichkeitskreise,  beschreibe 
dieselben  und  suche 

3;  zu  beiden  die  Linie  äquidiffer  enter  Potenzen,  d.  i.  die 
Innere  Axe  Q'Q".  Aus  dem  Hauptpunkte  Q  derselben 
beschreibe  man  den  Hauptkreis  der  inneren  Axe  und 
verfahre  im  Uebrigeu  ganz  wie  in  §.  61. 


$.  67. 

Auch  für  die  innere  Axe  Q'Q"  (Fig.  13.)  ist  das  von  der  in- 
en Axe  Q'Q''  (Fig.  II.)  in  $.62.  besagte  gültig,  und  die  Aur- 
gabe $.66.  erleidet  hiernach  ebenfalls  eine  Abkürzung,  indem  man 
nur  den  Halbmesser  eines  inneren  Aehnlichkeilskreises  zu  be- 
stimmen und  überhaupt  ganz  nach  §.  63.   zu  verfahren  braucht. 


Für  die  gegebenen  Stücke  der  §j.  65.  und  66.  (Fig.  12.  und 
Fig.  13.)  fällt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  i  in  der  Richtung  der 
Linie  a'a"  beiderseits  unendlich  iveit  weg  (§.36.)  und  der  innere 
Aehnlichkcitskreis  i  mit  der  Halbirungslinie  des  Neben  winkele  des 
von  den  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  Winkels  zusammen 
(§.  51.).  Da  nun  (nach  $.  53.  1))  Tür  eine  Gerade  und  einen  Kreis 
die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  unendlich  weit  wegfällt,  so  ist 
auch  die  Bestimmung  der  zu  den  inneren  AehnlkhkeÜsaxen  WJi 
und  A'ii  gehörigen  inneren  Axen  in  vorliegendem  Falle  unmöglich, 
d.  h.  es  existiren  hierfür  nur  zwei  Paar  coujugirte  Bcrührungskreise 


§.69. 

Für  die  nach  folgen  den  Aulgaben,  (j.  70.  und  71.,  ist 
müderer  Wichtigkeit,  dass  für  zwei  gerade  Linien  die  zugehörige 
iussere  und  innere  Axe  ohne  die  respektlven  Aebnlichkeitsaxen 
bestimmt  werden  können,  da  sie,  nach  den  §§.  65.  3)  und  66.3), 
mit  den  äusseren  und  inneren  Aehnlichkeitskreisen  zusammen- 
fallen und  diese,  nach  $.5:2.6),  mit  der,  zu  den  gegebeneu  Ge- 
nien gehörigen  Linie  gleicher  Potenzen  identisch  sind.  Ferner 
t  nach  van  Wichtigkeit,  dass,  weil  für  zwei  gerade  Linien  Uns- 
erer und  innerer  Aehnüchkeilapunkt  sich  dufch  kein  Merkmal 
unterscheiden,  auch  eine  eigentliche  Verschiedenheit  zwischen  der 
äusseren  und  den  inneren  Aehnljchkeitsaxen  für  den  Fall,  dasa 
die  drei  gegebenen  Stücke  gerade  Linien  seien,   wegfallen  müsse 


Kticher  drei  gegebene  Kreise  berührt.    1.  Abihell. 

daher  ein  besonderer  Construktlonsunterschied  für  gleichartige 
ungleichartige  Berührung  nicht  stattfinden  könne. 


Aufgabe.  Essindgegubcn  drei  gerade  Linien,  9B'9Jl".  M'M", 
m'm*  (Fig.  14.):  man  soll  die  zwei  conjugirten  Kreise  heschrei- 
lieu.    welche  sich  auf  die  äussere  Aelinlichkdtsaxe  a'lXA  beziehen. 

Auflösung.  Da  die  Süsseren  Aehnlichkeitspunkte  sämmtlich 
unendlich  weit  wegfallen,  so  ist  dies  auch  mit  der  äusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe  der  Fall.  Die  drei  Aehnlicbkeitskreisc  ergeben  sich 
als  die  Halbirungslinien  der  von  den  gegebenen  Geraden  gebilde- 
ten Winkel.  Es  genügt  indessen  die  Bestimmung  von  nur  zwei 
Aehnüchkeitskreisen,    etwa  a'a"  und  A'A". 

Da  nach  g.  65.  3)  der  zu  zwei  gegebenen  Geraden  gehörige 
Süssere  Aehnlichkeitskreis  a'a"  zugleich  die  äussere  Axe  für  die 
drei  gegebenen  Stücke  ist,  so  muss  dies  auch  mit  dem  Aehnlicb- 
keltak  reise  A'A"  der  Fall  sein,  etc.;  and  es  ist  daher  klar,  dass 
sich  für  drei  gegebene  Geraden  auch  drei  äussere  Axen  ergehen, 
die  sieb  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  O,  schneiden. 

Nach  -J.  -IT.  ist,  wenn  sich  eine  Gerade  unter  den  drei  gege- 
benen Stücken  beiludet,  ihr  Durchschnitlspunkt  mit  der  betreffen- 
den Aehnlichkcitsaxe  ihr  Berührungspol,  die  Berühr  ungspolare 
Müll  mit  der  Geraden  zusammen  und  der  aus  dem  Berühruugspol 
beschriebene  Kreis,  welcher  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
Aehnlichkeits kreise  geht,  schneidet  die  gegebene  Gerade  recht- 
winkelig. Da  aber  in  vorliegendem  Falle  die  Aehn  lieh  keitsaxe 
unendlich  weit  entfernt  liegt,  so  liegen  auch  die  bezüglichen  Be- 
rührungspoie  '■-[*.  P,  p  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  die  Halb- 
messer CO,,  PO,,  j><>.  sind  unendlich  gross  und  daher  sind 
die  mit  ihnen  beschriebene  Bogen  gerade,  durch  den  gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunkt  <>,  gehende  und  auf  den  bezüglichen 
Geraden  senkrecht  stehende  Linien. 

Fallt  man  daher  von  O,  auf  jede  gegebene  Gerade  eine  Senk- 
rechte, so  ergeben  sich  als  Durchscboittspunkte  die  Berührungs- 
punkte &',  li' .  b'  und  O,  selbst  als  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  gegebenen  Geraden  «äinmtlich  berührt. 

Gleichzeitig  ergiebt  sich,  dass  die  bezüglichen  Berührungs- 
punkte 09?,  ß2,  b*  unendlich  weit  wegfallen.  Es  exislirt  daher 
für  die  Süssere  Acbnlichkeitsaxe  dreier  gegebener  gerader  Linien 
kein  Paar  conjugirter  Kreise,  sondern  nur  ein  Kreis,  der  sie  von 
innen  berührt. 


S84       Ker%:    l'eber  die  Kufgabe,  einen  Kreis  *u  beschreiben. 


S-  71. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  drei  gerade  Linien,  QB'3R", 
M'M" ,  m'm"  (Fig.  15.);  man  soll  die  zwei  conjugirten  Kreise 
beschreiben,  welche  sich  auf  die  (etwa  der  Linie  m'm"  zugehö- 
rige) innere  Aehnlichkeitsaxe    aJ"$   beziehen. 

Auflösung.  Man  bestimme  die  zwei  inneren  Aehnlichkeits- 
axe n  J'J",  3'3",  so  ist  ihr  Durcbschnittspunkt  Q  der  Mittel- 
punkt eines  Kreises,  welcher  die  drei  Geraden  berührt.  Die  Be- 
rührungspunkte 83',  Ji1,  b3  ergeben  sich  ganz  wie  im  vorigen 
Paragraphen  die  Punkte  ©',  Ji' ,  b' ,  und  ebenso  ergiebt  sich, 
dass  für  die  Aehnlichkeitsaxe  a.li  kein  Paar  conjugirter  Kreise, 
sondern  nur  ein  Kreis  existirt,  der  die  gegebenen  Geraden  von 
isen  berührt. 

5.  72. 

Letzteres  ergiebt  sich  auch  für  die  den  Linien  2Ji'9R"  und 
M'M"  zugehörigen  inneren  Axen  %Ji  und  Aii,  und  es  folgt  (aus 
den  §§.  70.  und  71.),  dass  der  Unterschied  zwischen  gleichartiger 
und  ungleichartiger  Berührung  dreier  Geraden  sich  auf  eine  Be- 
rührung von  innen  und  von  aussen  erstrecke,  sowie  dass  im  Gan- 
1  vier  BerührungskTelse  möglich  seien,  nämlich  für  jede  Aehn- 
lichkeitsaxe ein  Berührungskreis. 


§•73. 
Aufgabe.     Es  sind  gegeben :  zwei  Kreise  5".  und  .'/  und  aus- 
serhalb derselben  ein    Punkt  m  (Fig.  16.);    man  soll  einen  Kreis 
beschreiben,    der  die   gegebenen  Kreise  gleichartig   berührt  und 
durch  den    gegebenen  Punkt   geht. 

Auflösung.     Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  aHJ.  Da  nach  g.  32.  die 
äusseren  Aehnlichkeilspunkte  31  und  A  mit  dem  gegebe- 
neu  Punkte  m  zusammenfallen,  so  verbindo  man,  wenn 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  a  bestimmt  ist,  densel- 
ben mit  dem  gegebenen  Punkte  in.  Die  gerade  Verbin- 
dungslinie beider  ist  die  verlangte  äussere  Aehnlichkeitsaxe. 

i)  Der  äussere  Aehnlichkeitskreis  a  ergiebt  sich  auf  bereits 
erörterte  Weise  (§.  25.  2)).  Jeder  der  äusseren  Aehnlicb- 
keitskreise  91  und  A  fällt,  nach  §.  42.,  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  zusammen.     Man  suche  daher 
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3)  zu  dem  äusseren  Aehnliclikcitskrei.se  n  und  dem  gege- 
benen Punkte  m  die  Linie  gleicher  Potenzen  O'O",  d.i. 
die  äussere  Axe,  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  an  einen 
der  Aehnlichkeitskreise  eine  Tangente  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,  also  in  vorliegender  Auf- 
gabe am  einfachsten  mit  der  Entfernung  Om,  den  Ilaupt- 
kreis  O  der  äusseren  Axe. 

4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreis 
etwa  dem  Kreise  2H,  suche  man  die  Linie  gleicher  Po- 
tenzen, beziehungsweise  deren  Durchschnitt  $  mit  der 
Süsseren  Aehnliehkeitsaxe;  so  erhalt  man  den  Beruh- 
rungspol  '):  für  diesen  Kreis  9R,  und  die  von  diesem  Pol 
an  den  Kreis  9JI  gelegten  Tangenten  bestimmen  d: 
zwei  conjugirte  Berührungspunkte  iß'  und  89a. 

5)  Im  Uebrigcu  verfahre  man  weiter  wie  in  j.  25. 5)  etc. 
Die  Berührungspunkte  b'  und  o3  daselbst  fallen  hier  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen. 

5.  74. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  3JI  und  M  und 
ausserhalb  derselben  ein  Punkt  wi  (Fig.  17.);  man  soll  einen  Kreis 
beschreiben,  der  die  gegebenen  Kreise  ungleichartig  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Anfliisung.     Man  bestimme 

1)  die  zu  einem  der  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  SR,  gehörige  innere  Aehnliehkeitsaxe  QUi. 
Nach  §.32.  fallen  hier  der  Süssere  Achnlichkeitspunkt  'fl 
und  der  Innere  Aehnüchkeitspunkt  ./  mit  dem  gegebenen 
Punkte  in  zusammen.  Man  verbinde  daher,  wenn  der 
innere  Aehnüchkeitspunkt  i  bestimmt  ist,  denselben  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m,  so  ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie beider  die  verlangte  innere  Axe. 

2)  Der  Halbmesser  iV>'  des  inneren  Aehnlichkeitskreises  t 
ergiebt  sich  auf  bereits  erSrterte  Weise,  $.26.2),  und 
der  Aehnüchkeilskreis  ./  lallt,  nach  §.  42.,  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  m  zusammen.     Man  suche  daher 

3)  zu  dem  inneren  Aehnlichkeitskreise  i  und  dem  gegebe- 
nen Punkte  vi  die  Linie  aquidifferenter  Potenzen  O'O", 
d.  L  die  innere  Axe,  und  beschreibe  aus  ihrem  Haupt- 
punkte Q  mit  QW  (=Qm)  [siehe  §.20.3)]  den  Haupt- 
kreis  Q  der  inneren  Axe. 
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4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreise, 
'  etwa  dem  Kreise  91,'  bestimme  man  die  Linie  gleicher 

Potenzen,  beziehungsweise  deren  Durchschnittspunkt  $' 
mit  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  Ji,  so  ist  derselbe  der 
Berührungspol  $'  Ar  diesen  Kreis  91.  Die  von  diesem 
Pol  an  den  Kreis  9t  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann 
zwei  conjugirte  Berührungspunkte  99a  und  SB*. 

5)  Man  verfahre  weiter  nach  §.  26. 5)  etc.  und  es  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  die  Berührungspunkte  b%  und  64  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen  fallen. 

§.75. 

Bei  den  gegebenen  Stücken  der  §§.  73.  und  74.  fallt  ausser 
den  Punkten  91,  A  und  J  auch  noch  der  innere  Aehnlichkeitspunkt 
3  mit  dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen,  d.  h.  es  ist  die  äus- 
sere Aehnlichkeitsaxe  a%A  mit  der  inneren  aJ3,  und  ebenso  die 
innere  %Ji  mit  der  inneren  A^i  identisch;  es  ezistiren  also  för 
die  gegebenen  Stücke  nur  zwei  Aebnlichkeitsaxen ,  der  Gleichheit 
der  Aebnlichkeitskreise  31,  A,  J  und  3  wegen  nur  zwei  Axenund 
zwei  Paar  conjugirte  Berührungskreise. 

§.76. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Punkte  9t  und  m  und  ein 
Kreis  M  (Fig.  18.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch 
die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  den  gegebenen  Kreis  berührt 

Auflösung.    Man  bestimme 

1)  die  zu  den  gegebenen  drei  Stücken  gehörige  äussere  Aehn- 
lichkeitsaxe a%A.  Nach  §.32.  fällt, der  äussere  Aehn- 
lichkeitspunkt a  mit  dem  Punkte  9R  und  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  31  mit  dem  Punkte  m  zusammen,  da- 
gegen fällt,  nach  §.  35.,  der  zu  den  gegebenen  Punkten 
gehörige  äussere  Aehnlichkeitspunkt  A  in  der  Richtung 
Wim  der  beiden  Punkte  beiderseits  unendlich  weit  weg. 
Die  gerade  Verbindungslinie  9tin  der  beiden  gegebenen 
Punkte  ist  daher  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe. 

2)  Die  äusseren  Aehnlichkeitslcreise  a  und  9t  fallen,  nach 
§.  43.,  mit  den  gegebenen  Punkten  91  und  m  zusammen. 
Daher  ergiebt  sich 

3)  nach  §.  52.  5)  die  Linie  gleicher  Potenzen  der  äusseren 
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irelrher  drei  gtfiehtn*  Kreise  berührt.     I.  Kbthtil. 

Ae hnlic bk ei tsk reise  a  und  31  (oder  der  Punkte  9J?  und  m) 
als  die,  die  Entfernung  ffim  halbirende  und  auf  ihr  senk- 
recht stehende  Linie  O'U",  d.i.  die  Süssere  Axo.  Aus 
dem  Hauptpunkte  O  derselben  beschreibe  man  mil 
Halbmesser  Ü3H  (=  Om)  den  Hauptkreis  der  äusseren 
Axc  und  bestimme 

4)  zu  ihm  und  dem  gegebenen  Kreise  1/  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  welche  die  Aehnlichkeitsaxe  9J?m  in  dem  Be- 
rührungspole /*  schneidet.  Die  aus  demselben  an  den 
Kreis  19  gelegten  Tangenten  bestimmen  die  conjugirten 
Berührungspunkte  B'  und  B*  und  die  geraden  Verbin- 
dungslinien jedes  derselben  mit  dem  Mittelpunkte  M  de« 
gegebenen  Kreises  ergeben  als  Durchschnitlspunkte  mit 
der  äusseren  Axe  die  Mittelpunkte  111'  und  llla  zweier 
Kreise,    welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

Bemerkens» erth  ist  noch,  dass  die  Berührungspole 
9J  und  p,  sowie  die  Berührungspolaren  S3'33a  und  b'b* 
mit  den  bezüglichen  Punkten  9J1  und  m  zusammenfallen. 

5   77. 

Für  die  in  $.  76.  gegebenen  Stöcke  fallt  nach  §.  32.  auch  der 
innere  Aehnliehkeitspunkt  i  mit  dem  gegebenen  Pnnkt  9B  und  der 
innere  Aehnlichkeltspunkt  3  mit  dem  gegebenen  Punkte  m  zu- 
sammen, daber  ist  auch  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A  mit 
der  inneren  A'}i  identisch.  Aber  auch  die  inneren  Aehnlichkeits- 
kreise  i  und  3  fallen  (nie  die  äusseren  a  und  Ol),  nach  §.  43., 
mit  den  gegebenen  Punkten  9R  und  m  zusammen;  da  nun,  nach 
§.53.2),  auch  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  zweier  Punkte 
mit  ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  zusammenfällt,  so  ist  auch  die 
zur  inneren  Aehnlichkeitsaxe  A$i  gehörige  innere  Axe  mit  der 
äusseren    identisch. 

Für  die  inneren  Aehnlichkeilsaxen  n/3  und  %Ji,  beziehungs- 
weise ihre  zugehörigen  inneren  Axe»,  rrgielit  sich  folgende  Be- 
trachtung : 

Nach  S-  :1~>-  ^llt  '!'•'  i'inere  Aehnlichkeitspunkt  J  mit  dem, 
die  gerade  Verbindungslinie  der  gegehenen  Punkte  halbirenden 
Paukte  O  zusammen;  dagegen  ist  der  innere  Aehnlichkeitskreis 
/,  nach  §.49.,  der  durch  SJi  und  m  (resp.  i  und  3)  gehende  Kreis, 
für  welchen  diese  beiden  Punkte  Endpunkte  des  Durchmessers 
sind.  Es  ergieht  sich  daher,  weil  der  Aehnlichkeitskreis  i  (und  3) 
ein  Endpunkt   des    Durchmessers  des  Aehnlichkeitskreisea  J  ist. 
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fllr  beide  Aebnffchkeitskreise  i  «od  J  (i  und  3)  die  Linie  äqui- 
diferenter  Potenzen  als  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
J  gehende  und  auf  dem  Durchmesser  Q  senkrecht  stehende, 
also  ebenfalls  als  eine  mit  der  äusseren  Axe  identische  Linie. 


.  i. 


Hieraus  folgt,  dass  für  die  gegebenen  Stücke  die  äussere 
Aze  mit  den  drei  inneren  Axen  zusammenfalle  und  nur  ein  Paar 
conjvgirte  Berührungskreise  bestehen. 

•  .  •'.  ■ 

fi.  78.'        ,      - 

Aus  den  §j.  ?&  und  77.  folgt  noch,  dass,  wenn  sich  unter  den 
drei  gegebenen  Stöcken  zwei  Punkte  befinden,  sich  die  äussere 
(und  innere  Axe)  alsbald  als  äusserer  Aehnlicbkeitskreis  der  bei- 
den Punkte,  nämlich  als  die  in  dem  Halbirungspunkt  ihrer  gera- 
den Verbindungslinie  auf  sie  senkrecht  errichtete  gerade  Linie 
ergiebt* 

§.79. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  drei  Punkte  98,  M,  m  (Fig.  19.); 
man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch  die  drei  Punkte  geht 

Auflösung.    Man  bestimme 

..  • 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  aSLA.  Dieselbe  fallt,  weil 
nach  §.  35.  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zweier  gege- 
benen Punkte  unendlich  weit  wegfallt,  selbst  unendlich 
weit  weg. 

2)  Die  äusseren  Aehnlichkeitskreise  Ja",  WW,  4JP  er- 
geben sich,  nach  §.  40.,  als  auf  den  bezüglichen  Verbin- 
dungslinien ItHR,  Mm,  9Rm  der  gegebenen  Punkte  hl 
ihren  Halbirungspunkten  senkrecht  errichtete  geradeLtnten 
und  schneiden  sich,  nach  §.  11.  2),  in  einem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  O,. 

3)  Zu  diesem  Schneidungspunkte  O,  und  einem  der  gege- 
benen Punkte,  etwa  M,  suche  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  so  ist  der^n  Durchschnitt  mit  der  Susseren 
Aehnlichkeitsaxe  der  Berflhrungspol  P  für  den  •  gegebe- 
nen Punkt  üf.  Da  aber  die  äussere  Aehnlibhkeiissxb 
unendlich  weit  wegfallt,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Beräh- 
rungspole  P  der  Fall,  und  die  von  ihm  an  den' Punkt  M 
gelegte  Tangente  PNL  ergiebt  sich  als  mit  der  fiftr  Ai  und 
©,  gezogenen  Linie  gleicher  Potenzen  parallele!  UM* 
Errichtetman  nun  auf  diesen  unendlich  grossen  Halbmesser 


I 


tre/cAer  diel  gegebene  Kreist  öerilltrf,    i.  Aötheil.  \ 

Pitt  in  M  eine  Senkrechte,  so  findet  eich  der  Durch- 
schnitt 0,  selbst  als  Mittelpunkt  des  zu  suchenden  Krei- 
ses und,  weil  die  Berührungspnlare  li' /!-  hier  mit  dem 
gegebenen  Punkte  M  zusammenfallt,  so  vereinigen  sieb 
die  conjugirten  Kreise  11t'    und  DI1  in   einen  Kreis  Ot. 


5-  80. 

AehtiMch  hätte  die  Aufgabe  §.  79.  durch  Bestimmung  einer 
inneren  Aehnlichkcitsaxe  und  unter  Anwendung  des  Tür  ungleich- 
artige Berührung  beobachteten  Verfahrens  aufgeliist  werden  kön- 
nen, und  man  hätte  ganz  dasselbe  Resultat  gefunden,  so  dass 
für  drei  gegebene  Punkte  die  vier  Paar  conjugirten  Beruh  rungs- 
kreise  in  einen  einzigen  Berührungskreis  zusammenfallen. 

{.81. 

Es  ergiebt  sich  daher  Hir  die  Aufgabe  §.  79.  die  kurze  Auf- 
lösung: man  halbire  zwei  gerade  Verbindungslinien  der  drei  ge- 
gebenen Punkte,  errichte  in  den  Ilalbirutigspunkteii  l 
zGglichen  Linien  Senkrechte,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  dieser 
der  Mittelpunkt  und  die  gerade  Verbindung  desselben  mit  jedem 
der  gegebenen  Punkte  ein  Halbmesser  des  verlangten  Kreises. 

§.  8*. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  .'/,  ein  Punkt  97i  und 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  20.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben ,  der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  gleichartig 
berührt,  d.  h.  beide  ausschliefst,  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.     Man   bestimme 

I)     die  äussere  Aehnlichkeitsaic  a%A.     Die  Punkte  a  und  A 

fallen,    nach    den    §§.  3J.    und  33.,    mit    dem    gegebenen 

Punkte  HR  zusammen,  der  Punkt  51,  ergiebt  sich  nach  §.31. 

12]  Der  Aehnlichkeitskreis  21  ergiebt  sich  nach  §.25.  2)  und 
die  Aehnlichkeitskreise  a  und  A  fallen,  nach  den  §§.  42. und 
43-,  mit  dem  gegebenen  Punkte  5)1  zusammen. 
3)  Zu  dem  Aehnlichkeitskreise  H  und  dem  Punkte  W  be- 
stimme man  die  Linie  gleicher  Potenzen,  d.  i.  die  Süs- 
sere Aie  CfO",  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  eine 
Tangente  an  einen  der  Aehnlichkeitskreise  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,  also  in  vorliegender  Auf- 
r 


■ 
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gäbe  mm  einfachsten  mit  der  Entfernung  ©SR  den  Haupt- 
kreis  O  der  äusseren  Axe. 

4)  Nach  §.  57.  ist  der  Durchschnittspunkt  p  der  Susseren 
Aehnlichkeitsaxe  a2l  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
m'm"  der  Beruhrungspol  für  diese  Linie ;  daher  lege  man 
von  diesem  Pol  p  an  den  gezogenen  Hauptkreis  O  eine 
Tangente  und  beschreibe  mit  derselben  einen  Halbkreis, 
welcher  die  Gerade  m'm"  in  den  Punkten  b'  und  6*  schneidet. 

Diese  Punkte  sind  die  conjugirten  Berührungspunkte 
der  gegebenen  geraden  Linie  und  die  Durchschnittspunkte 
W  und  VP  der  in  ihnen  auf  die  Gerade  errichteten 
Senkrechten  mit  der  äusseren  Axe  &0"  bestimmen  die 
Mittelpunkte  zweier  Kreise,  welche  beide  der  Aufgabe 
genügen ;  u.  s.  w. 

§.  83. 

Aufgabe.  Es  sind  gegebene  ein  Kreis  M,  ein  Punkt  SR  und 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  21.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  ungleichar- 
tig beröhrt,  d.  h.  den  gegebenen  Kreis  einschliesst  und  die  gerade 
Linie  ausschliesst,  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.    Man  bestimme 

1)  die  der  gegebenen  Linie  m'm44  zugehörige  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe aJX  Die  Punkte  a  und  J  fallen,  nach  $.32. 
und  $.  33.,  mit  dem  gegebenen  Punkte  2R  susammeo  und 
der  Punkt  3  ergieht  sich  nach  §.  31. 

2)  Der  Aehnlichkeitskreis  3  ergiebt  sich  nach  §.  40.  und 
der  Aehnlichkeitskreis  J  fallt  nach  §.  43.  mit  dem  gege- 
benen Punkte  9H  zusammen. 

3)  Zu  beiden  bestimme  man  die  Linie  Squidi Seren ter  Po- 
tenzen, d.i.  die  innere  Axe  Q'Q",  und  beschreibe  aus 
ihrem  Hauptpunkte  Q  mit  QW  (=  QS")  [§.  26.  2)]  den 
Hauptkreis  Q  der  inneren  Axe. 

4)  Nach  §.  57.  ist  der  Durchschnittspunkt  p'  der  inneren 
Aehnlichkeitsaxe  J3  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
m'm"  der  Beruhrungspol  für  diese  Linie;  daher  lege  man 
von  diesem  Pol  p'  an  den  gezogenen  Hauptkreis  Q  eine 
Tangente»  beschreibe  mit  derselben  zur  Bestimmung  der 
conjugirten  Berührungspunkte  6*  und  6*  einen  Halbkreis 
und  verfahre  zur  Bestimmung  der  Mittelpunkte  W*  und 
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uetefier  drei  gegebene  Kreise  berükrt.    2.  kblhett. 


W*  der  beiden  conjugirten  Berührungspunkte  u.  s.  w.  gan« 
anf  bereits  erörterte   Weise. 


Bei  den  gegebenen  Stücken  der  §§.  82.  und  8-1.  fallt  ausser 
den  Punkten  A,  a  und  J  auch  noch  der  zu  dem  gegebenen  Kreise 
M  und  dem  gegebenen  Punkte  2JI  gehörige  innere  Aehhlichkcita- 
punkt  i  mit  dem  gegebenen  Punkte  9ß  zusammen,  d.  b.  es  ist  dia 
Süssere  Aebnlichkeitsaie  aA%  mit  der  inneren  'li.fi.  und  ebenso 
die  innere  nJ3  mit  der  inneren  A§i  identisch;  es  existiren  also 
für  die  gegebenen  Stücke  nur  zwei  Aehnlichkeitsaxen,  und  der 
Gleichheit  der  Aehnlicbkeitskreise  a,  A,  J  und  i  wegen  nur  zwei 
Axen  und  zwei  Paar  eonjugirtc  Berührungskreise. 

§.  85. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Punkte  M  und  9JI  und 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  22.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  durch  die  beiden  Punkte  geht  und  die  gerade  Linie  berührt. 

flOsung.     Man  bestimme 
1)     die  äussere  Aehnlitbkeitsaxc  aWA.     Dieselbe  geht,  weil 
A  in  a)i  und  MI  in  M  fallt,    f.  33.,    durch  die  beiden  ge- 
gebenen  Punkte. 

Ihre  Linie  gleicher  Potenzen  O'Ö"  [siehe  $.  78.]  ergiebt 
sich  als  äussere  Axe,  weil  die  Aehnlichkeitskreise  Ol 
A  ebenfalls  mit  1/  und  IV  zusammenfallen. 
Der  aus  dem  Hauptpunkte  O  mit  Ö/tf(=03R)  beschrie- 
bene Kreis  ist  der  Hauptkreis  der  äusseren  Axe  un 
nach  $.  57.,  der  Durchscbiiittspunkt  p  der  Linie  .1/2';  mit 
m'm"  der  Berührungspol  für  letztere.  Man  lege  daher 
von  /i  an  den  Hauptkrcist  eine  Tangente,  beschreibe  da- 
mit den  Halbkreis,  welcher  die  gegebene  Linie  m'm"  in 
den  Punkten  0' ,  IP  schneidet,  so  sind  solche  die  Be- 
rührungspunkte der  gegebenen  Linie  mit  zwei  Kreisen, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen;  u. s.  w. 

S    S6. 

Lust  man  die  Aufgabe  §.  SS.  nach  der  für  ungleicbarlige  Be- 
rührung •  tat t findenden  Weise  und  bestimmt  eine  innere  Aeholich- 
keitsaxe,  etwa  aJ%,  so  erhält  man  —  da  ebenfalls  der  Innere 
Aehnlichkeitspunkt  3  mit  M,  ./mit  3)1,  daher  auch  aA%  mit  n./l 
mfällt  und   ebenso   die  inneren  Aehnlichkeitskreise  3  und  J 


2) 
3, 


292       Kern:    Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  %*  beschreiben , 

mit  den  gegebenen  Punkten  M  und  SR  zusammenfallen  und  aus- 
serdem die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  zweier  Punkte  gleich 
ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  ist,  —  ganz  dasselbe  Resultat 
Bestimmt  man  eine  andere  innere  Aehnlichkeitsaxe,  also  %U  oder 
ift3,  so  erhält  man,  nach  $.49.,  den  inneren  Aebnlichkeitskreis 
i  als  den  Kreis,  für  welchen  VtM  Durchmesser  ist,  und  da  der 
Aehnlichkeitskreis  J  (und  3)  ein  Endpunkt  dieses  Durchmessers 
ist,  so  findet  sich  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  der  inneren 
Aehnlichkeitskreise  t*  und  J  (3)  als  die  durch  den  Mittelpunkt  t* 
gehende  und  auf  SRilf  senkrecht  stehende  Gerade  etc.  —..also 
ebenfalls  wieder  ganz  dasselbe  Resultat  Es  existirt  daher  (Ar 
zwei  Punkte  und  eine  Gerade  nur  ein  Paar  conjugirter  Berfih- 
rungskreise. 

§.87. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  gerade  Linien  fW8B"  nnd 
m'm"  und  ausserhalb  derselben  ein  Punkt  M  (Fig.  23.);  man  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  zwei  geraden  Linien  berührt  nnd 
durch  den  gegebenen  Punkt  gebt 

Auflösung.  Man  bestimme  die '  äussere  Aehnlichkeitsaxe 
und  die  äussere  Axe,  indem  man  den,  von  den  gegebenen  Gera- 
den gebildeten  Winkel  halbirt  und  auf  die  Halbirungslinie  die  ver- 
langte äussere  Axe  OO"  [siehe  §.69.],  durch  den  gegebenen 
Punkt  M  eine  Senkrechte,  die  verlangte  äussere'  Aehnlichkeits- 
axe of&A,  fallt  Die  Punkte  a  und  91  fallen  aus  erörterten  Grün- 
den mit  M  zusammen  und  der  Punkt  A  unendlich  weit  weg. 
Aus  dem  Hauptpunkte  O  der  äusseren  AxS  beschreibe  man,  mit 
einem  Halbmesser  =  OJd9  den  Hauptkreis  O  und  lege  an  ihn 
Ton  dem  Durchschnittspunkte  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  mit 
einer  der  gegebenen  Linien,  etwa  der  Linie  m'm"  9  also  von  dem 
Beröhrungspole  p  dieser  Linie,  eine  Tangente.  Der  mit  dieser 
aus  p  beschriebene  Halbkreis  schneidet  die  Linie  m'm04  in  den 
conjugirten  Berührungspunkten  6'  und  b2;  u.  s.  w. 

§.  88. 

Es  lässt  sich  auf  bereits  erörterte  Weise  von  den  in  der  Auf- 
gabe §.  87.  gegebenen  Stocken  nachweisen,  das«  fttr  sie  nur  ein 
Paar  conjugirter  Kreise  besteht. 

§.  89. 

Es  möchte  aus  dem  Bisherigen  hinlänglich  erhellen,  wie  »an 
su  verfahren  habe,  wenn,  im  Falle  unter  den  drei  gegebenen 
Stocken  ein  Punkt  ist,   derselbe  sich  in  einer  gegebene«  Linie 


irelcher  drei  gegebene  Kreise  berührt.     S.  Ablheil.  « 

oder  In  der  Peripherie  eines  gegebenen  Kreises  befindet,  d.  h. 
wenn  eine  gerade  Linie  oder  ein  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte 
berührt  werden  soll. 

§.  90. 
Sind  zwei  auseinanderlegende  Kreise,  2ß  und  m,  ganz  Inner- 
halb der  Peripherie  eines  dritten  Kreises  M  gegeben,  und  ist  du 
Verlangen  gestellt,   einen  Kreis  zu  beschreiben,   der  die  drei  ge- 
gebenen Kreise  berührt,  so  weicht   offenbar  dasselbe  von  den  in 
den    §$.  19.,  -10.,  '25-,  26.    gestellten    Aufgaben    darin    ab,    dass    i 
vorliegendem    Falle  einer  der    gegebenen   Kreise  von    innen    he 
die  beiden  andern  vnn  aussen,   dort  aber  sammtüche  drei  Kreise 
von  aussei)  berührt  werden.     Es  ergiebt  sich  nun  leicht,   dass  für 
beide  Berührungsweisen  in  Bezug  auf  gleichartige   und   ungleich- 
artige Berührung  ein  gewisses  Stelle  wechseln  in  Bestimmung  der 
betreffenden   Aehnlichkeitsaxen    stalttimlct.     Wir    haben   gesehen, 
dass,    wenn    die    drei   Kreise  M,  5B,  m  ganz,  auseinander  liegen. 
Folgendes  stattfindet: 

1)  Für  gleichartige  Berührung  der  drei  Kreise,  Bestimmung  der 

äusseren    Aehnlichkeitsaxe    u%A. 

i  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  m,  Bestimmung 

•reu  Aehnlichkeitsaie  AJX 

3)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  5M,  Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  'HJi. 

4)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  7t/,  Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  A%L 

Kreises   M  zwei   nuseinandorlie- 
so  lindel  Folgendes  statt: 

1)  Für   gleichartige  Berührung    der   drei   Kreise,   Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  .1 3 1 . 

2)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  m,   Bestimmung 
Her  inneren  Aehnlichkeitsaxe  %Ji. 

3)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  3°,  Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  niJ. 

4)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  J/,  Bestimmung  der 
äusseren   Aehnlichkeitsaxe  a%A. 


Sind  aber    ganz   innerhalb  einet 
gende  Kreise  ffll  und  m  gegebei 


Die  d ritte  Abtheilnng  dieier  Abhandlung  folgt  in  einem  der  nächsten 
Hefte!  Man  wird  aber  leicht  sehen,  da»  unwohl  die  Abhandlung 
llil.  XXIV.  Vi.  XV.,  all  auch  deren  vorliegende  Forlieliung ,  jede  für 
•iefa.    ein  (i«iim  (iauie*  bildet.  Q. 
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Notice  aar  le  pure  astronomique  de  la  &oci&6  Tech- 
nomatique  ou  se  trouve  en  ce  moment  la  plus  grande 

lunette  du  monde  *). 


Die  folgende  „Notice"  ist  mir  von  Paris  aus  unter  Kreuzband 
cur  Bekanntmachung  im  „Archiv"  zugesandt  worden.  Ich  thue  dies 
gern,  aber  im  Archiv  selbst,  and  nicht  im  Literarischen  Berichte, 
wo  freilich  solche  Mittheiluagen  eigentlich  immer  ihre  geeignetste 
Stelle  finden,  weil  durch  die  Mittheilung  der  „Notice"  in  demselben 
der  Raum  für  literarische  Anzeigen,  von  denen  noch  eine  nur  zu  grosse 
Anzahl  zurück  Ist,  zu  sehr  beschränkt  worden  wäre.  Das,  wie  es  scheint, 
sehr  grossartige 

Institut  tecbnomatlciae 

befindet  eich 

Paris   Boulevart  d'Enfer  lO, 

nnd  scheint  vorzüglich  mit  durch  Herrn  Porro  begründet  worden  zu 
sein,  was  nur  ein  sehr  günstiges  Vorurtheil  von  diesem  Institute  zu 
erregen  geeignet  ist,  da  Herr  Porro  sich  schon  durch  viele  sinnreiche 
Erfindungen  bekannt  gemacht  hat.  Mehrere  derselben  kcjint  Irtan  echon 
ans  dem  trefflichen  „Cours  de  Topographie  et  de  G  6  od  4  sie 
fait  ä  l'öcole  d'application  du  corps  d'e*  tat~major  par.J.  F. 
Salneuve,  Chef  d'escadron  d'ä tat-major.  Seconde  Edition. 
Paris.  1850;**),  wo  Herr  Salneuve  in  der  Vorrede  p.  1.  es  als  einen 
besonderen  Vorzug  der  neuen  Aufgabe  seines  ausgezeichneten  Werkes 
ansieht,  kutan  er  sagt:  „J'y  ai  fjiit  de  nombreuses  additions.  Ainsi, 
je  de>,ri«   plusieurs   Instruments  inventäs  par  AT«  Porro, 


*)  II  est  enrienx  qne  cet  immense  inslrnment  ost  l'oeuvre  de  l'inventeur 
de  la*Longae-Vue  Napoleon  III,  qni  est  bien  le  plus  petit  et  le  plus 
commode,  le  plus  porlatif  de  toos  les  instrnments  d'optiqne  poar  volr  de  lein* 

•*)  Angezeigt  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXIIL  8.  825. 


lanette  i 

et,    «arloul 


tu  plus  grantle  Hineile  du  monde. 

cur  pieraoaUi«,  qoi,  k  uno  pro ton de  In- 
(  uiic  «ugncitc  merveilleme  dam  t'nppli- 
B I  p  0 1  1 1 '  1 1 1 1  ( i  1 1 1 1  r :  qu'il  (n  i  s  •  t  il  e  li  li  i 
ec  imcret,  je  yeme,  U  de«criplim 
llntlque,  ile  «a  I  o  n  e;ti  e- vue  cornet, 
i  rspparel  I  propre  n  mesurer  le« 
Der   Herumgebe 


A  l'instar  d'un  parc  d'artillerie  priSte  ä  etilrer  en  campagne, 
le  parc  attronomif/ue  de  la  sodete"  technnmatique  se  compose 
d'instruraents  acbeves  «u  en  construetinn  tres-avancee,  install^s 
sous  des  abris  plus  ou  moins  provisoires,  mais  sur  des  supports 
solides,  de  manierc  que  les  aslronrmies  puissent  les  essayer  pal 
des  observatious  reelles  et  suivtes  sur  le  ciel.  Sa  composition, 
conlinnellenient  variable,  presente  toujours  beaueoup  d'interet 
poiut  de  vue  du  progria:  raremeiil  il  arrive  qu'un  second  exera- 
plairc  dun  Instrument  ressemblo  exaetement  a  celui  qui  l'a  pre> 
cede;  toujours  on  y  remanpie  quelque  perfedionnement  no 
Teile  est  la  mission  que  s'est  donnee  la  Societe  -Tccbnouiatique, 
le  progres  de  la  science  par  celui  des  moyens  d'obser- 
ration:  l'astronomie,  la  geodesie,  la  marine,  l'.nt  militaire,  lai 
doivenl  une  foule  de  perfectionnenients  et  d  Instrumente  nouveaui. 

L'rtxposilion  universelle,  qui  a  dnnne  une  si  vrve  impulsi 
,'i  l'milusirie  et  aux  sciences,  avait  determine  la  Society  Techno- 
inatique  ä  faire  construirc  plusieurs  grands  Instruments  Gastrono- 
mie .  qne  d'aiitres  affaires  urgentes  oot  nrop«che  d'aehover  en 
utile:  Irois  de  ces  Instruments,  qui  Rgurent  aujourd'bui  da 
parc  astronoraique,  attirent  puissament  l'atleutinn  des  astronomea. 
On  reniarque,  tont  daliord  en  en  traut,  an  immense  refracteur. 
qui  ne  toudie  ä  sim  wuppnrt,  ponr  aiusi  dire,  que  par  son  oen* 
laire,  et  qui  s'elanee  dun  seul  jet  vers  les  espaces  Celestes. 

Au  sud  de  ce  refracteur,  ;i  quelques  metres  de  distance,  est 
un  pavillon  de  cinq  melres  de  diametre  et  autant  de  hauteur,  coa- 
?ert  d'un  domo  tournant  sous  lequel  est  rannte"  un  equatorial  de 
quarante-quatre  drjcl metres  de  longueur  et  de  vingt-quatre  centi- 
nielres  d'ouverture  nette  et  utile. 

Cet  Instrument,  qui  e"gale  ä  peu  pres  en  dimensions  et  i 
■llliltlli  il  celui  qn'on  appelait,  il  y  a  vingt  ans,  le  colosse  dt 
Dorpat,  parait  aujourd'blli  bien  petit,  a  cöte  de  la  grande  lunette 
qui  se  levc  au-dessus  lui;  et,  pourtant,  dans  le  cours  d'un  demi- 
swcle,    le  colosse  de  Dorpat  n  avait    et»  depasse  en    dimensions, 
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le  travail  ä  la  maiii  est  d'ailleurs  i  nullius  an  t :  ce  serait  en  v 
qu'on  aurait  construit  un  grand  instrument,  s'il  ne  penetrait  [ 
plus  efficacemefit  que  les  plus  petits  Jans  les  profondeurs  cel 
tes;  c'est  pnurtant  la  ce  qui  arrivait  avant  M.  Porro,  qui  a  in 
vente"  et  faif  construire  une  maebine  bien  simple  au  moyen  de 
laquelle  on  peut  tailler  sans  bussint  une  surface  spherique  d'un 
rayon  dünne,  puis  faire  varler  ce  rayon  par  degres  insensible! 
avec  la  plua  rare  perfection;  ce  moyen,  Joint  ä  l'eroploi  du  polyop- 
tornetre"),  pour  les  explorations  qui  doivent  prlcäder  le  taillage, 
et  ä  une  applicatioti  nouvelle  de  la  methode  de  Frisiani  en  ce 
qui  concerue  la  Verifikation  du  travail,  ä  tous  les  degres  d'avan- 
cetuent,  a  permis  d'arriver  de  premicr  jet,  saus  consulter  le  ciel, 
si  pres  de  la  perfection  que  bien  peu  de  chose  est  reste-  a  faire 
pour  atteindre  toutc  la  netfele  desirable:  de  premier  jet  ci 
lunette  a  muntre  les  plus  petites  eloiles  parfaitement  rondes  e.  _ 
dedouble  nettement  et  largeruent  dans  l'experience,  par  la  metbode 
de  Frisiani,  deux  e'toiles  artifideflet  de deux  dixiemes  de  seconde 
en  diami-lres,  separees  par  un  Intervalle  de  moins  d'une  seconde. 
L.e  temps  conslamment  enntraire  na  puint  eticore  permis  de  faire 
Bat  le  ciel  des  comparaisnns  efücaces,  mais  ü  ne  parait  pas  dou- 
leax  que,  dans  un  meilleur  climat,  en  Algdrie,  par  exempte,  cet 
Instrument  supporterait  utitement  des  gross issements  de  1500  i 
2000  fois,  et  on  ne  peut  pas  prevoir  quelles  merveilles  on  doit 
esper  iT  de  decouvrir  dans  le  ciel  avec  de  (eis  gross  issements  que 
les  immeuses  lelescopes  n  miroir  de  Herschel  et  de  lord  Rosse 
n'ont  jamais    utllement  Supportes. 

Le  montage  d'une  -i  grande  lunette  eut  presente"  des  difticul- 
tes  tres-graves,  ei  on  avait  suivi  les  systemes  en  usage,  et  il 
eut  vt4  impnssible,  d'npres  les  idees  regues,  d'en  faire  un  instru- 
ment mesurant.  M.  Porro  a  vaineu  foutes  ces  difiicultes  en  fai- 
sant  pivoter  autour  de  l'oculaire  immobile  toufe  la  lunette  equlli- 
bree  par  deux  contre-pnids:  cette  construetion,  a  la  fois  simple 
et  hardie,  permet  de  placer  confortablement  l'astronome  i 
fauteuil  pareillement  immobile,  d'ou  il  peut  observer  comiuode'ment 
vers  tous  les  points  du  ciel. 

Les  mouvements  naturels  de  1'instrument,  ainsi  que  les  moyens 
de  mesurer  sont  alt-uiiimUaux;  mais,  par  un  artilice  bien  simple, 
Taxe  optique  de  la  lunette  peut,  ä  volonte,  suivre  aussi  le  r 
v erneut  diurne  comrae  un  equatorial  et  donner,  avec  une  precision 
süffisante,    sur    deux    cercles    supplenientaires,    les    coordonnäes 


" 
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stellaires;  l'astronome  it'a  pas  besi>in  de  quitter  son  fauteuil  pour 
lire  tous  ses  cerdes,  ses  niveaux,  etc.  Cet  'Instrument  peut 
aussi,  ä  triut  instant,  etre  ameiie  rignureusement  dans  le  plan  du 
raendien  et  fnnctionner  ä  la  moniere  dun  instrumcnt  meridien  im- 
mense et  comp  [et  de  la  plus    baute  precision. 

IVlalgre  ses  lourdes  masses-  et  la  grande  longueur  du  tube  de 
cet  Instrument,  les  mesures  azimutales,  naturellcment  iniU|)endan- 
tes  de  la  refraction,  sont  ici  aöiofues ,  c'est-ä-dire  qu'clles  sont 
ind^pendantes  de  Tescentricite,  de  la  fici-lion,  etc.,  grace  aui  moyen» 
aus6i  noiiveaux  (jue  precis  par  lesquels  la  lignc  de  »isöe  de  la 
lunette  est  mise  optiquemtnl  en  rapport  im  media  t  avec  les  lignes 
fixe«,  la  meridienne  et  la  verticale.  II  en  en  est  de  nieme  des 
apozeniths,  ä  la  refraction  pres;  les  aslronomes  savent,  d'ailleurs* 
et  Sawitch  a  demontre  que  les  mesures  azimutales,  seules  in.lt-- 
pendantes  de  la  refraction,  peuvent  entrer  avaotageusement  et 
pour  um.'   tres-grande   pari  dans  I'etude  du  cid. 

En  un  mot,  ce  n'est  pas  sculement  par  les  dimensions  et  la 
puissancc  optique  que  cct  Instrument  laisse  de  beaucoup  derriere 
iui  tout  ce  qui  a  ete  lail  jusqu'ä  ce  jnur,  c'est  eneore  par  les 
rnoyens  entierement  uouveaux  de  mesure,  dont  la  precision  est 
iiicomparableiuent  supcrieure  ä  etile  de  tous  les  instrumenta  <ou- 
nus.  II  est  ä  desirer  que  cct  instrumcnt  soll  bien  vito  acherd 
et  passe  bien  vite  dans  les  mains  de  quclqne  liabile  astronome 
qui  en  tire  pour  la  science,  et  pour  la  gloire  du  siede,  tout  le 
parli  dont  il  est  susccptible;  la  moderalion  du  prix  (160,000  fr.), 
comparntivemeiit  ä  celui  de  la  desormais  fort  petite  lunette  de 
Poulkova  (90,000  fr.),  le  met  ä  lu  portee  non-seulemenl  des  gou- 
vernements,  mais  d'un  bon  nombre  aussi  de  riebes  ainateurs. 

L'equatorial  e"tabli  dans  le  pavillon  au  sud  egale,  nvons-nous 
dit,  en  dimensions  et  en  puissanee,  le  ei  -  devaiit  Colone  de 
Dorpat,  mais  il  presenlc  quelques  particulaiites  remarquables  et 
tout  d'abord  son  elegante  simplidle. 

Les  rolations  de  cet  instrumeut  sont  spberinues,  et  la  Irans 
missiou  du  mouvemeiit-diurtie  se  fait  par  l'adherence  de  deui 
turfaces  spherifpjcs.  —  II  n  y  a  pas  de  contre-poids  d'allego, 
mais  l'huile  lubrilicatrice  qui  est  introduite  avec  pression  en  lient 
lit'u  avec  arantage:  le  niouvement  d'horlogerie  y  est  rcuiplace 
pat  un  pelit  moteur  hydrauliujue  d'uue  construclion  particuliere; 
les  dispusitions  en  sont  commodes  et  convenables. 

Toutes  ces  combinaisons  sont  telles  qu'elles  eludent  les  defauts 
de  l'usure,  que  nieme  ces  mec-auisines  se  perfeetiorineraient  d'eux- 
menie  par  l'usure   s'ils  netaietit   dejä   parfaits. 
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La  Eunette  zenitbate  vient  d'etrc  achetee  par  un  astronome  dea 
plus  distingues,  mais  eile  Gera  bientät  remplacee  par  une  autre 
pareille:  eile  a  18  decimetres  de  lonjrueur  et  un  decimetre  d'ou- 
verturc:  etle  est  construlte  d'apres  le  principe  cathvalique  de 
M.  Porro. 

Cet  instrument  (tonne  ä  tout  instant,  sans  Inversion  et  Sans 
niveau,  le  Heu  absolu  du  lenith;  il  permet,  en  consequence,  de 
determiner  avec  la  plus  grande  predsion  et  dana  un  temps  tres- 
court  la  latitude  et  le  temps. 

Quoique  non  encore  cnlierement  aeheves  tous  ces  instrumenta 
MMlgnmt  dejä  assez  hautemerit  de  leur  extreme  bontä  et  prf* 
cision  pour  que  nul  doute  ue  j  misse  rester  sur  leurs  effets. 

Le  pari;  astronomique  de  la  Sociale  Technnmatlque  prendra 
bientut  la  prnportion  et  les  qualit^s  d'un  observatoire  tres-impor- 
tant  dans  loqitel  les  instrumenta  seront  rempln  ces  an  für  et  ä 
mesure  de  la  vente:  un  astronome  y  sera,  dÜ-on,  attache  qui, 
etudiant  avec  intelligence  et  contimiite  les  effets  et  les  delauts  des 
Instruments  de  tnute  espece,  permeltra  ä  la  France,  sous  ce  rap- 
port,  d'atteindre,  par  les  ateliers  de  construclion  de  celte  sockte, 
ane  superioritö  qui  lui  etait  depuis  lungtemps  conlestee. 

On  nnus  laisse  esperer  aussi  que  ce  parc  astronomique  sera 
ouvert,  moyennant  une  retribution  modique,  aux  astronomes  amä- 
tcurs  qui  voudraient  y  Caire  des  dtudes  speciales,  ainsi  quam 
Colleges  et  aux  inslitutions  qui  voudraient  donner  ä  leurs  eleves 
quelques  lecons  pratiques  sur  l'usage  des  Instruments  d'astrono- 
mie  de  geodesie  et  de  marine. 

Nnus  terminons  en  falsant  des  roeux  pour  que  la  France, 
qui  s'est  laisse'  enlever  par  l'Aisgleterre  les  deux  seuls  grands 
ohjeetifs  qu'elte  ait  produit  *)  durart  In  premiere  moilie  de  ce  siede, 

«laisse  pas  aussi    passer  ä  l'etranger  cet  admirable  Instrument. 
E.  B. 


Dai  mir  iiij-eiandte  PteUTermirhiiiH  theilo  ich  im  Folgenden  pl 
falU  mit.  Dar  H e rnu.gobe r 

Grand    reTracteur    astronomique    de   cinquante- 
deux  centrimetres  d'ouverture  nette  et  utile, 


•)C, 

■   fsil   de  pi 
aiam*trc,   < 


" 
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et  de  qoioze  m&tres  de  foyer  monte*  en  alt-axi- 
mut,  donnaat  par  mesure  exacte  et  absolue  l'azimut, 
et  l'apozänitb;  donnant  aussi  sur  deux  cercles  sup- 
pltfmentaires,  l'ascension  droite  et  Ia  declioaison:  Ia 
Lunette  peut  suivre,  par  un  mouvement  composä,  Ie 
moaveraent  diurne:  l'astronome,  confortablemeüt  sta- 
bil dans  un  fauteuil,  peut  diriger  l'Instrument  vers 
tous  les  points  du  ciel,  et  lire  sans  se  d^placer  les 
cercles  et  les  niveaux;  assortiment  d'oculaires,  de 
micrometres,  etc. 160,000  fr. 

Instrument  äquatorial  de  ringt -quatre  centim&tres 
d'ouverture  et  de  quarante-quatre  deVimetres  de  foyer, 
rotations  spheYiqaes  perfectionn&s,  all&ge  &  pression 
d'huile:  mouvement  diurne  spontan^,  acaortiment  d'ocu- 
laires, micrometres  k  double  effet,  cercles  boraires 
et  de  d^clinaison  de  cinquante  centimetres*  apparell 
pour  diminuer  Ia  fleclion,   et  accessoires 90,000  fr. 

Cef  Instrument  est  ä  peu  pres  pareil  ä  celui  com- 
mandS  par  le  Gouvernement  frangais  pour  l Itcole 
normale  sup&rieure  de  Paris,  mais  non  encore  achevi 
pour  des  motifs  de  finance  indipendants  de  tlnsti-  " 
tut  Technomatique. 


&ont  en  eonstruetions 

Un  ReTracteur  de  quarante  centimetres  d'ouverture, 
suivant  le  montage  qul  sera  demande*   .    .    40,000  k      60,000  fr. 

Un  Rtfflecteur  de  vingt-sept  centimetres  d'ou- 
verture 8,000  fr. 

Un  Cercle  me>idien  cathyalique  coraplet  avec  lu- 
nette de  16  centimetres  d'ouverture  k  mesures  absolues .     22*000  fr 

Piasieurs  autres  Instruments  de  plus  petites  di- 
mensions  construits  d'apres  les  perfectionnements  les 
plus  rtfcents. 
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XX. 

Schreiben  des  Herrn  Oberlehrers  Dr.  H.  Birnbaum 

in  Braunschweig  an  den  Herausgeber  über  eine 

Eigenschaft  des  Kreises. 


Sie  haben  auf  S.  231.  im  zweiten  Helfe  des  25sten 
Tbeils  Ihres  Archivs  eine  neue  Eigenschaft  des  Kreises  ent- 
wickelt, welche  gewiss  vielfache  Beachtung  gefunden  haben  wird, 
aller  ganz  besonders  mich  lebhaft  inleressirte,  da  ich  kurz  vor 
dem  Lesen  Ihrer  vortrefflichen  Arbeit  auf  einem  ganz  andern  Wege 
au  demselben  Resultate  gekommen  war.  Vielleicht  macht  es  Ihnen 
Vergnügen,  mein  Verfahren  auch  kennen  zu  lernen,  und  ich  er- 
laube es  mir  daher,  dasselbe  Ihnen  hier  zur  Mittheilung  zu  bringen. 

II.  Ich  ging  von  folgendem  Salze  der  Elemcntargeometrie  aus: 
„Wenn  bei  einem  Dreiecke  die  eine  Seite 
nach  eben  dem  Verhältnisse  gctheilt  worden 
ist,  in  welchem  die  andern  beiden  Seiten  zu 
einander  stehen,  so  halbirt  die  gerade  Ver- 
bindungelinie zwischen  dem  Theilungspunkte 
und  der  gegenüberliegenden  Winkelspitzo 
den  hier  vorkommenden  Winkel  des  Drei- 
ecks;" —  (oder  auch  umgekehrt) 

und  ich  legte  mir  nun  die  Frage  vor,  was  wird  das  für  eine  krumme 
Linie  sein,  welche  die  gegenüberliegenden  Winkelspitzen  von 
allen  Dreiecken  in  sich  schliefst,  wobei  jedes  Mal  die  beiden  an- 
dern Seiten  in  demselben  Verhältnisse  stehen,  als  die  erste  un- 
veränderlich fest  gewählte  getheilte  Seite.  Die  Beantwortung  er- 
gab einen  Kreis.  Es  sei  ABC  O'M'.IX  Fig.  1.)  ein  solches  Dreieck, 
wobei  ACm  B  so  getheilt  ist,  dass  AB:BC=  AD-.DC.  Denkt 
man  sich  nun  AP,  DC  veränderlich,  während  die  in  B  getheilte 
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Seite  AC  unveränderlich  dieselbe  bleibt»  so  läset  sich  zeigen, 
dass  der  Punkt  D  bestfindig  in  der  Peripherie  eines  unwandelbar 
festen  Kreises  gelegen  ist.  Denn  nennen  wir  BC=a,  AB=b 
und  beziehen  D  auf  rechtwinkelige  Coordinaten  x,  y,  die  in  B 
Abscissenanfang  und  längs  ABC  die  Abscissenrichtung  haben» 
so  ist 

AD=V{b  +  x)*+lj*f    DC-  V(a  — *)a  +  y* 
und  mithin: 

V(b  +  x)*+y*:V(a--  ar)2  +  y»  =  6:a, 
wörtrus  leicht  zo  folgern»  dass  ■;.-,-.•• 

y*  =         p»^a« W 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebtsich  nun  sogleich»  dass  y=0,  wenn 

iv         /\      i      «V          2ö6       -,  .  M               ab  .  .  rb 

1)  #=0  oder  2)a?  =  x •    Setzt  man   £ =r»  so  ist  a=v-r- ; 

und  substituirt  man  diesen  Werth  für  a  in  (1)»  so  kommt     , 

also  die  Gleichung  für  den  Kreis»  dessen  Radius  e=r  °^er=r)Cr*  ***• 

2.  Als  ich  mm  so  leicht  zu  diesem  Resultate  gekommen  war» 
so  machte  ich  mir  Hoffnung»  auch  auf  dem  Wege  der  Analyst* 
der  Alten  rein  durch  elementare  Construction  zum  Ziele  zu  gelangen. 

i.  Im  &ADC  (Taf.  IX.  Fig.  2.)  sei  wieder  AD:DC=AB%BC 
und  D  mit  B  durch  eine  gerade  Linie  verbunden»  wodurch 
ZCAB  =  BDA  wird.  Macht  man  dann  j£BDE=  ÜBE,  so 
ist  DE—BE  und  j£EDC=EAD,  also  auch  &EDC  dein 
,£^EAD  ähnlich.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  letztgenannten  Drei- 
ecke folgt  AD:DC=AE:DE. 

Jetzt  denken  wir  uns  ausser  D  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  noch  einen 
beliebigen  zweiten  Punkt  F  über  ABC  so  gewählt,  dass  eben- 
falls FA:FC=AB:BC,  und  also  die  Linie  FB  den  4.AFC 
auch  balbirt  Auch  denken  wir  wie  vorhin  ^BFG—'FßG ,ge- 
.macht,  wodurch  dann  ebenso  das  &  G FC  dem  &GAF  ähnlich 
_aein  müsste.    Wir  hätten  daher 

AD.DCzzAE.DE 

und 

••■■.:  AFFC=AG:FG,  ■      <•:;•-,    .. 
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woraus  AE\DE*=  AGiFG  folgt,  weil*  die  ersten  beiden  Ver- 
baltnisse der  vorstehenden  beiden  Proportionen  s±AB:BC  iiacb 
der  Voraussetzung  sind. 

In  AE:DE  =  AG:FG  fär  DE  das  gleiche  EB  und  för  FC  das 
gleicherer  gesetzt,  qiebt  AE:EB= AG:  BG;  hieraus  leitejt  man  ab: 

(J£— EB):EB=z(AG— BG):BG 
oder 

AB:EB=AB:BG 
und 

AB:AB=EB:BG. 

Da  aber  diese  Proportion  nur  wahr  sein  kann,  wenn  BG  =  BE 
ist,  so  fallt  #3  in  J5,  also  müssen  alle  Punkte  D,  F....  mit  2? 
in  der  Peripherie  des  Kreises  liegen,  der  um  E  als  Mittelpunkt 
und  mit  EB  als  Radius  beschrieben  wird.  Man  findet  EB  nach 
der  Proportion  (AB  -  BC).BC=  AB.EB,  die  sich  von  AD.DC 
•=zAE:ED   leicht  ableiten    lässt. 

3.  Jetzt  auch  die  Synthesis.  Wählt  man  eine  beliebige  ge- 
rade Linie  AC  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  und  theilt  dieselbe  in  B  nach  irgend 
eioem  Verhältnisse,  verlängert  dann  BC  über  C  hinaus  nach  D, 
so  dass  (AB—BC):BC=AB:BD  ist,  und  beschreibt  um  D 
als  Mittelpunkt  mit  DB  als  Radius  einen  Kreis»  so  lässt  sich 
zeigen,  dass,  wenn  man  irgend  einen  Punkt  E  der  Peripherie 
dieses  Kreises  mit  A  und  C  durch  gerade  Linien  verbindet,  diese 
Verbindungslinien  EA,  EC  immer  in  demselben  Verhältnisse  wie 
AB,  BC  zu  einander  stehen. 

Aus  (AB  —  BQ:BC=AB:BD  folgt  AB:BC=AD:BD 
oder  auch  AB:AD=BC:BD,  so  wie  aus  dieser  (AD— AB):  AD 
=z(BD  —  BQ:BD  oder  BD.  AD  =  CD.  BD  oder  AD. BD 
=  BD:  CD  folgt.  Setzt  man  fär  BD  das  gleiche  ED  an  den  Platz, 
so  wird  aus  dieser  letzten  Proportion  ADiDE  =  DE:CD.  Rich- 
tet man  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  die  beiden  Dreiecke  ADE, 
EDC,  so  haben  sie  den  Winkel  an  D  gleich  und  die  u  rasch  lies 
senden  Seiten  proportionirt  und  sind  daher  einander  ähnlich.  Aus 
der  Aehnlicbkeit  dieser  Dreiecke  folgt  die  Gleichheit  der  gleich* 
liegenden  Winkel  EAD  und  CED.  Es  ist  aber  AEBD=BEA 
+  EAB,  und  da  EBD—DEB,  so  ist ,auch  DEB^BEA+JEÄk, 
oder  DEC+CEB  =  BEA  +  EAB;  nimmt  man  hiervon  die  vorhin 
gleich  gefundenen  .Winkel  DEC,  EAB  hinweg,  so  bleibt  noch 
CEB—BEA.  Mithin  ist  im  Dreieck  CEA  die  Linie  EB  die  Hai- 
birungftQtfe  des  Winkels  CEA,  von  dieser  weis*  man  aber,  dass  sie 
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<M*  gegenüberliegende  Seite  des  zugehörigen  Dreiecks  jedesmal 
nach  demselben  Verhältnisse  theilt,  in  welchem  die  beiden  andern 
Seiten  zu  einander  stehen,  dass  sich  also  AEiEG^dBiBC  verhalt. 


Die  hier  besprochene  Eigenschaft  gilt  übrigens  nicht  blos  ffir 
den  Kreis ,   sondern  auch  für  die  ganze  Kugel,   welche  mit  dem 

betreffenden  Radius  rz^rr beschrieben   wird.     Auch   will  es 

6  —  a 

mir  scheinen,  als  wenn  sich  dieser  Satz  zu  katoptrischen  Zwecken 
praktisch  fruchtbar  machen  lasse.     Doch  davon  vielleicht  später. 


Ueber  den  Potenzialaasdruck  ((1))*. 

Von 

Herrn   H.  Kinkelin, 

Besirktlehrer    sa    Aar  barg    im    Canton    Aargau. 


§.   1. 

Bei  Gelegenheit  der  Ausarbeitung  eines  Aufsatzes  über  Funk- 
tionshesÜimmungen  gerieth  ich  auf  den  Ausdruck  ((1))'.  £>a  mir 
keine  direkte  Ableitung  desselben  aus  der  Natur  der  Einheit  be- 
kannt war,  so  hielt  ich  es  für  nicht  ganz  nutzlos»  die  nähere  Be- 
stimmung desselben  und  Zurückfuhrung  auf  den  bekannten  Aus- 
druck Cos2knx  +  iS\n2k7ta:  auf  direktem  Wege  zu  versuchen. 
Was  ich  gefunden»  mag  hier  folgen. 

Unter  ((!))*  verstehe  ich  mit  Cauchy  irgendeinen  fmaginfr 

reo  oder  reellen  Wertb  der   -ten  Wurzel  aus  der  Einheit    \jpi+. 
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bekannt,  ttsst  sich  jede  Vieldeutigkeit  einer  Funktidn  durch  ein- 
deutige Ausdrücke  wiedergeben,  welche  veränderliche  ganze  Zah- 
len enthalten,  welche  wir  Indic'es  heissen  wollen« 


t . 


§.  2. 
Dem  tebengesagten  zufolge  Ist  also  diätfbrm  Von  ((l))*:"1  '" 


((!))*  =  g>*(ar)  +  »>*(*) ,    wo   i=V-I,  (1) 

und*  wo  k  den  Index  bedeutet.  q>k(x)  und  t//*(jr)  sind  dabei  reelle 
BvnktkfoeB'»  um  deren  nähere  Bestimmung  es  sich  nunmehf  Han> 
delt,  so  zwar,  dass 


/  .  i\  t  i     'I' 


\  ^O*)  +  tyoO*)  =  1  v  (2) 

ist    Diesem  zufolge  ist  ajsq 

welche  Ausdrücke  von  x  unabhängig  sind. 

Stellt  x  eine  ganze  Zahl  fi  vor,  die  auch  Null  sein  kann,  so 
wird  ferner  .  #  .    rü  ; 

'  ((1))/!=  lsSJ^tf   +  ty*(ji), 

woraus  ,    >; 

folgt- 

Es  sin^  also  g>k(x)  und  tyk(x)  periodische  Funktionen,  d.  b.  Jedes- 
mal, wenn  x  einen  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahl werth  .er^ 
hält,  geht  q>k(x)  durch  1  und  tyk(x)  durch  0.  Es  hat  also,  wenn 
wir  zuerst  die  Funktion  tyk(x)  ins  Auge  fassen,  die  Gleichung 
^/t(ar)  =  0  die  Wurzeln 

.    f     .,r-3,  -2,  -1,  0,  +1,  +?,  ,-jh3,...Ml..        W 
und  es  ist  daher 

.(x  +  l)V(ar  +  2)V.(a:  +  3)V (5). 


,     '        w      ■  .    ...... 


wo  ftx)  eine  Punktion  von  x  ist4,  die  ftir  keinen  der  in  (4)  ange« 
getanen  Werthe  von  x  verschwindet  Wa*  die  Exponenten 
lot  h »i  **••*.. »A/,  V»  V>  ••••  betrifft,  so  wird  die  später* 
Untersuchung  Näheres  ergeben.  .  «.  ■•.  i-.-r-    .r.ui  u- -..-■ 
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$.3. 

Multiplizirt  man  die  Gleichung  (1)  mit 

((l))y  =  g>jfc(y)  +  t^*(y), 
wobei  der  nemlicbe  Index  angenommen  wird,  so  erhält  man: 

(6) 

* 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  das  Imaginäre  vom  ReeUeo  ge- 
trennt wird: 

|  O 

^(o?).9*(y)+9*(^)-**(y)=**(*+y)- ' 

Wird  hier  y  als  ganze  Zahl  p  angesehen,  so  erhält  man  mit 
Zuziehung  von  (3): 

und  umgekehrt:  #  }  (8) 

<pk(x  —  (»)  =  <pk(x) ,    tyk{x — fi) = t//*(or) ; 

wodurch  sich  <?*(#)  und  ty*(a*)  als  vollkommen  periodische  Funk- 
tionen in  x  herausstellen,  die  bei  einer  Vermehrung  oder  Ver- 
minderung von  x  um  eine  ganze  Zahl  denselben  Werth  anneh- 
men, wie  vorher.  Mao  hat  somit  bloss  nöthig,  die  Werthe  von 
a>*(j?)  und  tyk(x)  von  x=0  bis  j=1  zu  kennen,  um  sofort  auch 
die  für  alle  anderen  Argumente  zu  erhalten. 

§.  4. 

Aus  der  Theorie  der  Gleichungen  weiss  man,  dass  auch 

((l))'=a^*)  — tytf*)-  '     ■  ' 

x  , 
Bedenkt  man  nun,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  y*=  1  in  y 

x 

auch  zugleich  Wurzeln  der  Gleichung  (-j  =1  oder  y~i=l  sind, 

so  folgt,  dass  auch  w(—x)  +  ii>k(—x)  Wurzel  eben  der  entern 
Gleichung  ist.  Es  kann  aber  letztere  Wurzel  mit  (pk(x)  +  fyk(x) 
nicht  identisch  sein,  weil 
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■  ,   ?Ü 


welches  nie  gleich  o>*(*)  +  ty*(*)  sein  kann;  es  muss  also 

a>*(~  x)  +  *♦*(-- x)  ss  ?*(*)-  ***(*) 
d  h.  es  ist  ;    > 

o>*(—  #)=+9*(*)> 


[—  #)  =  —  ^/*(tf).     5 


„ , (?) 

Seist  man  aber  in  der  ersten  Giekirang  in  (7)  y=  —  xt  so  kommt 
wegen  der  Gleichung  (3); 


i 


I  ■  "    *  ■ 

oder  also  wegen  (9): 

{?*(*))*  + l**(*)la=  I.  (10) 

...  .♦..,■ 

Und  subetituirt  man  endlich  in  (7)  — -y  lury,  so  kommt. mit  Hülfe 
▼on  (9): 

f  Ol) 

♦*(*— y)  =  ^*(*)g>*(y)— ?*(*)**(y)-   * 


$.  5. 


,.».  i 


Ehe  nun  sur  Entwickelang  von  q>k(x)t  i>k(x)  in  ihrer  Abhfin- 
glgkeit  von  «geschritten  wird,  muss  zuerst  ihre  Abhängigkeit 
von  k  ermittelt  werden.    Zu  dem  Ende  ist 

«i>y  =  «i*)ys 

also 

\ 

^a«)  +  ^i(f»)==l9)»(^)+t>*(*)K         '      (12) 

wo  p  sine  ganze  positive  Zahl  Torstellt    Setzt  man  hierin  —  x 
anstatt  x  und  bedenkt  die  Gleichung  (9),  so  wird 

*>*(—  ***)  +  ***(—  I**)  =  1 ?*(*)  -  ***(*)  r". 
oder  da»  wenn  (10)  in  zwei  Faktoren  aufgelöst  wird: 

***)-**<*)  =  fM  +  fyfry  (W) 

so  ist 
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Diese  Gleichung,  mit  (12)  verglichen,  begründet  die  Behauptung, 
dass  dieselbe  auch  noch  Jfir  negative  ganze  fi  gift. 

Macht  map,, pon  in  (13)  k=l,  ao '.erkalt  nbftt  ••  ■-'■■•■ 

KQue)  +  »^i(jur)  =  { <h(*)  +  ife(«)  V. 
ücberlegt  man  nun,   das«  ((!)>«*  =  ((!/«))*  =  ((!))*  ist,  •*  fct  als» 

oder  knra 

.  (0))»  =*&»*>  + *»(»«»),     >  ••••     •-.  (U>. 

wo  ft  alle  positiven  und  negativen  Zahlen  werfte  annenmen  kann. 
Vertauscht  man  endlich  in.  letzter  Gleichung  prait  A,  so  stellen 
sich  die  beiden  Bestimmungen  heraus: 

»  (■      •'•!/'      <i/.Ji.      ^t|n 

tpt{x)  =  q>(ks) ,    tyk(x)  =  Hf(kx).  (15) 

Die  Gleichung  (12)  gilt  mit  gewissen  Modifikationen  auch  för 
gebrochene  Wertbe  von  p,   denn  aus  der  identischen  Glfelchutig 


XV 


(d))^=(((a))*)y 

folgt: 


—)  + 1>  (— )  =  t  *(**)  +  *Kk*)  |*  ((!))/- 


oder 


•-     » 


i»^*'*(^if*C^+'*C^>-i««*«ÄA 


•'-'jj. 


oder  wegen  Gleichung  (6) : 

allgemein,  wenn  «för  -   geschrieben  w.r<J>:  >  .<•        !»,i:!  ■,.  }ui,,r 

r 

9ty(A*  +  *0)+ty(sKA*+#))^ 

Setzt  man  nun  ttoch  *-  anstatt  Jr^  und  k  anstatt  Jf;   so  kamnVt 
endlich  : 

<rbr(* + *)) + ty(y(*-M))  =  l  <p(*) + ty(*)l»,      (W) 

welches  die  aogekOj^ig^Gleicliung  ist    ^  wird  imjner  als  reelle 


i^ 


Xtnkeiln:    Veter  den  Poteniatousdruck  ((1))»,  800 

Zahl  betrachtet;*  mao  kaoo  daher  nach    derselben  differenziren. 
Thut  man  dies,  so  kommt  nach  der  Bezeichnung  Cauchy's: 

*>f*<P(&* + yk)  +  i.  Dp,  y(yx  +yk) 
=  {q>(x)  +  iil>(x)\y-l{Dx<p(x)  +  i.Dsil>(x)) 
oder 

Dyx<p(yx  +  yk)  +  i.Dyx1t{yx+yk)  * 

=  I ?((y- 1) (*  +  *'))  +  *K(y-i) (*  +  *0) )  l />*?<*)+*.  *>**(*) I- 

Mnltiplizirt  man   recbterhand  ans  and  trennt  das  Imaginäre  vom 
Reellen,   so  erhält  man  hieraus: 

(17)  , 

iWKfäHf*) = DM*)  •  9<(y-l)  (*+*'))  -/>*«<*)  .««y-l)  (*+*')). 
Dpqfyx+sk) = DM*)  •  vK(y-D  (*+*'))  +DM*)  •  v((y-l)  (*+*')). 


§•  6- 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (17)  können  nun  gebraucht 
werben,  um  sowohl  <p(x)  als  ty{x)  in  Reihen  nach  x  zu  entwickeln. 
Vorerst  muss  von  denselben  bemerkt  werden,  dass  sowohl  k  als' 
k  ganz  beliebige  ganze  Zablwerthe,  die  Null  mitbegriffen,  an- 
nehmen können.  Legt  man  ihnen  den  Werth  Null  bei,  so  erhält 
man  als  Spezialisirung: 

D$s  <p(yx)  =  Dx<p(x) .  <p(yx — x)  —  D**l>(x)  .y(yx-x), 

Dv*H>(yx)  =  Dx<p(x) .  y(yx  —  or)  +  Dgy(x).<p(yx—x). 

Setzt  man  hierin  ar=l  und  abkürzend 

(ArpOr))*==i=s<i,    (^^(«»^-aÄ*; 
so  wird  erhalten: 

Dy(p(y)  »  <r?(y  —  ])— ty(y— 1), 

J^to)  =  «*(y  - 1) + *<p  (y — 1) ; 

oder  mit  Zuziehung  von  (8): 

Dy<p(y)  =  aq>(y)  —  ty(y) , 
Dtri>(y)= a1>(y)  +  by(y) . 

Hierin  sind  nun  a  und  b  näher  zu  bestimmen.  Differenzirt  man 
su  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (10)  nach  x  und  ersetzt  x  durch 
y,  so  wird: 
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Werden  in  diese  Gleichungen  die  ehen  gefundenen  Werthe  voo 
Dy<p(y)  und  Dtff(y)  eingesetzt ,  so  ergibt  sieh« 

«!(9<y))»+(tKy))a}=0, 

woraus  a=0  folgt,    da   {9>(y)}a  +  {^(y)}a  =  l-    Somit  ist  endlich 

oder,  wenn  y  in  j:  umgetauscht  wird, 

Z>*9(jt)=— 6.t(*)> 


•  *  • 


Z>jr^(ar)=  +  6.  eX*)-   5 


(18) 


Man    erh&lt   demnach    nach   dem    Maclaurln'schen    Lehrsätze 
mit  Hfllfe  der  Gleichungen  (8)  und  (4) : 


6»**     b*j+     6«*« 
<p(x)  =  l 2T+"~4J         «""*"-'•' 

b*x*    b*x*    b*x* 
1>(x)—0x gp  +-gj gT+-#» 

in  welchen  Formeln  nur  noch  6  unbestimmt  ist. 


(19) 


{.7. 

Wir  gehen  nun  Ober  zur  Bestimmung  von  6.  Zu  dein  Ende 
bemerkt  man  aus  der  zweiten  Gleichung  in  (19),  dass  in  i>(x)s 
6  als  Faktor  von  x  auftritt  Gelingt  es  daher,  y{x)  in  Faktoren 
zu  zerlegen  und  b  "auszuscheiden,  so  hat  man  dann  nur  nöthig, 
dem  x  einen  bestimmten  Werth  beizulegen,  um  sofort  6  zu  er- 
balten. Wir  wollen  daher  untersuchen,  fflr  welche  Werthe  von  x 
y(x)  =  0  werden  kann. 

Es  sei  also  a  ein  solcher  Werth,  dass 

if>(a)  =  0,  so  muss  wegen  (10)  y(o)=±l 
•ein.    Die  Gleicbongen  (7)  ergeben  nun  för  y=x: 


}  .,....'P 


^(2*)*9f»(a:).iK»); 
and  also 
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9(2«)  =  1,    *(2a)=0. 


Letzteres  trifft  aber  nur  dann  ein,  wenn  2a  eine  ganze  Zahl  Ist, 
d.  h.  wenn  2a=k  oder 

•  =  |.  (21) 

so  lange  wir  x  als  reelle  Grösse  betrachten.  Unter  der  Voraus- 
setzung also,  dass  x  reell  sei,  bat  die  Gleichung  ^(j?)±=0  bloss 
die  Wurzeln 

?  2      -1     O     -J-!     J.2      4-? 

••••»         2'   """" 2*        5*  "2*       2*        9»,,#*» 

und  folglich  bat  t/;(a?)  bloss  die  Faktoren: 

3  2  1  12  3 

....,  ^  •  2'  ^  ■  2*  *"*"5*  *f  ^"""2*  *~~2'  **"-5#»«««t 

und  somit  ist 

1  3 

<tfx)  =/&r) .  **o  (x  —  |)A»  (ar— 1)**  (*  —  £)*■{«— 3)*s... 

•  (*  +  g)**  (*  +  1)*  (*  +  3)M*+2)»« 


•••• 


Aus  der  Bestimmung,  dass  ty(x)=z—ip(—x)  ist,  entnimmt  man, 
dass  die  resp.  A*=  v*  sein  müssen;  ferner  folgt  aus  der  zweiten 
Gleichung  (19),   dass  Ao=l,  nnd  somit  ist  nun 

(22) 

^#)  Ist  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x,  welche  nur  för  ima- 
ginäre Werthe  von  x  Null  werden  kann.  Um  sie  näher  zu  be- 
stimmen ,  stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an.  Es  sei  jf  +  « 
ein  imaginärer  Werth  von  x,  so  ist 

oder 

((!))*+*<  k  {?(*#  +  fyikg))  [<p(kri)  +  *K&0}. 

Aus  den  Gleichungen  (19)   ersieht  man  aber,   dass  <p(Ja£)  und 
fy(*jt)  reell  sind.     Man  setze  daher 

9(An}  +  MfaÖ  =*(**), 


»o  wird 

und  folglich  för  ar  =  y  +  it: 

9(*ar)=9>(*y).^(*x), 

iK**)  =  ^/(*y).*(fc). 

Im  FaU  also >&  imaginär  wird,  lassen  sich  <p(tx).  und'.^A*)  ip 
zwei  Faktoren  trennen,  von  denen  der  eine  nur  den  reellen  Tbeil 
y>n  x,  der  andere  nur  den  imaginären  enthält.  ty(kx)  kann  da- 
her Null  werden,  entweder  wenn  ^>(Ay)  =  0  oder  wenn  <fr(Axj==0. 
Findet  Letzteres  statt,  so  wird  auch  <p(kx)=Of  welches  aber  mit 
y(kx)  =  0  wegen  Gleichung  (10)  nicht  zugleich  statthaben,  jkann. 
Ea  kann  also  ty(kx)  nur  Null  werden  in  Folge  von  ty(ky)  =  0»  d.  b. 
nur  für  reelle  Werthe  Von  x.  Folglich  ist  f(x)  keine  Funktion 
von  x,  sondern  bloss  eine  Konstante,  und  somit  geht  (22)  über  in 

y{x)=B.x\y-x\  T^*)    V2~V   i# \2+V    \2+V    \8"*/  "' 

Dm  Ai,  Aj,  As,....  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  der  zweiten 
Gleichung  10  (7)  y  =s  J,  so:  kommt  wegen  (21) : 

,.    .  ....  *(*  +  ^=-*(*).   It .,,.,.:,  ,..:     ,,(23) 

Tauscht  m.an  daher  in  obiger  Formel  für  ty(&)  x  \a  a^A^nm, 
so  kommt: 

Daher  tat  durch  Vergteichung .  dieser  Umgeformten  mit  der  Ur- 
sprünglichen: 

1  ss  Af  «J  Ag  ^s  Ag  ^2  A4.  •  •  • , 

also  endlich 


;»" 


:-.(i+*).\ß  +  *)A(J  +  *)"- 
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Dividirt  man  hier  beiderseits  durch  xf   setzt  alsdann  x~0  und 
bedenkt,  dass  aus  (19) 

\m\        =6      :   .  (24) 

folgt,  so  erhält  iian. 

,  *  I       »  •  •  9  ' 

__.  2».2a.2».2»..l. 
*-*'l*.2V3».4«....' 

so  dass  nun  durch  Substitution :       . 

(ix)*  (2x)%  (2x)*         , 

^)=6^.(l_^-)(l_^-)(l-^).;v.  •"  (25)' - 


,   ! 


§.  8. 

Dem  Eingangs  des  vorhergehenden  Paragraphen  Gesagten  ge- 
mäss hat  man  nun  nöthig,  einen  Werth  von  ty(x)  für  ein  bestimm- 
tes x  zu  kennen,  der  von  Null  verschieden  ist  Suchen  wir  da- 
her «Jien  jVy^rtb  c(  von  xA  .für  welchen ty(j:)==l  wird.,  fp  ^t  also 

w^«äs  :  .,;.       .  .'.  .,:,;;.  ; ... '  *; ;,.;"..  \v;. . ;.,  „ 

somit  nach  (20):  * 

^(2«)=0,    9(2«)  =  — I. 

Letzteres  findet  aber  nach  (21)  statt,  wenn  2a=g,  also  muss 

i 

•  i  -fi  ;*i ».  ••    •  •     '       '•   •    i  -  ••  •  *•••■  '   T  f? 

sein.     Setzt  man  also  in  (25)   *=i»    80  erhält  man: 


6= -A j— - — T-1 i =6.283185307.  (27) 

v  r  i  i  .  .      _ 


Eleganter  wird  der  Ausdruck  fär  6  erhalten,  wenn  man  i^x) 
umwandelt' in'  "     "  -"'    " '"      • '"'- 

(      ^)=:*.*(r-^)(i-^)(i-^a-f^)..y 

('.    .)        a+T)(»+^)!(i+^)(i.+^)«" 
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l=5(l-i.'(l-J).(l-J).a-J)-. 


oder 


oder  endlich 


.(l  +  J).(l+J).(l+J).(l+g).... 


.      61357      357» 


. A  2.2.4.4.6.6.8.8.... 

6~41. 3. 3. 5.5.7.7.9....'  (2y) 


dessen  Gesetz  leicht  zu  übersehen  ist. 


§.  9* 


Hit  Hülfe  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Re- 
sultate Iftsst  sich  nun  leicht  auch  <p(x)  in  eine  Faktorielle  ent- 
wickeln.   Die  Gleichungen  (7)  ergeben  nemlicb,  wenn  man  darin 

y=2  setzt ,  der  Bestimmung  (26)  zufolge: 

l 

Setzt  man  also  in  (28)  #+i   ftir  o?»  so  erhält  man: 

6+t)'6+t)-6+t)(8+t)^ 

oder»  wenn  man  den  Werth  von  6  ans  (29)  suhstitnirt, 

^)  =  4(J+*).f^-^).ä(?-T).g(J-^).^-^).... 

•j6+to)'*6+T)-»6+T)-S(l-T)— 


oder 
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«**)=<!  +  4«)(l  -ix)  .(1-^).  (l-^).(l-y). 


116 


.(l+^).(l+^).(l  +  y)~... 


oder  endlich 


«,,=<.-<^><i-<g!><.Ä._SÄ_  W 


{.  10. 

Der  in  $.  1.  angegebene  Zweck  gegenwärtiger  Abhandlung 
ist  nun  erfüllt  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  darauf  hinzuweisen» 
dass^o?)  und  o>(a0  die  bekannten  Funktionen  Sin2rcr  und  Cos2rcr 
sind,    dass  also  6=2»  ist,    und  dass  somit 


((!))*  =  <p(2inx)  +  ty(2fc*r). 


(32) 


Aue  Vorstehendem  kann  nun  auch  leicht  ((—1))'  entwickelt 
werden,  was  aher  hier,  uro  nicht  weitläufig  zu  werden,  übergan- 
gen werden  soll.  Es  genügt,  darauf  hingewiesen  zu  haben« 
Uebrigens  möge  noch  die  Bemerkung  hier  Platz  finden,  dass  man 
Obiges  aucn  benutzen  kanri,  um  die  Funktionen  Sin*  und  Cos* 
in  die  Analysis  einzuführen ,  wenn  man  von  ihrer  trigonometrischen 
Bedeutung  Umgang  nehmen  will.  Jedenfalls  aber  ist  die  hier  gege- 
bene Definition  bestimmter,  als  die  gewohnliche  ei»=Co8a:-f-iSin*, 
indem  e**  vieldeutig  ist,   und  darum   derselben  vorzuziehen. 
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Zur  Geschichte  and  Literatur  der  Logarithmen. 

ton 

>i'  •>,  Herrn  Oberlehrer  Doctor  Gieswald 


i  •■  f  •    t 


an  der  St  Johannia- Schale  tu  Dans  ig. 


Vorwart    dies    Herausgebers. 

Allen  Logarithmentafeln  Jobst  Burgi's  oder  Jusius  Byrg's 
fehlt  bekanntlich  die  zum  Verständnis  der  Tafeln  nothwehdige 
Einleitung,  der  „Gründliche  Unterricht",  wie  Byrg  selbst 
diese  Einleitung  genannt  hat.  Es  ist  daher  sehr  merkwürdig  und 
als  ein  fär  die  Geschichte  der  Mathematik  sehr  wichtiger  Fund 
zu  betrachten,  dass  Herr  Doctor  Gieswald  diese  Einleitung  im 
Manuscript  auf  der  an  literarischen .  Schätzen  so  reichen!  S tadt- 
bibliothek  zu  Dan  zig  aufgefunden  hat.  In  dem  Programm  der 
St.  Johan ms  -  Schule  zu  Danzig  von  Ostern  d.  J.  hat  er  dieses 
Manuscript  bekannt  gemacht,  und  Byrg  als  Geometer  und  Alge« 
braiker  in  interessanter  Weise  geschildert,  wodurch  er  sich  jeden* 
falls  ein  sehr  anerkennungswertbes  Verdienst  um  die  Geschichte 
der  Mathematik  erworben  hat.  Gewiss  werden  die  Leser  des 
Archivs  es  mir  Dank  wissen,  wenn  ich  im  Folgenden  Byrg's 
gründlichen  Unterricht  nach  der  von  Herrn  Doctor  Gies- 
wald gemachten  Mittheilung  abdrucken  lasse,  und  auf  diese  Weise 
dieses  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wichtige  Aktenstück 
im  Archive  aufbewahre.  Was  Herr  Dr.  Gieswald  über  seinen 
Fund  bemerkt,  nehme  ich  auch  vollständig  auf,  verweise  aber 
wegen  der  Schilderung  Byrg's  als  Geometer  und  Algebraiker  auf 
das  lesenswerthe  Programm  (Danzig.  Wedel'scbe  Hofbuchdrucke- 
rei. 1866.  4.)  selbst,  da  der  Kaum  mir  nicht  erlaubt,  auch  diese 
Schilderung  mitzutheilen  und  dieselbe  natürlich  manches  den 
Lesern  schon  Bekannte  enthält.     Unbemerkt  darf  ich  aber  nicht 
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lassen,  dass  riicksichttich  des  von  Herrn  Doctor  Grebe  im  Ar- 
chiv Thl.  XVI.  S.  364.  namhaft  gemachten  Druckfehlers  Herr 
Doctor   Gieswald  S.  L2"2.   seines  Programms   Folgendes  anführt: 

„Dr.  Grebe  (Grunert's  Archiv  Tbl.  XVI.  pag.  364.). 
bemerkt,  dass  er  an  cilirter  Stelle  «inen  Druckfehler  im  drittletz- 
ten Gliede  der  von  Bramer  angeführten  Progress- Reihen  ver- 
bessert habe,  der  sich  im  gedruckten  Werke  vorfindet.  Merk- 
würdiger Weise  ist  auch  in  dem  mir  vorliegenden  Manu  Scripte 
ein  Sehreibefehler  in  diesem  Gliede,  der  später  verbessert  ist,  so 
dass  statt  2048,  so  viel  ich  erkennen  kann,  1J08  gestanden  hat; 
—  die  Ziffer  1  ist  deutlich  zu  erkennen.  Hat  Bramer  dieses 
Manuscript  benutzt  und  ohne  nachzurechnen  die  Zahl  abgeschrie- 
ben? Es  uiüsstc  ein  eigentümlicher  Zufall  sein,  nenn  ein  Ab- 
schreiber sich  auch  hier  gerade  verschrieben  hätte." 

Ich  lasse  nun  Herrn  Dr.  Gieswald  selbst  sprechen.       G. 


Obwohl  die  Geschichte  der  Mathematik  vielfach  von  Gelehr- 
ten bearbeitet  worden  ist,  einige  die  ältesten,  andere  die  spätem 
und  die  neuesten  Perioden  der  Wissenschaft  mit  besonderer  Vor- 
liebe studirt  und  uns  ihre  schätzensnerthen  Arbeiten  Überliefert 
haben,  so  sind  doch  zu  verschiedenen  Zeiten  durch  Entdeckun- 
gen neuer  Quellen  Ergänzungen  hinzugekommen,  die  für  die  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  einen  gtnssen  Werth  hatten.  —  Wenn 
nun  auch  das  Geschichtliche  und  Literarische  der  Logarithmen 
mannigfach  bearbeitet  worden  ist,  so  dürften  einige  Zusätze,  die 
im  Folgenden  enthalten  sind,  vielleicht  nicht  ganz  uninteressant 
erscheinen. 

- 

In  der  neuesten  Zeit  hat  Prof.  Dr.  Matzka  in  Prag  einen 
interessanten  und  gelehrten  Aufsatz  über;  die  hühcre  Lehre 
rier  Logarithmen  in  Grunert's  „Archiv  für  Mathematik  und 
Physik*'  veröffentlicht  (Bd.  XV.  pag.  121.  u.  t).  Er  stellt  dort 
neben  der  Betrachtung  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der  Loga- 
rithmen einen  neuen  auf,  so  dass  ein  Thell  seiner  Arbeit  in  fünf 
Abschnitte  zerfällt: 

1)    der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen  John 


epper  ursprünglich  gegebene  Begriff,  ' 
i  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitige! 
hmen,   gebrauchte, 
Johann  Keppler  verwendete. 


der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
Logarithmen,   gebrauchte, 


mem. 
iden    de* 
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4)    der    gegenwärtig    seil    Kulcr    in    den   Lehrgebäud. 

Algebra  übliche, 
6)    der  neue  von  Matzka  aufgestellte  Begriff; 

hier  soll  nur  die  zweite  Deutung:  der  Begriff  der  Logarith- 
men, wie  er  darch  Jobst  Byrg  festgestellt  wurde,  nSber 
untersucht  werden.  —  Aus  den  bekannten  Schriften  Byrg's  m'irde 
sich  Neues  sehr  schwer  geben  lassen,  da  geistreiche  Männer, 
wie  Montucla  in  seiner  „Histoire  des  mathematiques",  Matzka 
in  seiner  vorhin  erwähnten  Arbeit  und  mehrere  andere  Mathema- 
tiker richtig  und  tief  in  die  Idee  Byrg's  eingedrungen  und  seine 
Theorie  verdeutlicht  haben.  Indes.s  soll  hier  —  und  das  ist  der 
Zweck  dieser  Abhandlung  —  der  bisher  nicht  gedruckte 
„Unterricht",  jene  Erklärung,  die  Byrg  selbst  über 
seine   Logarithmentafeln    gab,    veröffentlicht    werden. 


Byrg  gab  i 

dem  Titel: 


Jahre  1620   eine  Logarithmentafel  heraus   unter 


A  rithmetifebe   tinS  Geometrifdft  Progress-SafeuUn, 
tarnt!    g  r  ii  in  I  i  öj  Mi     D  Uta  rifl)t,     wie    folfbt    iuUlid?     in 
allfvlti;  OltdiiiuTiflrn  gu  g<6raud)en  bnb  turftanbtn  rcti- 
bett  fol.    ©tbrutft,  3n  bet  alten  ©labt  (JJrng,  6tl  9)aut 
©tlfftn,    ba   «Stltdjtn   Untftitflttt   SBudjbrutf tr,    3m 
3a6it  1620. 
Wie  Matzka  angiebt,  sind  diese  auf  7'/j  Bogen  in  Klein-Quart 
gedruckten   Tafeln    schon    äusserst    selten,    allen   aber    fehlt  der 
gründliche   Unterricht;   so  nennt  Byrg   selbst  die   von  ihm 
gegebene,   zum  leichtern  Verständnis«  seiner  Tafeln   notwendige 
läuternng.      Diese   Ansicht    Matzka's   spricht   schon    Montu- 
cla Tom.  II.  p.  10.  aus,  er  sagt:     Ces  tables  sont  snr  sept    fcuil 
les  et  demi  in  f.  d'impression;    mais  l'instruction  annoncee  par  le 
litte  y  manque,    ce    qui   donne  Heu   de  conjeeturer  qne  quelques 
circonstances    particulieres    empecherent    la    continnalion    d«    cet 
nuvrage  etc. 

Es  dürfte  wohl  feststehen,  dass  Byrg  selbst  nie  diesen 
gründlichen  Unterricht  drucken  Hess,  und  auch  seine 
Freunde  ■ —  die  sich  so  oft  Arbeiten  Byrg's,  wie  es  seheint  mit 
■einem  Vorwissen,  zueigneten   —  ihn  nicht  veröffentlichten. 

Seio  Schwager  Bramer,  der,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll,  genau  diesen  Unterricht  gekannt,  hat  ihn  nicht  dem 
Drucke  übergeben,  und  somit  steht  die  Annahme  Montucla'« 
wohl  gerechtfertigt  da:  Byrg,  der  so  viele  seiner  Entdeckungen 
seinen    Freunden    zur    Veröffentlichung    ühertehen.    wollte    auch 
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!  selbgtstSndig  auftreten  und  ein  vollständiges  Werk,  das 
alle  seine  Arbeiten  und  somit  auch  die  von  ihm  erfundenen  Lo- 
garithmen enthalten  sollte,  herausgeben.  Diese  Vermuthung  Mon- 
tucla's  stutzt  sich  wohl  ohne  Zweifel  auf  eine  Stelle  der  Vor- 
rede Bramer'B  zn  einer  Abhandlung:  Problema  3B3<  auf) 
fStfanntgtarbcntm  Sinn  einrB  ®tnb<3  SRirtuttn  ober  ©tfiiusm 
nlU  folgenbm  Sinus  ouff's  Ifitfctrfi*  ju  finbrit  »nb  btr  Ca- 
non Sinti  um  ju  abfoluirtn  ffjf.  SBffäjnebtn  bon  Benjamin 
Bramero,  btr  aJJatbtmattfdjtn  urtb  «W(*onifiJ;(it  Jtünjtt  litt. 
r)abtr  onb  intfltnt  fflaujmcffttr  511  «Utaryitra..  ©rbrutft  jit 
TOarbUtg  butdj  »-ISaul  öatnolff  im  3a&r  1624.  Bramer  sagt 
in  der  Vorrede  pag.  8.  und  !<.,  dass  zu  seiner  Zeit:  btjj  ™urBi 
Cossa  an  brn  Xa<i  gcgrlxti  rucrbrn  wirbt. 

Ob  indess  körperliche  Leiden  oder  der  Alles  verheerende 
Krieg  ihn  an  der  Veröffentlichung  seiner  Arbeiten  verhinderten, 
muss  dahin  gestellt  bleiben.  Die  Erklärung  der  Byrg'schen  Ta- 
feln, die  der  Verfasser  selbst  gab,  blieb  somit  ungekannt,  und 
es  war  mir  daher  interessant,  als  ich  vor  längerer  Zeit  von  mei- 
nem geehrten  Freunde  und  Collegcn  Oberlehrer  Gronau  auf  ein 
Manuscrlpt  aufmerksam  gemacht  wurde,  das  den  Logarith- 
mentafeln Byrg's  angeheftet  war.  in  jenen  geschriebenen 
BUttern,  wie  Herr  Gronau  es  ganz  richtig  bemerkt,  den  gründ- 
lichen Unterricht  Byrg's  vorzufinden. 

Jobst  Burgi  oder  Justus  Byrg  war  im  Jahre  1532  zu 
Lichtensteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweiz,  Kanton  St.  Gal- 
len ,  an  der  Thur  geboren.  Ob  er  die  mathematischen  Kennt- 
nisse, die  ihn  in  spätem  Jahren  so  rühmlich  auszeichnen,  in  sei- 
ner Vaterstadt  erworben,  wissen  wir  nicht;  wir  sehen  ihn  in  spätem 
Jahren  in  Cassel  am  Hofe  des  den  Wissenscharten  sehr  ergebenen 
and  namentlich  um  die  Astronomie  hochverdienten  Landgrafen 
tod  Hessen -Cassel  Wilhelm  IV.  als  Hofuhnnacher,  Mechanikus 
and  Gehilfen;  1604  verläset  er  diese  Stellung,  geachtet  und  ge- 
ehrt von  dem  Fürsten,  der  ihn  in  einem  Briefe  an  Tycho  de 
Bra.he  (Epist.  astron.  Vraniburgi  L.I.  p.2l.)  homo,  qui  quasi  in- 
dagine  alter  Archimcdes  nennt,  und  lebt  als  Kammer-Uhrmacher 
anter  den  Kaisern  Matthias  und  Ferdinand  II.  lungere  Zeit,  kehrt 
dann  wieder  nach  Cassel  zurück  und  stirbt  daselbst  im  Jabre  1&J3. 
Ausführlicheres  über  das  Leben  Byrg's  ist  in  D  oppelraay  r's 
„Von  den  Nürnbergern  Mathematikern"  zu  finden. 

Die  in  der  hiesigen  Stadtbibliothek  vorhandenen  Logarithmen- 
tafeln Byrg's,  die  auf  dem  Titelblatte  nur  die  Buchstaben  J.  B. 
«eigen,  und  auch  das  angeheftete  Manuskript  gehörten  früher  der 
Bibliothek  des  Danziger  Rathsherrn  Adrian  Engelke  an.     Wie 
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scheint,  hat  dieser  die  Logarithmentafeln  mit  der  Erklärung 
nebst  einigen  Schriften  Krämers  in  iXüraberg,  das  er  auch  .ml' 
seinen  Reisen  berührte,  an  sich  gebrach).  Seine  Bibliothek  eben- 
wie  die  eines  Eichstadt,  Kulmus,  Bart  hol  oinäua  Kecker- 
mn,  Fabricius,  Neander  und  Lossius  nurdeu  später  der 
SUdtbibliolhek  einverleibt  und  somit  nuebs  die  Zahl  der  mathe- 
matischen Werke  theils  durch  Ankauf  der  Bücher  Crügers,  He- 
veüus  u.  in.  a. .  theils  durch  Schenkungen,  wie  es  u.  a.  die 
„Theoria  Mathematica  etc."  des  Michael  Angeln  Fartlella 
beweiset. 

Byrg  giebt  folgende  Erklärung  seiner  Tafeln: 


JBovrefce  an  ftett  iS'rcubcrstgru  fiefee. 

Smtnbliäjrt  lieber  Srfrr,  Ob  rool  bon  Sßorirefflidjcn  Mathematicis, 
unb  Arillmieticis,  mnncljerley  Uabulen  feinbt  erbitblrt  mit  [okuliert  ic«r* 
im,  Limb  bie  f£<biri  tri  gleiten  tco  9ÄuItiplieircit8  eicitirenS  uub  Radices 
^strahirens  auf  jli  6ebm,  fo  füibt  boaj  tiefelbige  oUfjctt  nur  particular 
gereffen,  alfo  bofj  baä  Multipliciren  imb  Diuidiren  Itjtf  -ÜgfiM  Tabnlen, 
als  nbacum  pythagoricum  erforttrt  $at  tai  Extrahiren  ber  ladicum 
quadralarum  feine  quadratlabulen  bie  cubifdjt  Extraction  tbre  Cuhic 
Tabulen  unb  alfo  fort  in  (eben  qxtantjtet  ibrt  befördere  tabulen  Donnitm 
bat,  oirlbfit  ter  Tabuleu  niäjt  .iliriit  ttrrricplitb,  fonbern  nur!)  mütwlig 
uttb  befd)n>frlldj  fein....  Derotuegeu  tdj  ju  alter  3»'  gefuttjt  unb  geatbri* 
tet  (jobe,  general  Tabulen  Jit  erffnben,  mit  rcelttrn  mann  bie  rorgciiarm« 
ten  ©fläjrn  alle  Mtri^lcn  mochte.  —  Q9etrarf>tent  btroiregen  bie  rigeitföajft 
unb  Correspondenz  ber  2  progressen  al§  fctr  Arithmetifijjm  mit  M 
Ceoinetrifdjen,  bao  tcaB  in  bei"  ifl  Multipliciren,  ift  in  itner  nur  Addiem 
unb  Widfl  in  ber  ifl  Diuidiren  in  irrtet  subtraliiern  uub  ffiflä  in  ber  Ifl 
radicem  quadratara  eitrohirn  in  iencr  nur  ifl  rjalblrtn,  radier-rn  culd- 
cam  eitrahirn  nur  in  3  diuidiern,  radicem  Zensi  In  4.  Dinldtern, 
Sursolidatn  in  5  unb  alfo  fort  in  atibern  quantiteten,  fo  Ijabr  irb  ni.t-tä 
mtfclidjrefl  eradjtrt,  al&  biefr  Tabulen  alfo  ju  contlnniern  t>ajj  alle  3a$ltn 
fo  norfnllen  in  bcrfelben  mögen  arfunten  traben,  au*  trcldjer  continuation 
bleße  Tabulen  (rujafbjtn ,  burrjj  rceldje  man  ntdjt  allrin  tle  f(fcTrtiliajfri»n 
be3  Miiltijdicierns  Diuidicrns  unb  allerlei)  liadices  extrahieren«,  ir-et« 
djea  in  ber  Algebra  ober  Cos  (in  trrffll^m  uJortljeil  unb  ntt&rn  bat,  cer> 
tütet  werben,  fonber  aud?  ba8  mebr  ift  3flf*tn  2  gegebene  3srjl(ti'  fo  btr' 
media  proportionalis  alf  mann  brgert  mögen  gefüllten  werben,  tt>ft$rt 
wie  (tüicer  tt  ofcne  blt&t  Tabulen  itigefctt,  ift  tenen  brwufl,  fo  fitt)  ein 
nitnig  in  tiefiem  puluere  eserciert  bnben.  Unb  ot  tool  idj  mit  biefim 
Tabulen  bor  tltlidjen  3<tbrrn  bin  itmbgang  fo  t)M  bo$  mein  SBrruff  oon 
btr  Edition  rerfcibeii  ent^iaiieii,  iroUt  berott>e,]eu  ber  Öiilll'rr;igr  l'efer  bitfr 
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i&m  atfo  gefallen  la§en  mite  ci.'  Tahulen  mit  oolgenbm  (Bnlmrtifung ,  btt 

ÜrrftanbeB  mit  eilirtjen  (Siemj>el  rrfläri  wie  folgt-, 


.Rüther  Stetirh;  6er  Progjress  Talmltti,  SiSü  fcie- 
fet&fgen  nu£ficf)  in  oßerTtt)  Öterfwungert  ju  $tbtau<$)tn. 

3u  bttfrn  Taliulf-ii  flnrei  man  3tmlerIeB  ijafclm,  eine  nittt  rothtn 
Caractren,  ir-tlcbf  tvir  einem  irten  Ifi&tl'icfc  \u  febrn  ntdjiä  anbreB  rann 
rin  Arithnietifcber  jtrngress,  tit  anbere  aber  mit  fdjroarjen  niebte  unter* 
tonn  tin  Genmetrifcbrr  prngress  ifi,  unB  auf  büf  mit  in  liefern  btft» 
furjet  burefigr&rn,  3Boll  mir  bortb>  Im  Arithmetifdjm  jirogress  He 
rotbe  unb  btn  Geonietrifdjrn  progrexs  He  febwatje  3n6'  nennen,  bamll 
auet)  (in  (eber  bie  fu  ildamen  tu  tieftet  Tabulen  flrunbtlidjtt  fafjc  unb  bie* 
ftlbigm  befto  bejjer  gebraudjrn  mag,  fo  irollen  njir  in  folflenben  SSegriff  bie 
(Siflorfdiofft  Heger  2  progressiv  für  'Jlufltn  flrUen  unb  bUfelben  mit  Uli- 
djen  ©rempeln  trflärrn. 

0.  /.  2.  3.    4.     Ä.     ff.        7.      S.      S.      10.       11.      «. 

nwtif* *) 

"*"'"»    i     n    i    a    in    lo    t;<     low    osr    «10    i/m.i   inj«    jnür. 


1.  2.  4.  8.  16.  32.  64.  128.  256.  512.  1024.2<MS.  4090. 


»rftbnKiifd 

HBtr  baten  in  bei  l'orrbt  angeregr,  reit  aud)  von  etiidjrn  Arithrneti- 
cm  Simon  Jacob  Moritiua  Zone  unb  anbtre  ift  bttiirt  teerten,  feaB  icas 
In  bn  Geortet  rillen  Prostess  ob»  in  ber  ©ti  u\ir;rii  3abl  Multipliciert 
bafrlbigt  ifl  in  ber  Arithmetiffttn  Progress  ober  in  ber  rotben  3°6I 
addiern,  W$  juui  (fiembel  mann  foQ  multipliciren  8  mit  64.  Sie  rotte 
Safci  ron  61  ift  6  unb  loh  8  Ift  3.  ü' tr  Summa  ift  9,  benn  6  unb  3 
fft  ff.  lieg*  fdjirarie  3a6'  'ft  512  unb  fbüiel  fombt  aud),  fo  man  8  mit 
64  muftipticierl. 

3tem  man  fall  inultipliciin  32  mit  256  ibrr  reibt  3«bl  finb  5  nnb  8 
Hurt  jufainmen  tieg«  fdttnarje  3<>b.I  'ft  8193  unb  fo  bitl  fombt  fo  man 
32  mit  256  multipliciert 

3tem  man  fol  DividirN~]6384  burd)  512  ibrr  rotben  Sagten  finb  14 
unb  9  ©ubrrobfre  beromegrn  9  doii  14  bleibt  5  fein  fOjtoorje  3abl  ift  32 
iure  foHll  fombt  16384  bur*  512  Dividiert.  33eil  bann  bie  Regula 
Detri  ntdjte  anberS  alt  Mullipliciren  unb  Uiv'idireiiH  bebarff,  fo  folget 
Mf  bie  Regul  l>etri  aud)  futberlid}  burtf)  bie§e  Tabula  enei$t  mag 
»erttii,  o!§  jum  Crtmpd  8  geben  128  icad  geben  32.  gib  ber  3a(l  trjrt 
flrtunnbe 


']  Alls  hier  und  im  Folgenden  cur«!*   imil   mit  Schwall  ach  tr  Srlirifl 
gedraclKrm  ZifTcrn  and  Worte  lind  im  Manaicripte  roth  gMchricli.u      G. 

Tk«u  im  M 
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8  128  32  • 

3  7  5  Addier  unb  gnfommen. 


ift    12    bat>on  Subtratyre  bie  rot$e  3o$l  S 
S 

9    före  föt»ar$e  3a$l  iß  512.  pelget 
iß  ber  begehrten  3a$t  facit  genannt. 

Strm  man  tpil  Radicem  quadratam  auß  256  Extrahin)  fein  totye 
daty  ift  6  bi0,  V^ite  fombt  4  biege  Stycargf  3a$l  iß  16  melfy*  iß 
Radix  quadrata  aug  256. 

'  3tem  matt  teil  Radicem  Cnbicam  aug  512  Extrahiem  feto  rotye 
3a$l  iß  0  baf  in  3  dividiert  fombt  8  fein  6$worje  3ä#  <ß  8  ititb  iß 
Radix  Cnbica  aug  512. 

Stern  man  teil  Radicem  Zensi  Zensicum  extrabiern  ouß  409&  fein 
ro$e  3a$l  iß  /<?  big  Dividiert  in  4  fombt  8  beffen  Schärfte  3a*l  iß 
8  meltfe*  Radix  Zensi  Zensico  iß  aud  4096.     ~  '      !,rr 

Stern  man  teil  gtmfdjen  4  unb  64  bie  mittler  Proportional  ßnben, 
t$w  rotten  Ballen  feinbt  2  unb  6  biege  abbfrt  geBeit  £  beffm  $effr  iß  4 
fein  fömarje  3<W  iß  16  unb  biege«  iß  bie  Media  proportionale  gmiftyn 

4  unb  64.  -   '■■ 


• .  •■ 


Stern  man  mil  2  media  proportionalia  gtoifdpn  64  unb  512  ßabra, 
tyre  rotten  Qafjlm  feinbt  6  unb  9  fo  man  bie  eine  bon  ber  anbern  »sub- 
trahiert bleibt  3  biege  in  3  dividirt  fpmbt  i  bieg  i  addiere  i*  >  ber 
6  fombt  7  fein  fdjwarje  3a$Z  iß  128,  toeldje«  ift  bie  erße  ber  3ü*ien  mitt- 
lem proportionalen  unb  fo  man  bie  /  toieberum  gu  7  addiert,  fombt  8 
begen  fötoarge  3<W  iß  266  bie  anbei:  mittler  proportional  unb- alfö  fort 
mit  nadföer  fol  angegeiget  werben,  itnb  biege  Cigenfdjaftt  fyrtm  vMft  äHein 
bie  2  abgefegten  Progressen  mit  einanber,  fonber  alle,  ße  fein,  tele  fte 
wollen,  wenn  ber  Arithraetifdje  Don  0  unb-ber  Geometrif$e  von  1  an« 
fanget,  toie  benn  au$  bie  folgenbtn  Tabulen  ni$tö  ariberg  aU  2  [oltyr 
Progressen  ßnbi. —  Unb  biege*  fety  geregt.  aDein  bon  ber  obgefefeten  Pro- 
gressen, 3efeo  trollen  mir  ju  bem  gebrauch  unfrer  Progress  Tabalon 
jftrelten  unb  <ErßIi<$  &$ren. 


.!!• 


■  - 

I.    SBie  einer  ieben  fdjmoraen  3^1,  fo  in  ben  Tabulen  unter  ©^tDotirn 
gefunben  wirbt,  t$re  correspondirende  rot$e  gu  ßnben  fety;  alt  jum  faeutyel 

9tan  fol  bieger  3a$l  133373810  rot1)e  3a$l  fwfcen,  biege  Saf)l  ßnbt 
man  in  ber  Tabulen  am  8  blat  in  ber  columna  28600  unb  cm  ber  luv 

;  ■  1  * 
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ffiie  einer  bbern  rotten  3«W,  fo  in  ber  Tabalon  gu  flnben  iß,  l&r 
gepürenbe  Wtrarje  3a$l  fofl  gefimben  werben. 

(tt  wolle  begehret  »erben  gtim  esentyel  ju  wiffen,  weißer  ftyvargen 

3a^I  bieger  rotten  bon  28800  gebüren,  biege*  gu  erforfgen,  fo  fiufc  unter 
ben  rotten  3«#en,  bie  oben  öorgeidjnet  fei  eine  berglekb  ober  fo  na$e  Gei- 
ner, alg  bie  fürgegebene  iß.  IDiege  finbe  i$  am  8  blat  in  ber  columna 
28500  an  weigern  nodj  300  mangelt*,  fucb  berowegen  bie  BOO  auf  beufel* 
(igen  Hat  in  ber  erflen  columna  unb  gegen  berfeibigen  über  in  ber  columna 

unter  ber  28500  werben  gefunben  133373810  meläe  ifl  bie  begehrte  ftyoorge 

bon  28800  unb  fo  tyanbelet  man  au$  mit  ben  attbern,  benn  man  frrtt 

ber  rotten  3a$l  alle  bon  0  biß  auf  280270  tym  gebüfyeenbt  fötoarje  Stty 
auf  obgemelten  weg. 

©te  bann  eine  3a$l  für  fiele,  fo  in  ber  Tabul  nityt  tufr  |it  flnben 
weer  fann  mann  in  bieten  flte^nungen  babor  nemen  bie  rotty  Qrifl,  weWje 
ber  fürgegebenen  Qafjl  am  ne$flen  ift,  bor  tym,  aber  bamit  nidjt  borgnü» 
gen  lieg  fann  auf  folgenbe  weife  feine  wafyre  rot$e  faty  erforf<$«. 

II.  SRann  foll  gum  ttrentyel  bie  wafcrr  rot$e  3«W  bon  56  fugen, 
fo  fe|et  man  no$  @ieben  0  für,  bamit  ig  9  Siffern  befomme,  beim  ab 
ftytoarie  äaffitn  fyiben  in  unfer  Tabula  nit&t  weniger  algo  360000000 
S)ama<$  fudjt  man  in  ber  Tabul  unter  ben  fdjwargen  Qaty  SXe  2  neifcfl 
Heiner  unb  necfcfl  griger  ifl  bann  360000000  big  finbe  «4  am  33  blat  in 
ber  columna  12800  unb  auf  ber  linfen  feite,  nun  feit  mir  bb  fawarge  % 
alg  360000000  jwif*en 


90  biege  $at  f<$warj 

iO  bir  Differenz 

biege  $at  fötoarg 

biege  Heinere  3<$1  bon 

bon  meiner  gegebenen  3<$l 


359964763  biefe  ift  gu  Hein 

35996  bie  5>tfferen§ 

360000759  biß  iß  gu  grog 

359964763  Htbtratyre 


riu    ii 


000035237 


«Bb  fty  fcelt  bie 


5>ifferen| 


}u  ber  I  rotten 


alfo  $elt  fldj  bb  3  gur  4 


35996 


iOOOO 


35237  att  07*0 


2>ige  «Wert  ffilerte  addier  gu  ber  Hebten  rottytn  S*ty 

9)b  Heine  rotye  8«#  ifl  00 

Dir  $af)\  ber  columna  128000 

$ieg  ifl  ber  ©d&worjen  gaty  bon  360000000  tyr  rote  i2809$789 
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SRie  jtoo  dafclen  mit  einander  $u  muitiviictren  feinbt  alf  mann  foi 
muHipliciern  bie  3a^l  154030185  mit  205518112.    füä)  l^te  correspon- 

dierende  rot$e  3<W  ift  43*00  unb  7204Q. 

4S20b 

S)ie  jmo  rotye  3atytr\  addir  jufammen .   ^^ 

Äombt  bi^c  rotye  3«W   f/AMO 

Don  ber  fc^waranf  in  9  3iff«nt  316559928  unb  biefe  jtnbtbie  9  rrfrn  3tf. 
fern  be«  products  an  toetöjen  wir  unfer  Tabulen  nur  9  Siffan  $aben 
unb  bie  lefcte  ober  Meunbte  nun  bor  ein  ©rudj  geben  trotte,  bieteeü  biei 
it?r  rational  3a$(  borfaße. 

3tem  man  foi  raultiplicirn  551192902  mit  709153668  tfat  rotfr 
3a$l  fein  170700  unb  iOSWO 

0 

17Otö0 

5)ie  $n>el  rot$e  3a^en  addier  gufammen    jqxqqq 

~  v   fo  fombt  btfle  rot^e  3a^l    866600 

biete  rotye  3aty  iß  in  ber  Tabula  ni$t  fo  groß,  fo  fubhratt    230270022 

bleibt  bie  tot&e  bieder  rotyärSaty    180829078 
ftiö)  it)U  fttearje  3a^l  ifi    3908804680 

•  *■ 

i 

»ela)e$  feinbt  bie.  9  erjien  ßiffnn  be*  begehrten  producta. 

...  ,  .     ...    ^ 

fHtyter  ift  ju  merken  ,-baj?  in  biedern  (Srempel  **  enbt  ein  Biffer  me&r 
tyntwim  borigen- manglet,  benn  bie  Taljleii  fyaben  nit  me$r  benn  9  Biffein 
mtb-^folte  »ol  1$  fein,  baS  ijt;bie  Ürfadj,  ba§  wir  bie  flanke  rot$e^ßa$l 
haften  subtraieren  muffen ,  toel^ed  nacfc'n  obgenbt  weiter  erfl&rt  foi  nrtben. 

*  ■---'.     -i     - 

SBie  man  ein  3afyl  bur^-bie  anber  diuidiern  foll. 

3Ran  foi  diuidiern  154030185  bur$  205518112.  ;" 

i^re  rotye  3abl  fein  48200  unb  72040.  subtrahiert  man  btfidini 
soris  rotbc  3a$l  bothber  rotten,  bed  diuidendi  al§  F20*0  t>on  48200. 

IDUtoeil  aber  roenigep-  iß,   fo  addiert  man  bie  ganjf  rotfee  3«$1 

•     -  •_         .     .  .  . 

2&Ö270022  v  '  wi \       ""  .  - 

27847ÖÖ22       0n  sa"tr're  *e*  P«*hmi«  .  ■"  ■-  — 
^        72040000  „     .,   •      "        :   -T  v 

rotfle  3aW  2Öi48QÖ22  *u*  bie^fr  r0t^fn  ^  *r  0**** 
fa)tt>ar*e  3at?l  i£  749472554  unb  foöiel  fombt'  fo  man  154030185  ^ura) 
205518112  (fiujäirt,  .meiere*  bod)  feine  ganje,  fonbern  lauter  Oma)  Dom 

ffi  nrr^.^w^i    w     *  749472554" 
ganjen  aifj  0749472S54  ober  0  |qqqqqq()qq 

ffife  man  au§  3  befanbten  Ballen  bie  SBierbte  proportional  flnben 
foi,  toeltye*  man  gemeinlig  bie  Regul  detri  gu  nennen  pflegt 
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al§  jum  Qbrempel  !     ;    . 


bb«rfl  bleanber.  bie  britte  bie  Stete 


•.l 


jf/,- 


ffiiefityK4090186^ltgu2066181l2alfo3998646^ 

.1  ■-■..,.  .i. 


•  O  O  .       "  I 


I  . .  '  I 


418200  72040  138600 

SlbbUtbie  avtoa  unb  britte  rotye  3«W  gufammen  alfj    *2Ö40 


i*m~m+* 


210640 

subtrier  baroon  bie  erft  rotye  Qaffl    482Ö6 
3>ifj  ifi  bie  rot&e  ßafy  ber  Vierten  @djti?a*gen  467440 

aJf V  .!'.".    633614619. 


I.  IL  OL  '■     tffl. 

«Sic  fi*  945919848  $elt  gu  100160120  alfo  880122800  gu  beT&ierten 

biefffinbt  224710    tyrerotye     *00      3a  W     2/Z500 

«bbfc  bie  rotfce  gmeite  unb  britte  3a$Z         160 

217660 
unb  folfk  bie  erfie  Karbon  fubtriren  biewett*  aber 
axnifltt  ift/  f°  addier  bargu  bie  gange  rot$e    280270022  3af)l 

447980022 
barnag  subtrier  bie  erfle  rotye  3«ty  baroon    224710 

fp  bleibt  big  rotye  3a$l  unb  ifi  berfelben    223220022 
«&toar|e  3a$l  tff  931931024  wetfy«  iß  fo  man  bie  lefet  Siffft  afifc^neibt, 
fo  toanratb  gef$(e$t,  ba§  bie  gange  rot$e  3at?l  einmal  gum  aggfegai  ad- 
diert ift,  bie  Vierte  gefugte  proportional. 


■  i 


9u6  emer   gegebenen  3a$len  Radicem   quadratam   extrahier*. 

■ü  ";  ■  ' 
9ftm  fol  gum  (Stempel  Radicem  quadratam  auf?  4016374  extra- 
hiere,  wirbt  alfo  etpli*  punetiert  tele  bei  ber  extraction  breu$ti$  ifl 

unb  fie^t  alfo  JOf 5$74  unb  weil  atyier  fünf  »unften  feinbt,  fo  wirbt  fein 
Radix  au*  5  3iffem  taten,  bie  rot$e  3a$l  btefer  obgefü^rten  ifi  189020 

birfe  kalbtet  tombt  69510  beffen  @$marge  3a$l  ifi  2003&982  ober  foU 

3982 
f^^rftanben  werben  20038  jqqqö 

'    Sförtt  fol  gum  anbern  (Stempel  Radicem  quadratam  auf  22033094 
extrahier*,  Wirt  alfo  erfiltö)  fcunetirt,  wie  bfy  ber  Extraction  brAutylity 

tft  unb  fte$t  alfo  22033094  unb  Weil  altyier  6  puneten  fommen,  fo  wer« 
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ben  im  Radix  au<$  5  3iffern  fommen,  He  itaty  brn  5  ftnbt  8rft$e,    fein 

rot$e  QO)l  iß  79000.  SHemeil  aber  ber  le|te  puncten  ntt  auf  bie  erflt 
ßiffn  fdt  in  ber  fämargen  3a$l  alß  hn  »orgenaimten  (Stempel,  foobern  er 
feit  auf  bit  gwe^te  Stffer,  barumb  tmt$  bie  gange  rotye  3a$l  bargu  addiert 

»erben  unb  fcolbiret  alf  foldje  70000 

bargu  addier  bit  gange  rotye  3a$l  280270022 

biefe  rotte  3<W  Wbier  809270022 

fu$  berfelben  fdjmarge  3a^l  bon  bieget  rotyt  1546350  1  /. 

9uf?  einer  geben  3<$kn  Radicem  Cobicaro  extrahieren. 

!Ran  begehrt  gu  einem  (Sxemptl  Radicem  Cubicam  auf?  563*2037 

©iefe  3aty  fte^t  alfo  in  f&ren  berget<bneten  puneten  563203t  baraug  folgert, 
baf  bie  Radix  ganger  3a$l  befombt  3  Siffern,  bie  anbfrn  ftnbt  ©rudj 
einer  gangen  3a$l,   alfo  fu$e  i<&  bie  rotye  3a^i  berfelbfgen,   mel^e  $ 

172500  fo  ber  puncten  auf  bie  erfle  Siffer  feit,  fo  btei6t  mein  Radix 
au$  in  ber  erften  gangen  3«$l#  nnb  tyefl  mein  rot$e  3<W  <n  3  H*»  a*fr 
folglity  mein 

rotbe  3a^I  ifl        172500 

«in  Srittyeil  ifl         57500 

bie  gebflrenbt  fdjaarge  3at?I  ifl    177707944 

biemett  mir  oben  befannt,   baß  3  äiffrxn  gang  gegeben   feint,   fo  fytbe  id> 

ht  blefent  Radix  cubicam  177707944,  t»ei4e«  mein  Sablen  in  9  Biffer 
rreityen  mag,  bo<&  vorbehalten  gu  (Snbt  ber  9  3iffan  bor  ein  ßutf  cinel 
Brunei  angenommen  »erben,  bieroeil  fobiel  ibrrational  Qaffltn  mit  ein« 
lauffen,  ber  in  9  3»ffa«  M»  genfige  fann  gegeben  werben. 

5luf  einer  geben  3*$l  Radicem  cubicam  extrahiern  91f  man  be» 
ge$rt  gu  einem  (Stempel  Radicem  cubicam  au§  56120370.  barauf  fol- 
get, ba§  bie  Radix  ganger  3*^ltn  betomme  3  3iff«n,  M*  anbern  feinbt 
©rudj  einer  gangen  3*W,   alfo  fudje  ity  bie  rotye  ßaffi  berfelbigen,  toelcbe 

iß  172500  bteaeil  aber  ber  punete  nit  auf  bie  erße  3*ffa  feit,  fonber  auf 
bie  anber,  fo  »irbt  gu  ber  rotten  ßaty,  meldte  iß  borgegeben,  no$  eine 
gange  3«#  addiert, 

ttmt  alfo  gufammen    172500 

unb  bie  gange  Qa%\ 172600 

280290022 

bif  tyeil  in  3  t&eii,  bietteil  ber  Cubus  bie  3  quantitat  ifl    402770022 

<Sm  «Drittel  iß  im  rotten    184256674 
fu*  berfelben  W«uarje  3a$Z  ifl  382860159  ba*  Radix  cubfeam. 
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'3ujj  (inrr  gtgtbrntn  3afc[  Radicem  Cubicam  extrabiern. 
Wan  b(tvf)tt  |u  einem  tSrerobel  Radicem  Cubicam  aufj  561203700. 
3a6I  ftebel  alfo  In  ibr  brtjti^nrttn  fjuntten  561203700,  allbt«  fal- 
lot  au*  3  punrti,  aber  btr  It&te  nun«  feit  auf  bie  tritt*  3'fTtr,  obwol 
bUfrI6*  3obI  bed  oorigdi  (Srtinpdö  rotlfe  3al^I  gtbürt,  dg     172500 


230270022 
fo  tttrben  boeb  nott)  jmo  ganjt  3ablen  tan"  addiert  .     .     230270022 

833040044 

Unb  ifi  baö  bie  Urfaifc,  bit  erfttn  5  fnmbt  beti  anbern 
3'fT"n  gtbürt  Bit  Totb>  3*&I,  binrtil  aber  ter  pur«  nil  auf 
btrt  irficn  alfj  5,  aiictj  nit  auf  bit  anbtit  alft  6,  fonbem  ftli 
auf  bit  critte,  fo  bat  bit  <5rftt  5  mit  btu  anbtru  3iff«n    -   172500 

unb  elf  0  barnaeb  eint  ganjf  rotbf  3a$l 23027  0022 

23027  0022 
ruifbb«  b'*  Mi«'  fW  1  barauf  ber  tmnrten  feil  aud)  .  .  633040044. 
aifo  bab  icb  btr  brri  trfttn  3'fftrn  iljre  tottft  3«bl  jufmn- 
mtn  StttMfl  btt  (SubuS  tif  Witte  qu;mtitet  ifi,    fo  nimb 

seil  btrfdben  reiben  3«W  bit  britib,eil  ifi 211013346 

W  niiii-fü   ift  bie  rotbe  3«bl  b«  fdjroarjrn  3ab>  ff)  Radix  824847 1  2, 

•aufi  einer  gegebenen  3a$l  ber  aSitittn  quantitet  olfj  33  R  *)  Exrra- 
biem.  -  3Han  begehrt  ;u  einem  ffiremutl  Kadicem  33  auf)  50120370. 
Sil*  3«bl  ft(b,l  alfo  mit  ifcr  üerieidmettn  punrten  5612037Ö,  albier  faUen 
2  tmntwn,  fo  toitt  baraufi  befannt,  ba&  ras  Radix  nur  2  3'fffr  ber  gan. 
Ü«i  3"bl  btfomme,  bie  anber  folgenbe  3'if«  f(inbl  btr  Srueb,  alfo  fueb 
obgeindter  fdju-arjt  3^bl  if>«  geuürmbr  rot  bt  3<#.  ttHtfjt  i|x  172500 
bfrtrtll  aber  b«  lejte  bund  auf  bie  4lr  3iffer  feit,  fo  lotr«  230270022 
bell  3  ganjer  tot^e  3aljltn  barju  addiert,   alfj    .     .     .     .     230270022 

230270022 

bltfjt  roirjt  3<ib(  Ibtfl  in  4  gl  riete  tbril 763310006 

tift  tfr  ber  Radix  ro«j*  SaQI 190827516 

3fjr  gtbü&nnbt  ftj)ttwg<  3abl  ift  674000768    ob.    67  jjjööfjy^  *«*    R* 

bad  wir  begeb«  b°&tn. 

•Auf)  einer  gegebenen  3dbt  Radicem  Ss  extrahiert!  **). 

QS    itigt    meint   gtgtbtne   3"l>!     ju    einem    fSrtmptl   Radix  Ss    auf) 

)  33  (3Hisrtj«nis)  10  bit  3a$l  4  in  bei  Low.  Stral.  Cliri.ioph  Kudolph 
Tn*i.  toi  «3.  unb  Wilhelm  tun  Cal.hui.. :  Äutfeer  Strikt  don  jetjenbjablen 
Kremen  1629.  |in(r-  'S3  u.  f. 

")  S*  ift  bit  rudicli«  3at)l  G  (iurinliduni>  ,t  ift  fi  (Zrniiicubii*)  93 p 
ift   ?  (Uiurtoliduio)  jyifl  8  (Zrimnude?    ü-|  K  ift9  (Cubit*  d«  cnbo)  «.  f.  W. 
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671876766  Ue§e  Qaf)l  ße*t  alfo  mit  tyc  t*t*rfd?*e*n  «nitctfn  (01876768 
baraufc  folgen,  ba0  bie>  Radix  2  3iffer  werbe  befommen  ofyi  bit  ©ntcj  einer 

aanjen  3$I,  fiu^  ber  gegebenen  gebftrenbt  rot$e  3<W  iß  .    .100600 
biekpeit  ber  fcfete  jmneten  na$  ber  linken,  £anb  nity  auf  bk    2802700 
Ieftte  Siffer  feit,  fpnber  auf  bie  »ierbte    .......    2302700 

v;=  ■-  .*    ■■  ,;      ■  •  2&Q2J&0 

fo  fctiÜ)ti 'fe'er  4  3iffem  al*  6718  f$r:r<>#e  3aty  ...  . ..  :    f  ,8818100 

biej&>tW>  5  gleite  tyeii  ftnbt  |  1702620 

bad  iß  ber  rotten  3a^l  berfelben  gebörenbe  fawarje  3<^l  t%0  Radix  Ss 
ton  671876768  alf  583717328  *b.  68  iqftx^ 

$töif$*n ;  gfoe^en  Mannten  Satytri  ein  Media  Proportional  Qeftl 

gu  jlnben. 

(50  geigen  bie  2  3<*len  119004621   um)  893423483  $r  gebfi*remx 

rotyeSaJMfc      '  1740Ö     linb    219000.  , 

$V  5)tffereng  ber  rotten  iß  201 600  bie  tyttl  in  bä0  falb       '  ' 
2  gleite  t$e«l  ober tyilblrt  iß  100800  ■  ■■•  ■  »r- 

addier^  ber  Keinen  rotten  3a^l  iß     17400  , 

bi^  iß  bie  r^e  ßal?I  ber  medio  proportional  118200  3a$l 

unb  i&re  fefcwarje iß  bie, 326069676. 

roedio  proportional  3.a&l,   bie  wir  begehren. 

'   3um  Qnbern  2  medio  Proportional  Qaffl  gu  fthben. 

u&^il'ble  ^^fÄirftc  rbt^e\a>iffrrenj  in  3  gleite  %W  imb  addier  bie' 
5$ell  dneÄ  gii  ber  deinen  rotten  3a$l,  fo  tyafcen  wir.bie  erfre  ro#e  £}<$l 
tofeliigen  medio  proportional  3*$1*  ober  addier  berfetbigen  t$eil  2  gu 
ber.jOebien  rotten  ßaty,  fo  (jaben  wir  bie  anbere  rotlje  ßa$l  berfclbigm 
jtywargen  medio  Proportional  3^1.  — 

3um  britten  3  Medio  Proportional  3«$1  gu  ßnben,  tfceil  bie  obgemety 
SXffereng  in  4  gleite  t$eii  unb  addier  berieft  ein«  gu  ber  fletorm  wt$en 
3«ty  fo  Ijaben  wir  bie  erße  rottye  3<$l  berfelben  f$wargen  medio  Pro- 
portionalgafyl  unb  addier  berfelben  ttyeil  2  gu  berfelben  Seinem  rotten 
3«$1  fo  Ijaben  wir  bie  andere  rotye  3*W  berfelbigen  föwargen  medio  Pro- 

Sortional  ßaty  ober  addier  berfelben  ttyeil  3  gu  ber  Hebten  rotten  Qafj/l, 
I  $aben  wir  bie  britte  rotye  3a^l  berfelben  @<fywargen  medio  proportio- 

«Uf  biefe  weg  tönten  aOe  medio  proportional  3*$fa  gefhnben  wer- 
ben, fo  bie  2  gegebene .tSMUn  gleite  Summa  3iff«m  (aben/  alf  weiter 
w  fol^Mbem  (hmtptl  gu  erfr^en. 
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3»iffytt  2  3<*6(tn  tin  Medio  Proportional  ßai)l  gu  fluten. 

00  geigen  46a  bie  2  gegebenen  3a$l*n  nit  mit;  gießen  Gummen  3lf* 
fer%  Wim  bieerfte  $ot  7  Sifftm  Hie  anbere  8  unb  feinbt  atf  2447471  unb 
bie  anber  33033604.    @u$  tyte  gebürenbe  rotbe  3a$i 

*        *       • 

ift 89510    unb   119500 

bie  addier  gttf*tnt**n' 005/ fl  ;; 

gibt  tiefe  rotye  3a$i 209010        bietoeü  aber  elne3a$l 

ein  Sijfcr  metjr  $at  benn  bie  anbere    :  230270022  fo '  tfrirtt  -gärig  tot$e 
3a^l  bargu  addiert  ijt  .    .    .'  .     :   439288022  biefe  tot^Mft   $alb 

219640011 
bie  f#»arge  tft  biefe  medfo  proportional  3d#  899150itt^  -     :   . 

3»tfdjen  2  3<t$l*n  tin  Medio  Proportional  ßa£l  gu  finben. 

C6  geigen  aber  bie  2. Balten  nit  mit  gleiten  Summen  jjhjrm,  bann 
bie  erfte  t)at  7  3iffern  bif  ändere.  W  8  unb  ffäent  alfo  2447471  unb  bie 
anber  330336040.    (ta.^£a£;ift  ,'       ? 

ÄÄW^bfetnbft  119500 

bie  abbter  gufammen    .  •  •;    ;   «l  v  ,\ \ .  89510 

t$ut  gufammen  .    .    .',^.    *    v   .  209010      bargu  addier  2  gange 

tofye  3a$i  bietoeil  bie  gto|er'bfe    .    .  23027002% Heine  mit  2  3iffer 

übertrifft,  fo  230270022    l:    i-  ^       * 

f  ombt 669550044 

bife  rotbe  3*#  fattfc  ift  bie  votfte  3*W  50^77 5022  <  v  C 

ber  j^bürenben  fdjipargen  Qaty,  biemeiid 

abet?  #J6#  tflfoanV  Mi  gange  trifft  3«ft 

fo  wirb  bie  gange  rotbe  3ablsubtrairt  .  230270022  ' 

fo  ftMbft  W  ttty*3*4l  ber  medk>  pr<w 

port*3^I.    i 104505000         t 

»eUfce  ig.,.  -4, •• 2843:39213. 

*  •  •  ■  '..■'■»*'. 

3u^c^  jnH^en  Säulen  ein  Medio  Proportional  3a$l  gu  finben. 

IBffttöetf' äffer  bie  2  Safclen  bie  mir  borfatfrn  äff  fotgA:     ;' 

'  bie  erJflje.'mtt  6  3iffern,  bie  anbere  mit  9  3iffem 

*  W.e  ;er^ev  ,3to34l9  bie  anber  304939S18  i$r  gebflrenbe  rot*e 

'  ^[.^WPOO     3a*Iunb      lWßfl    .  ,,    T 

v>wu;.-v                               UlOÖO     '  ;      ;            If 

«bbier  gufammen  tbut     .  ;j.. ,,,;,«.  fJ.  }  222500  ,  1^.' 

bargu  addier  3  gange  totbe  3^1  bie«    2äÖ270022.  ,...,- 

»eil  ein  3a*l  bie  anber,  n^t^Ä,  $r#ftÄ  iZi\  •  ■•■   -V..,'.' 
übertrtffLJP  23027002  ?     '       .... 

fombt  bie  rot$e  3«W     •         . "  .    -    913210066  falbtrt. 
»onbifer  falben  3a$Isub  bie  gäng*toti)e:  456008033 

230276022      -,; 
fo  bleibt  biefe  rot$e  3a$i    ....    2200*0*6011 


1.  ••> 
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bet  gebütenbe  inedio  proportional  3<$(  »**<*  i|l  961415942  unb  iß 
umb  ein  3iff*t  me*  benn  bie'crft  unb  bat  iß  bet  bemeig  bag  ty  bk  ganje 
tot*  3**  ntd^t  me*  freitn  ehuna*  bon  bet  *Iben  fyifbirten  rot*n  3«* 
*b  nemen  m0gen. 

3ttif$tn  2  3a**R  ein  medio  proportional  3«*  I»  ftabrn. 

96  feigen  aber  bie  2  3***1*'  bie  mir  borfalten,  «Ig  folget. 
Die  erße  mit  6  3iffern  bie  anbete  mit  9  ßiftnn  unb  tft  bie  erfle 
32891    S>ie  anbete  tft    454907664  . 

Are  gebütenbe  119067851  tot*  3**  151500000 
«bbiet  jufammen 119067851 

t*iet  biege  tot*  3a*      ....  270567851 

batju  abbit  4  gange  rot^e  3a*  bie«  280270022 

toeil  eine  bie  anbete   mit  4  Slffern  280270022 

übertrifft  280270022 

©o  f  ombt  biege  tot*  3a*.  Me  *Ibiet  ff^Zt^sT 

i 

unb  bon  bet  falben  rotten  onbtrahir  5958237 19 -z 

bie  gonge  rot*  3a*  unb  fu*  beten  f<*»arge. 

3ü?if*ftt  2  3a*en  ein  Medio  Proportional  3a*  gu  fbtben. 

••  {eigen  aber  bie  2  3a*en  bie  mir  bottommen,  alg  bie  QEtßmit  4  3f|fem 
bie  anbete  mit  9  3iffetn  unb  fU*nbe  al§  5764      bie  anbet  387649833 

tyte  gebütenbe  175170640  tot*  3a*  185500000  bie 
Sbbier  ftufaurmen 175170640 

ma(*  biege  tot*  3** 81067  6  640 

5)atju  fünff  ganjer  tot*  3a*  biemeil  bie  eine  bie  an«  280270022' 
bet  mit  fünff  Siffern  übertrifft.  280270022 

280270022 . 
280270022 
280270022 
5)ieg e  abbiette  tot*  3a*  (albiet  1462020750 

Iß  biege  tot*  3«* 781010875 

Datoon  fubttite  bie  gange  tot*  3a*  fo  offt  aM  ity  mag, 
in  biegem  (Stempel  3  ma*,  batumb  wirbt  bie  Medio 
proportional  3a*  3  ßifttxn  me*  *ben  bann  bie  Ctfte 

unb  bleibt  i*e  tot*  3a* 40200809 

9)iegft  gebü*enbet  f<*oat|et  3«*  iß  bie 
Medio  proportional  3a* 149478591. 
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3ioi"djfn  2  3abltn  2  Medio  Proportional  3a'!1*11  Ju  ftnbtn. 

SB  ifl  auf  unfrt  uitinurtg  eint  gttingt  iEtrtnbtning  (in  234  obtr  mtfjr 
Medio  Proportional  3l^!*it  jlcifdjtn  2  ttfunbltn  3l()ltn  ju  ftnbtn,  ba* 
lumb  iroHtn  mit  bit  2*trtnbtturtg  bfTant-t  macfjtn  burdj  tin  ©rtmi«[,  ffiri- 
d)rt  ju  bomctl  Cur*  bffaimtt  3ÜV1«'  ß«9'&tn  ift  »"b   {«8*"  fci[  -  3Mtn 

119004521  unt>  8934:23483 
Ibtt  gtbürt.nb<    reibt  3afel  ifl     J7400      unb    219000 
Bit  tDifimnj  b«  rot^rn  3obI  ifl  201600    bft 
tbril  in  3  ifcfü  tfi  ...    .     67200 
«in  T  ritrlvii  abbier  ju  brr  flti« 

um  rotfct  3abl 17400 

So  ifl  nie  tote  3abl  btr  trfltn 

Proportio 84600  3af)I 

ibrt  gtbübrttibt   fd'ii'iir.ic  3af)l  ifl  bi«  23020839. 

3>rct  Etfttbttl  Ca  Eifffnnj  btt  rotl;  3<if;l  ifl    134400 
unb  Sit  fltintrt  rotbt  3abl  abbitr  barjn  17400 

bi§    Ifl    bit    toibt  3aM    btt    anb»    Proportional    151800  3atj(. 
(fire  gtbflrtnbt  ©djffiarjt  3ntjl  ifl  bit  459320198. 

A.  ß.  C.  D. 

1 1 900452 1        23020839        45932698       893423483 
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17400  84600  151800  219000 

©ir  fi*  fjdt  A  ju  IS  alfo  bttt  fiaj  B  ju  C  unb  C  ju  D. 


3 n* i  1*4«'   2  3"f?lfn  3   Medio   Proportional  3<*bln'  tu  finbtn. 

ttäjtigtn  bit  f,K0  brannten  3abltn  119004521      unb      893423483 
ü}n  gtbürmbt  tolbt  3afjl  ifl  17400    btr  anbtr     319000 

ibrt  JDiffttmj  ijl 201600 

bit  tbtil  in  4  l]I(i4t  iferil  in  tin  tytfl  «0400 

J7J00 
btr   Ibtil  (ins  obbitrt  ju  bft  flttnm  rotfctn  3,161    67800    bit  ifl  bft 
gtbürtrtbt  toibt  3abl  btt  ©d)roar|  196986715    bltft  iß 

bit  (iflf  tingltidj  Medio  proportional  3^6'- 

3um  anbtrn  abbitr  t  btr  rotben  SJtfftrtnj  ju  btr  fftintn  rotfjtit  3«&1  "16 

50400 
50400 

unb  bit  fltintrt  totfjt  3atl 17400 

gibt  btt  retfat  3abl  btr  anbtt  Proportional  118200  3abl 
I  ifl  ibtt  gttüttnbe  ©(bmatjt  3a&l  326069676. 
bit  anbtt  btgcbrtt. 
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dum  britten  addier  ?  ber  totf^tn  $ifferen§    5Ö400 

50400 
50400 

unb  b(e  fleittere  totye  QO/i 17400 

big  tjt  bte'rotye  3a$l  ber  britten  Proportional  168600  &aty: 
toeldje  tft  tyre  flejjflrertbe  Sc&warje  3a#  539738109 
bie  britte  itgefyrte.  t 

*  *  *  •  • 

3u>if$en  2  SBier  Medio  Proportional  Satyrn  ju  ftaben. 
<Sd  geigm  bie  befannten  Satten  al$  119004921      unb     893423483 
tyre  8ebfi$rmbe  rotye  3a$I  ift    .y)    :•    i7ÄW     We  ottbdr     2/9000 

tyre  Sifffiinji  tft ...,,,.,  \  ...    •    •    •    201600 

bie  tyell  in  5  gleite  tyett,  ber  h?    /;7  ,','...    .     409*0 

bie  Reine  rot|e>3a$l  addier  gu  bft  <*  .    /  .    .     17400 

l\  '  ■   •  ö  . 

VM>».    \t  '.Jü        <r.1        I  •:.  ■"  ■   .'|      ■  ■  ■  ff  .■ :  T      .    j     .:  .. 

big  ifl  *fe.rttfy.$tyl  ber     .    .    .  .    .    ,     57720 

gefcürenber  ®<$margen  (Srjien  Medio  fro^rtional  3a$l  178Q99M& 

2  o 

3  um  anbetn  abbier  =r  §u  ber  Reinen  rftty  3«$  40ÄW 

9  40820 

bie  Heben .ntfK.Saty    V|lV  ,  v.    .    ,  (,    .    .    .    /7^>g 
t$ut  aufommen'bteflebürenW  ro$e  3a$I  bet     '  PMT* 

anber  Medlb  PropörtfoÄal  Ba^l  wettyif*  2086668113.    ' '    " 

3Üm  bittteii  abbtre'  g-  ju  ber  «einen  rotten  3<$  40320  '      f  ? 


:v?  r-  ,..  ■  ÄWSfl 


bie  Reinere8  rotfc 3a$t  .  .V\  .  .  .  l"  !  "I"  1*400  lln  ' 
t^ut  jufammen  Wr£ttirertbt  rotfc  3<W  ber-  •  /3SM0  '»'v?i :  «■ 
britten  Medio  proportional  3«W  utf*e  if*  39889)5111.  :  , 

iha  ~;  \    4 
Sunt  äfertit  oifokr  g-^ ber llrinew rotten 3a(lM)P<9Q]    ü><'  i 

bie  Helrte  We  Ä  '  i  .....  "  V  ■*  ."'V^jj11  ^"^ 
t$ut  jufauiuien  bie  flebürenbe  ftttyräatf'W  : '    :    '  #8680'  ""'    *'• 

^eB^fldi?  Prppoi;fiopal;3#e  „tifej  5^ÄfflWft,lfl  „„f. 

iun  a;. 


>X    '  X  w^w  !•*!.;'.    /']•;;    /i.nilii     ...      :.'J  • 
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H  i  8  c  e  1  I  en 


Von  den*  Herautgeber. 

•         *    i    ■  • 

■•.... 

In  der  Abhandlung:  De  symptomatrbus  qoatuor  punc- 
forüm  in  eodem  piano  sitorum.  Acta  Academiae  seien- 
tiat.  Imp.  Petrop.  1782.  P.  I.  p.  3.  hat  Euler  eine  sehr  be- 
merkenswerthe  Relation  zwischen  den  seclis  geraden  Linien»  die 
vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  unter  einander  verbinden,  be- 
wiesen, und  iur  Auflösung  verschiedener  Aufgäben  angewandt, 
von  denen  er  sagt:  „Huiusmodi  quaestiones  a  Georaetris  qüidetn 
plnres  sdtrt  perträetatae,  verum  earom  solutionis  plerumque  in- 
gentem  propositionum  geometricarum  fanraginem  requirunf;  quin 
etiam  plures  novas  reetas  io  figura  duci  oportet»  ex  quibus  certae 
relation.es  cum  reliquis  colligi  queant,  unde  tqndem  solutio  deside- 
rata  obtineri  possit  Hie  igitur  in  gratiam  Geonietrarum  non  pa- 
rvm  ostenCjisse.  juvabjt,  quomodo  ope  duorum  tgatum  Lemmatam 
omnes  huiusmodi-  quaestiones  pertraetare  et  ad  solutione^  perdtfr* 
cere  liceat,  ita  ut  nullis  aliis  rectis  in  subsidium,  vocapdis  sit  opus-" 
Man  sieht  aqe  diesen.  Worten  u.  A.  auch,  dass  schon  ein» 
Euler  ein  solches  Gewirr  von  Hulfslinien,  mit  denen  namentlich 
jetzt  manche  Schriftsteller  ihre  geometrischen  Figuren  zum  wah- 
ren Schrecken  üer  Schüler,  fflr  die  diese  sogenannten  Uebungen 
häufig  bestimmt  sein  sollen ,  zu  überziehen  und  völlig  zu  bedecken 
belieben,  nicht  zusagte,  wie  dies  auch  aus  allen  übrigen  geome- 
trischen Arbeiten  dieses  "grossen.  Mannes  sehr  deutlich  erhellet; 
ein  solches  Gewirr  von  Hilfslinien  lJLsst  sich  aber  in  der  That 
auch  fast  immer  vermeiden,  wenn  man  die  betreffende  Untersu- 
chung auf  ihre  allgiaine4Äer^n-Priikipien  «urJückführt  und  durch 


I 


w 


WiimMw 


voraus  geschickte  Lemmata,  nie  die  Alteren  feineren  l 
immer  thaten ,  erleichtert  und  vereinfacht ,  was  namentlich  der 
UebersichtlichkeÜ  stets  sehr  förderlich  und  besonders  immer  dann 
unbedingt  nnthwendig  ist,  nenn  es  sich  um  geometrische  Ueliun 
gen  für  Schüler  bandelt.  Die  in  Rede  stehende  allgemeine  Re- 
lation zwischen  den  sechs  geraden  Linien,  »eiche  ritt  in  einer 
Ebene  liegende  Punkte  unter  einander  verbinden,  hat  Euler  mit 
Hülfe  mehrerer  trigonometrischer  Sätze  und  mittelst  mancherlei 
Transformationen  beniesen,  die  /mir,  nie  dies  bei  einem  Euler 
nicht  anders  .-ein  kann,  lehrreich,  aber  doch  auch  von  Weitläu- 
figkeiten nicht  frei  sind;  auch  scheinen  mir  die  von  Euler  gege- 
benen Ausdrucke  der  in  Rede  stehenden  Relation  nicht  die  ein- 
fachsten ;cu  sein.  Ich  will  datier  diese  Relation  in  dem  vorliegenden 
Aufsätze  auT  eine  mir  sehr  einfach  scheinende  Weise  entwickeln 
und  zugleich  auch  auf  ihren  einfachsten  Ausdruck  zu  bringen 
suchen.  Freilich  «ird  mansagen,  die  folgende  Eolwickclung  nehme 
die  analytische  Geometrie  in  Anspruch;  aber  dies  liegt  im  vor- 
liegenden Falle  mehr  in  der  Bezeichnung,  als  in  der  Sache,  und 
geschieht  hier  bloss  der  Einfachheit  und  Kürze  wegen;  denn  in 
der  That  setzt  die  ganze  folgende  Entwickelung  nichts  weiter  als 
den  pythagoreischen  Lehrsatz  voraus,  und  hält  sich  insofern  selbst 
weit  mehr  im  Gebiete  der  reinen  Geometrie,  als  die  Entwicke- 
lung Euler's,  welche  trigonometrische  Sätze  zu  Hülfe  nimmt. 
Wem  die  Bezeichnungen  und)  Begriffe  der  analytischen  Geome 
trie  nicht  zusagen,  wird  dieselben  aus  dem  Folgenden  leicht  aus- 
scheiden und  durch  andere  ihm  mehr  geläufige  ersetzen  können 
Die  sechs  geraden  Linien,  welche  die  vier  Punkte  unter  einander 
verbinden,  werde  ich  im  Folgenden  absichtlich  ganz  eben  so  nie 
Euler   bezeichnen. 

Die  vier  Punkte  wollen  wir  durch  .1.  B,  C,  l>  ■  die  Linien 
HC.  CA,  AB  respective  durch  a,  b.c,  und  die  Linien  AD, BD, 
CD  respective  durch  p,  q,  t  bezeichnen  Nehmen  wir  dann  den 
Punkt  D  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Ooordinatensystems  an 
und  bezeichnen  die  Ooordinaten  der  Punkte  A.  B,  C  respective 
durch  x,  y:  xx,  y,  :  .r,,  y.t;  so  haben  wir  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


■  +  S*=p\     ;ri*  +  ffi"='/*> 


'+»,•= 


'  Jl 


♦   t 


I  .  1 
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Zieht  man  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Reihe  nach  von  den 
drei  letzten  ah,   ho  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

2(*,*  +3?,»)  =rr»  +  p»— 6», 

2(3:^  +yy,)  =^»  +  9»— cf". 

Nimmt  man  nun  aber,  was  offenbar»  ohne  der  Allgemeinheit  zu 
schaden,  verstattet  ist,  die  Linie  DA  als  den  positiven  Theil  der 
Axe  der. ersten  Coordinaten  an,  so  ist  ar=/>,  #==©,  und  die  drei 
vorhergehenden  Gleichungen  geheh  dann  in  die  folgenden  über: 

*(***• + yi^a)  =>  9* + **  -  «*» 
Also  ist 

» 

^»  +  «»  — c«               r«  +  ö»— 6« 
^=t-^2p         '    **  = ^ ; 

•  « 

und  folglich ,   weil 
ist: 

also 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

2*i»i  =  9* + **  -  a* — 2*i*fc » 
also 

2yrf«=9*+ r*—a*- c ^ , 

folglich 

4»i  V»" ={«*+*J—  «" ^ — ^ — * r. 

and  daher,  wenn  man  die»  mit  dem  Obigen  vergleicht: 
Thtll  XXVL  t» 


i    » 
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welche   Gleichung  man  nach  eiuigen  gahz   leichten  Rednetioneo 
sogleich  auf  die  folgende  form  bringt: 

Dies  ist  die  allgemeine  Relation,  welche  zwischen  den  sechs, 
die  vier  Punkte  A,  B,  C,  &  unter  einander  /verbindenden  Linien 
a,  6,  c,  p,  q,  r  jederzeit  Statt  findet,  und  zugleich  die  vor- 
stehende Form  derselben  nach  meiner  Meinung  die  einfachste, 
wenn  auch  freilich  nicht  in  Abrede  zu  stellen  ist,  dass  bei  weite- 
rer Entwicklung  dieser  Gleichung  sich  eine  grossere  Anz^fil  yqn 
Gliedern  derselben  gegenseitig  aufheben. 

Euler  findet  nach  seiner  Methode  diese  Relation  unter  der 
folgenden  Form: 

+  6V(äa+01— c*— a*—  r*—  p*)+b*r*p*  f 

+  cai?(ca  +  ra--aa--62--par-^).+c«p2^*     "" 

+  a»o*c» 
oder 

■  *  *  ■         — . 

>=0, 

+(y92-cVt(aH42-c2)  +  (p*+^-r^;()  „,       .i. 

welche  aus  der  von  uns  gefundenen. Form  leicht  abgeleitet  wii>4, 
wenn  man  die  Quadrate  und  Producte  gehörig  entwickelt.  Auch 
kann  man  diese  Gleichung  auf  folgende  Art, darstellen:. 


*   . 


• '   i 


a*p*(a*  +  pP)+a*q*r*  /       «V*(62  +  «a +  ?*+»*), 

+  6V(*H  f*)  +«r>2  /  i^-J  +oV(c1  +  a*  +  r»  +  p«) 
+  cV(ca+r*)+**pV  (       /  +cV(d>  +  *,  +  ^+9t). 

jl!-»f.|-i     ^'jjSftSt*  /..'(:     .    .    ,.,.      .  :..,.   ;,      .,.f4|ft,f     -,  §| 
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Das«  diese  Gleichungen  bei  der  Auflösung  vieler  Aufgaben 
treffliche  Dienste  leisten  können,  leuchtet  von  selbst  ein.  Sind 
z.B.  von  den  sechs  Linien  a,  b,  c,'p,  q9  r  fünf,  etwa  a,  b,  c, 
p,  g9  gegeben #  und  die  sechste  r  soll  gefunden  werden,,  «e  wird 
man  die  oben  gefundene  Gleichung  auf  die  folgende  Forto  einqr 
Gleichung  des  vierten  Grades  bringen :  .'■:',) 

cV-  {(«»— 6a)(/>a— 9»)  +  ca(aa+6a-c*+p»+9a)}r»        •    .  ^'! 
+  (aV— *V)  (a*  -  6* +p*—  q*)  +  c*{a*  -  q*)  (oa  -  jP)  J         * 

i 

V^fr  wollen,  jetzt  das  Viereck  AB  CD  betrachten,  indem  w(r 
dessen  Sehen  AB,  BC,  CD,  DA  nach  der  Reihe  durch  a,  £. 
<ft  4  und  die  beiden  Diagonalen  4C,  ^Z>  durch  e,  f  bezeichnen, 
Oano  müssen*  wir  im  Obigen  v  y^ 

a  =  6,    6=e,    c=a,    p=d,    q=f,    r=c 
setzen,  wodurch  wir  die  folgende  Gleichung  erhalten r* 

+  e*/*  («*+/*— a«-**  — *a—  d*)+eacMa 


=0 

+  aaca(a*  +  ca  -  6«— ea— d2-/2)  +  a^/* 


1 « .  >  i 


oder: 


lr. 


(aa6a + «AP  -  aaca— b*d*)  e*  f 
(a*rfa+oaca-aac*— 6«d>)/«  l 
(a*c*-b*d*)  (aa+c*- &*— «P)  ' 

Sind  je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  des  Vierecks  AB  CD 
einander  gleich»  so  ist  a=c  und  b=d,  und  die  vorstehende 
GlficbuBg  nimmt  also  in  diesem  Falle  die  folgende  Gestalt, ap:> 

*f*  +  u2/4  —  2(aa+  b*)e*f* - (aa— tV8)2«2  —  (a*-e>*)7»  T 

>=0, 
+2(a»--cV*)»(tta+A*)  3 

oder,  wite  man' sogleich  übersiebt,  die  Gestalt: 

:    t^+/»-2f«a+Aa)}teVÄ--(aa--6a)a|=0, 

so  dass  also  entweder  ~> 

ea+/*—  2(aa  +  6a)=0   oder   «*/*-**  (<tf--t*)*;3»:0 


•»  ■     
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d.  f.  entweder 

2(a»+6«)=ea+/,a   oder    («■*-**)*:=**/* 

ist.  Diev  erste  dieser  beiden  Gleichungen  gilt  bekanntlich  dann, 
wenn  das  Viereck  ABCD  ein  Parallelogramm  ist.  Die  zweite 
Gleichung,  welche  man,  vorausgesetzt,  dass  a  gtOsser  als  b  ist, 
kürzer  unter  der  Form 

» 
darstellen  kann,  gilt  dann,  wenn  das  Viereck  ABCD  die  io 
Täf.  IX.  Fjg.  0.  dargestellte  Form  hat,  wo  die  Gegenseiten  AB~a> 
CD  =  c  und  BC=6,  DA=d  wieder  einander  gleich  sind.  Denn 
in  diesem  Falle  sind  offenbar  die  Dreiecke  ABC,  ACD  und  ABD, 
BCD  einander  congruent,  also  <£ACB=Z*CAD  und  4L  ABB 
—  ^CBD9   folglich 

j£ACB  +  Z.ADB=j£CAD+j£CBD=2R, 

so  dass  sich  also  um  das  Viereck  ACBD  ein  Kreis  beschreiben 
läBBt,  und  daher  nach  dem  Ptolemäischen  Lehrsatze  * 

AC.BD  +  AD.BC=AB.CD 
oder 

AC.BD+BC*=AB*, 
also 

AB*-TBC*=AC.BD,  d.  i.  a*-b*  =  ef 

ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wenn*  im  Allgemeinen  das  Viereck  ABCD  ein  Kreisviereck 
ist,  so  ist  nach  dem  PtolemSischen  Lehrsatze 

AB.CB  +  BC.DA  =  AC.BD, 

...  ac+6d  =  e/l  . 

Setzen  wir  nun  in  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ac+M  für 
ef,  so  wird  dieselbe: 

(oe+MJ»  (*+/*)  +  («***+ AP— flV  -  6*rf*)e« 

+  (a*d*  +  6*ca  -  a  V» — 6\P)  /* 
+(«r*c»~ 6«d»)  (a*  +  c*  -*6*  —■#) 

also,  wie  man  leicht  findet: 
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(äU>  +  cd)*^+(ad  +  bc)*r—2(ab  +  cd)(ac+bd)(ad+bc)=iQt  f| 

und  folglich,   wenn  nian  wieder 

ac  +  6d=s  ef 
setzt: 

(ab  +  cd)9  e*  +  («m*+  6c)*/« — 2  (a6 + cd)  (ad + bc)  efx  0, 

also: 

{ («6  +  cd)e  —  (ad+bc)f\*  =  0, 
folglich : 


oder 


oder 


(ab  +  cd)  e — (ad+bc)fz=  0, 
(a&  +  cd)  e  =  («d  +  6c)/", 


•  » 


ad-\-bciab-\-cd~eif9 

in  welcher  Proportion  gleichfalls  eine  merkwürdige,  leicht  in  Wor- 
ten auszusprechende  Eigenschaft  des  Kreisvierecks  enthalten  ist* 

Für  jedes  Kreisviereck  hat  man  also  die  beiden  Gleichungen: 

..,       -     ad  +  bc      c# 
ac+bd=ef,    rt-^^f* 

in  denen  eigentlich   die  vollständige   Theorie  des    Kreisvierecks 
enthalten  ist.    Leicht  erhält  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen: 

«      (ac +6rf)(gtf-f  6c)       ~      (ac  f  bd)  (ab  +  cd)  . 
•  *-  ö6+c3  *    ~  =  arf+te  5 

also    zur   Berechnung    der   Diagonalen    eines    Kreisvierecks    aus 
seinen  vier  Seiten  die  Formeln: 

V(cc  -f  bd)  (ad  -f  bc)      -_  \Fk^  +  bd)  (ab  +  erf) 
ab  +  cd  '    '—  1  ad+bc 

Weitere  Betrachtungen  Aber   diesen  Gegenstand   überlassen' 
wir  dem  Leser.    Die  allgemeine  Gleichung  kann  noch  zu  verschie- 
denen anderen  bemerkenswerthen  Folgerungen  Veranlassung  gelten: ' 

G. 


■ ,  'i.> 


II. 


Die  Grundfläche  AA'A"Am  eines  vierseitigen  gerade  stehen- 
den schief  abgesphnittenen  "Prisma's  sei  ein  Trapezium   tait  den 
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paratlelenSeiteti  ^'  aod  A?A?,  und  »,  A',  A",  A"  seien  die  den 
Punkten  il,  Ä  t  A",  Am  entsprechenden  vier  Hohen  dieses- Pris- 
mas, dessen  körperlichen  Inhalt  wir  durch  P  bezeichnen  wollen. 
Zieht  man  die  Diagonale  A'Am  der  Grundflache  und  denkt  sich 
das  in  Rede  stehende  vierseitige  schief  abgeschnittene  Prisma  in 
zwei  dreiseitige  schief  abgeschnittene  Prismen  mit  den  Grund- 
flächen AÄA!"  und  ArJPAt"'vex\*&i  so  ist  nach  einem  allgemein 
bekannten  stereometrischen  Satze: 

A+A'4-A"  h'-\-h"4-hm 

P^AAA'A^.+Y^+AA'A'A».*^      ■ 

Zieht  man  dagegen  die  Diagonale  AA"  der  Öründfläche  und  denkt 
sich  das  vierseitige  schief  abgeschnittene  Prisma  in  zwei  dreisei'' 
tige  schief  abgeschnittene  Prismen  mit.  den  Grundflächen  AA'A" 
und  AAnAm  zerlegt,  so  ist  ganz  eben  so : 

P = AAA,A».  *±*±*!  +  dAA.A^t^L±^: 

Weil  nun  aber  die  Grundfläche  AA'A"A!"  des  Prismas  P'  ete 
Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten  AA'  und  AnAm  ist,  so  ist 
AA A'Am  =  AAA'A"  und  AA'A"Am  =  AAA'A»;  also  nach  dem 
Obigen»    wenn  man  addirt  und  der  Kürze  wegen 

AAA1  Am  =  AAA'A"  =  G, 


AA'A"  AT  =  AAA"Am  =  &     ' 


i  <  • .  '. 


setzt: 


also: 


3  3 


P-G. g +  G. g , 


wo  die  doppdt  genommenen  Hohen  h,  h!  der  parallelen  Seite 
AA!+  die  doppelt  genommenen  Hohen  A",  ti°  der  parallelen  Seite 
A0jf!"  des  Trapeziums.  entsprechen.      .  « 

Wenn  das  Trapezium  AA'A"Am  in  eiu  Parallelogramm  über- 
geht, so  dass  auch  die  Seiten  AAm  und  A'An  einander  parallel 
werden,  so  sind  die  beiden  Dreiecke  G  und  G'  einander  gleich, 
also  nach  dem  Obigen: 

1    ■  _  aAfSA'  +  ÖA'+SA"     ^A+A'  +  A"+A*     ' 

^=?*- : — "~ <p — : =  u«.     ■'•■  \, — tt"^.:iI.>    ..f. 
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4 


uod  bezeichnen  wir  \nun  die  ganze  Grandfläche  des  Prismas  durch 
0,    so  ist  0  =  26,    also: 


4 


III. 

In  einer  des  grossen  Meisters  vollkommen  würdigen  AbhaHd* 
lang  Aber  die  sogenannten -Tier  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen 
Dreiecks:  „Solutio  facilis 'problematum  quorundam  geo- 
metricorum  difficillimorum.  Novi  Commentariii  Acad. 
Scientian  Imp.  Petrop.  T.  XI.  p.  103."  hat  Euler  eine  Reihe 
überaus  me^kwürdfger  Ausdrucke  entwickelt,  die  jedenfalls  nicht 
so  bekannt  sind,  wie  sie  zu  sein  verdienen,  obgleich  schon 
G..LLA.  Vieth,, in  seinem  „kehrbucne  «Je*  reinen  Mathe- 
matik^' Th(.  IL,  ,1829.  Fünfzehnte  Abhandlung",  eipe- nfir 
selbst  übrigens  niemals  zu  Gesicht  gekommene  neue  Bearbeitung 
dieser  schonen  Abhandlung  Euler's  geliefert  bat.  Es  scheint 
mir  daher  zweckmässig,  die  wichtigsten  von  Euler  erhaltenen 
Resultate  in  einer  zum  Theil  mir  eigentümlichen  Entwickelungs» 
weise  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen  und  in  dieser  Zeit- 
schrift aufzubewahren.  G. 

•  * 

Das  Dreieck  sei  ABC,  die  Winkel  und  Seiten  desselben 
werden  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewöhnliche  Weise'  bezeich- 
net Den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  drei  Hohen, 
den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises 
und  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  wollen  wir  respec- 
tive  durch  P0,  Pl9  Ps,  P8  bezeichnen.  Den  Punkt  A  nehmen 
wir  als  Anfang  eines  rechtwirÄgen- Koordinatensystems  der  xy 
an;  die  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  sei  der  positive  Theil  der 
Axe.der  xy  die  positiven  y  werden  auf  der  Seite  von  AB  genom- 
men, auf  welcher  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC  Hegt'.  In 
diesem  Systeme  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  P0> 
Pl9  Pa,  P8  respective  durch  x0,  yQ;  xlt  yx;  x*,  y2;  ar8,  y8- 
Der  Flächeninhalt  de*  Dreieck^  ABCv/6r&e  durch  A  bezeichnet: 

I. 

Zuerst  wollen  wir  nun  diese .  Coordinaten  sämmtlich  durch 
die  Selten  des  Dreiecks  ABC  ausdrücken. 
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In  Betreff  des  Punktes  P0  überzeugt  man  sieb  zunächst  un- 
mittelbar von  der  ganz  allgemeinen  Gültigkeit  der  beiden  Glei- 
chungen : 

x0~  bcouA,    tf0==x0cotU; 
also: 

x0=zbcoaA,    ff0  =  beo»AcotB. 

Nach  den  Lehren  der  Trigonometrie  ist  aber 

A      6*  +  c*~ a»  „     c*  +  a*— 6*       .    „      2A 

cos ,4  = st 9    cos/*  = s *    sin/?= — ; 

2öc  2ca  ca 

also 

und  folglich: 

6a  +  c*— qa               (6*+c*  -  c»)  (c»+  a*— 6«) 
*°-  2c"-*  '  .*>—  teJ ' 

Was  ferner  den  Punkt  Px  betrifft,  »o  fiberzeugt  man  sich  auf 
der  Stelle  von  der  Richtigkeit  der  zwei    folgenden  Gleichungen: 


also: 


24 

.  ^  =  40  +  4(^0—  W,    yi  =  J.  — ; 


*i  =  i(*+#o)>    Ji^jfc- 


Nacb  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

c  +  *0=c+ Tc = Tc , 

also: 

6a+3c*-#  _2<i 

Ferner  ist  in  Betreff  des  Punktes  P%  offenbar  in  völliger  Allge- 
meinheit: 

also: 

__  2z/cot \A  2z/ 
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Nun  iet  ab«^  bekanntlich  nach  den  Lehren  der  ebenen  Geometrie* 

J  =  J^(a  +  6  +  c)(6+c-ß)(c+o-4)(a+4-c)> 


und  nach  bekannten  trigonometrischen  Formein: 

XJ      4/  (a+b+  c)(b+c—a) 

M^  Y  " 


!  «.  /" 


COS 


46c 


**- Y zä^ 


•'«1  -ü XI^T**  —  "M«TW-M.  ::.. 


also 


cot tA  =  V  (c+a-6)(a  +  *-ä ' 


.1-1 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


6  +  c-a  2^ 


Was  endlich  den  Punkt  P3  betrifft,  so  überzeugt  man  sich 
mittelst  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  sogleich  von 
der  allgemeinen  Gültigkeit  der  zwei  Gleichungen: 


Nun  ist  aber 


also 


cos  C  =  — : — s-t >    sin  C  =  -t-  5 


cotC=-'+**-C' 


I..-1; 


1  ^   * 


4z/ 

•  • 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

1  c(af  +  6*—  c*) 

^8=2C'  y8==="', — g^^ — 

Auf  diese  Weise  erhält  man,  wie  es  mir  scheint,  die  Aus- 
drücke der  Coordinaten  a^>;  y0;  **i#  yi»  #*;  y>5  ^3»  #s  durch  die 
Seiten  a,  b,  c  des  Dreiecks -4ÄC  am  geteiltesten;  Eruier  bedient 
sich  zur  Entwickelung  derselben  bloss  der  gemeines]  Geometrie, 
was:  •bör>  Wenn  man  sich. zugleich  von  der  allgemeinen  Gültig- 
keit der  Formeln  rucksichtlich  der  Vorzeichen  der  Coordinaten 
überzeugen  will,  nach  meiner  Meinung  nicht  so  zweckmässig  ist 
wie  der  Gebrauch  der  allgemeinen  trigonometrischen  Formeln,  in 
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dem  Amwemdmüg  de*  vorliegende  Gegenstand  sngleiebjeine  gute 
Uebung  für  Anfänger  darbietet. 

Rücksichtlich  des  Inhalts  J  des  Dreiecks  ABC  bemerken 
wir  noch,  dass  sieh  derselbe  darehr  die  drei  'Seiten  m,  b^e  bei» 
kaontlicb  auch  auf  folgende  Art  ausdrucken  lässt: 

I    ."  ''  '  "  '      "     ,i 

wie  auf  der  Stelle v  durch  Entwickehirig  4fr  Formel 

IT 

^=26csin^=26c\  1 jp^i 

folgt.  ■  ■'•■    )'  ■■'  '•      ■ 

II. 


i: 


'!'  -      '!  I.  JI 

r;<:  .■  v«' 


Euler  bestimmt  nun  die  Entfernungen  der  Punkte  P0,  Px, 
P2,  Ps  von  einander  mittelst  der  bekannten  Formeln: 

p&p%*=to—&+ fa-aipi 

P0P9*=(xo-x*)*+(yo-y*)*>  

* 

*W=(*i— «^(ari-*)*.       ,.  ■,.     . 

.  »  -   ■ 

und  findet  auf  diese  Weise: 

-  a*(6»  +  c«)  -  6«(c»  +  a»)  -c*(««  +  6») 
+  3a*6V»  "'•       •' 

•  •  I.  \         «. 

a«  +  6Hc6 

— a6(6+c)—  6ft(c  +  a)  — c*(o  +  6) 

+3a«6c  +  3Ä«ca^3c«ä&  . 

-  2ä*bc  (b + c) ?— 368ca  (c + a)  -  %c*ak  (a + ft> 

•  » 


i  ,'  '    i  |  •  .  j    ■      •  -■      '  ..»!.'}:* 


•  i :   •     ;  #  • »  :•:'-. 

*?&*  = 

1 

HU« 

■  k 

}  -»  \        •  1  ;    »     ;  :     J  ,  ! 

1. 

1S1      .    il!    ':•!  1" 

■•!     .  • 

t..       I:   -»• 


"1  -\\ 
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(  +3o«6V 

I       1     *« »  »  *         _         •  -  "  %  -■.••.  r     '     -  •'  i  '  li 


'..'i 


JW= 


—5ab6(<i+b4c) 


«» * 


a6  +  66+c« 


.  's  •■':;•;«  :      •"»!■  i: 


>  _         abc         !  +a*(6 + c) + **(c+ a) + **(a + 6) 

/W  -  16(a  +  Ä  +  c)»^     4a6c(d«  +  6»  +  c«) 


v  -2a»(AHe*)-2*,(e*+«*)-2c8(«*+*a) 
-|-aic(a  +  6  +  c) 


16(a  +  6  +  c)^« 

"  — 2a»ft9-2Ä*<*— 2c"a« 


III. 

Um  diese  Ausdrucke  zu  vereinfachen,    fährt  nun  Eni  er  die 
drei  folgenden  Hülfsgrössen  ein: 


i  •      .•  e\  |  ' 


i      „ 


;  i    i '.        .  ■  \    ".  •       '  ■    '  *. 

.»■'.-  *  r    ■  •  •  ■     »i   • 

zwischen  denen  und  den  Seiten  a,  6,  c  die  folgenden  ferneren 

Relationen  Statt  finden:  >  <r  ;:i    t~i   «>•»/ 


^+'**+i4^-^vi ■■•• 


1    1« 


«  I 

•*>,«>  i  » ■:•  • 


-"'  >a*+ ft»'^^^^-*' V4%> 


•Ju.l'iSI  «n«»'n:r:  ?>iir» 


SIS  MUfUem 

a«  +  6«+c«=p«— 6/1*0 +9p«9»-u2f«4tyV— I2pqr-  3r*, 

a»(6  +  c)+6»(c  +'«)+c»(a  +  6)  =  f*t>~Vtf+-$r , 

a6c(«  +  6  +  c)  =  |ir,  -, 

o*(6»+ c*) + 64(c«+a»)  +  c*(a«+6«)  =pV— 2^r» — 2p»r +4p9r-3r*. 

Nachdem  er  nun  noch  bemerkt  hat,  dass  sich  die  Formel  für 
P0P£  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen  läset: 


■'  ^oJV + («*+**  +  <*)  -  (<*P + »<?+*«> 


a8+6»fc»   .... 
^  j  — a»(6+c)~o»(c  +  a)-c«(a+6) 


i  V  -f  3a6c 


...        .  «         «i 


i  aoc(a«+  6a  +  ca— 2ao  — 26c— 2ca)  (a-r  o  +  e>+9a*6*i* 

=±= 4J1. .  j   ,..v  . , 

findet  er  für  die  Quadrate  der  sechs  Entfernungen  leicht  die  fol- 
genden Ausdrücke: 

PoP**=£i-p*+H-y 

Qr2 

p  p*= L . 

•nl.    :   .  "«    3  16^*        pr  :!'•.!.•"        -••  ;       ..;    » 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  auf  der  Stelle: 

P*P»  =  f/Vi ,    PiP,=  l  PoPi  • 

Auch  ist  immer  ■".'•'"*  •     ♦  .t? 

4P,P,«+2.  P0*V=3.  JVf\a+M?,«V, 
and  andere  Relationen  würden  «ich  leicht  noch  «^ebnere  finden  lassen. 
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i . 


IV. 


•'  •  ! 


Im  Vorhergehenden  sind  die  Quadrate  der  Entfernungen  diifqb 
die  vier  Grössen  d,  p,  q,  r  ausgedrückt.  Euler  zeigt  nun  end- 
lich» dass  die  Quadrate  der  sechs  Entfernungen»  wenn  man 

As  =  Apq  —  p*  —  8r 

setzt ,    bloss  durch  die  drei  Grossen 

P=:««,     <?==-,    Ä=-  «!• 

F  P  P* 


■  ■•■(   •-...- ■•■i 


ausgedrückt  werden  können.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt:  nlmrteh 

p  =  VP,    r=pQ=QvP,    »«••£  =  Äg^i- 
also 

4,  +  p»+8r_l         ,        Q». 

•i.  ■  t  .       ■  -  .  y 

und  weil  liun 


)i/, 


WJ*  =  2  (a*6*  +  6V  f  c*a»)  —  (a* + 6*  +  c*) 
=  2(9*— 2/>r)— jp^^/^L-aoi-^/w- 
^p^pf— p»— 8r)=4pi, 

also  4J*z=ps  ist,    so   ist" 


:/. 


:/. 


und: 


.  i 


,»  _  PQ» 


2         16        80* 

1  30* 

9         1  20* 

P0P,«=  jÄ-Jp+4Q+  ^-, 

#»1^1  —  ■       3eT      9V  +  »Ä 


i . 


•     :  i  '.  i  •  ••  i 

■  *  *  ,  i 

P1P,*  =  j1Ä-ISP+§^+^1  ;     ,;-,.,  .  i. 
p,p,»  =  jä-Q. 
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Aus  je  yieren  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Grössen 
P>  Q,  R  ganz  eliminiren,  wodurch  sich  mannigfaltige  Relationen 
zwischen  den  Quadraten  der  sechs  Entfernungen  ableiten- lassen, 
<tatt  zu  iweckniäsfcfgen  Uebungen  Veranlassung  geben  tairit.* 


i»-i     i:: 


:) 


IV. 


f.'i 


In  der  Abhandlung:  De  variis  methodis  eirculi  qua- 
draturam  numeris  proxiirie  exprimendi.  Coromentarii 
Academiae  scientiarum  Petrop.  T.  IX.  p.  222.  hat  Euler 
di^fojgendan,.  allgemeinen  Formeln  zur  Zerlegung  eines  ffroisbo- 
gens  mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen»  deren  Tan- 
genten  gleichfalls  rational  sind«  angegeben: 

x       .  ax — y      A  1 

Arctang—  ==  Arctang  — qr-52  +  Arctang  -  >  <     "• 


x 


~  ax  —  y       .  A  — *  a         "  -        1 

Arctang-  =  Arctang  ^^  +  Arctang  ^^jj  +  Arctang^ . ;    . 


i» 


— 

y 

X 


ax- 


&-*b 


Arctang — = Arctang  mi^  *-f  Arctang  ,j-f  ArctangY-^j  +  Arctang 


1 


ay+x 
ax-— 


Arctang^  =  Arctang  ^|  +  Arctang  ^^4 Arctang  £^. 

'  *".  I-      •  •  •  •  i 

+  Arctang  grf~  j  +  Arctang  j. 


u. 


w. 


Dass  aus  der  ersten  dieser  Formeln  <lie  übrigen  durch  weitere 
Anwendung  jener  ersten  Formel  folgen,  ist  klar.  Die  oben  ge- 
nannte Abhandlung  ist*  deshalb  so;  wichtig,  weil  Euler  in  dersel- 
ben das  merkwürdige  Hfilfaniitel,  durch  Zerlegung  der  Kreisbo- 
gen mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen  mit  rationalen 
Tangenten  stark  cönvergirende  Reiheji  zur  Berechnung  des  Kreis- 
umfangs  zu  finden, ^zuerst  vorgetragen  hat.    ' 

In  dieser  wichtigen  Abhandlung  giebt  Ejilar  auch  die  beiden 
folgenden  bekanntet  Formeln  för  den  Umfang  des  eingeschriebe- 
nen und  umschriebnen  Sechsundneunzigecks  an,  den  Halbmesser 
des  Kreises  der  EtyM  «!*<*  gesetot;      '  '\  ('\ 

96,  V(2-  V(2+ V(2  +  V(2  +  %*)))) 


und 


V    -Vi 


l. 
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192.V(2-V(2+V(2  +  V(2  +  V3)))) 
V(2  f  V(2,+ V(2+  V(2  +  V3))))     ' 

welche  zwei  Grftnzen  Ar  den  Umfang  des  Kreises  fieferir,  fc*d  das* 
Euler  also  auch  diese  Form  der  vorstehenden  Formeln  zuerst 
gebraucht  hat,  die  man  in  den  Elementen  jetzt  häufig  anwendet, 
um  Anf&ngern  die  Möglichkeit  der  näherongsweisen  Berechnung 
des  Kreisaro fangs  anschaulich  zu  machen. 


V. 

i     »      1 

Bezeichnet  man  einen  Vector  einer  Parabel  durch  r,  und  den 
von  diesem  Vector  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nach  dem  Scjiei- 
fei  gezogenen  Linie,  welche  wir  durch  p  bezeichnen  wollen,  so 
dass  4p  der  Parameter  ist,  eingeschlossenen,  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  durch  <p;  so  hat  man  nach  der  Natur  der  Pa- 
rattej  offener  fdje,  Gleichung  i%  ,o! 

.  .,,  *      ,.»,  ..  ,      •>giII^±=4p(/,_1.cög^y;'^-' 

•*•»:  M**l» 

also  r 

r«  ,  *prco8q>  _   4p* 
.  sing)*         sin©2'  i 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  r  als  un- 
bekannte Grösse  auflöst:  !  ,l' 


JIM» 


—    ^ 


t=;,^lTcosy)  \> 

"ff  >  siny2        '  -,     •■    f 


also 

^^  !>»'    |H      ?  »IUI 

r  =  +  ^#  oder  rÄ-^^*. 
sin  9*,  sing)9 

W*fl  *Mt#  sejriei  JNatu^  na<*  i^ksUiv  M>  sp  kann  man  nuc 


rca>-^  t'iiv  ><oder:  r.a*: ->-*■» 


sing)*  cos??)9 

setzen,  welches  die  bekanjAt<&  Pols/gleiobung  der  Parabel  ist,  die 
man  auf  diese  Weise  am  leichtesten  erhält. 

Ist  nun  r1  der  dem  Vector  r  direct  entgegengesetzten  Yeotoc 
und  <p*  der  von  demselben ,  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nach 
dem  Scheitel  gezogenen  £lnje  eingeschlossene,  180°  nicht  fiber- 
steigende Winkel,  so  ist  natürlich  ganz  eben  so: 


\ 


863  HHtcetUn. 

cos}?* 
PJub  «st  aber  e>' =  180° — 9,  also  la>':=  90° — \q>,  und  folglich: 


'■..••!■ 


sin  iqp*  * 


Also  ist 

cosiq^ss"-»    atn4g>*  =  ^; 
folglich,  wenn  man  addirt: 


1«,2—  £.        .Snl/nt  — E: 


p    p    ,   ^     1.1* 

£-+^=loder   ~  +  -7  =  -, 


•  •  • 

woraus  auch 


rr* 


P  = 


r+r' 


folgt»  so  dass  also  der  vierte  Theil  des  Parameters  immer  leicht 
aus  zwei  einander  direct  entgegengesetzten  Vectoren  berechnet  wer- 
den kann. 

Auch  erhält  man  nun  sogleich  aus  dem  Obigen: 

coslg>*=^~ 7,     ***>&*— ^j^,>    tangia>*  =  p 

■  •     •  ••  ,j  i 

oder,  da  ig>  nicht  grosser  als  90°  ist: 


1  :> : 


cosig>  =  Y|q^.    8>ttiaJ  =  Y^7,    tangloJ  =  y^; 


und  hieraus: 


siDg>=n 


r-fr*  •• 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  den  Winken*  <p  und  ?'  entsprechen- 
den Sectoren  der  Parabel  respective  durch  S  und  S\  so  ist  nach 
einer  bekannten  Formel  der  höheren  Geometrie; 


=  4^*1*8*, 


also  «ach  «lern  Obigen a        .  j  ;.<i 

-r>««  u  "1  S  SS  in*  /     '  Y    ■-'.•■■■  .-*:..,«..       ,.i-»J< 
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Setzen  wir  ,  *      . 

tongw9=tt»    secjg>*=l+t«*,    cos ly*=  t,rf, 


und 


so  ist 


S^&  =  2^(l  +  «a)^  =  2(w  + Ju»)  =2(tangi^it^iy»)^i 


also  auch 


f 9  ^k* = 8(<"84*  +  J  tangi9$) 


«»•♦/ 


und  folglich  nach  dem  Obigen:  % 

S  =  p«(tangJ9  +  itangi9)»). 

*  *       *    •  *  • 

Ganz  oben  so  ist 

S'  =  p*  (tangi,)'  +  J  tang  fr") , 
oder,  weil  V »180° -g>,  £9' =90°—  fr  ist: 

S'c=^(eot49>  +  Jcot49)8)-  // 

Ist  nun  £  das  von  der  durch  die  Vectoren  r  und  r'  gebilde- 
ten Sehne  abgeschnittene  Segment  der  Parabel,  so  ist 

£=S+S>, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

JB=j^ttangi9>  +  eoti9)  +  i(tangV+coti98)}# 
also,  wie  man  leicht  findet: 

2_   «l+3tangjy*  +  3tangiy«  +  tang|y« 
"  3tang«9>8 

oder 


v.-  ) 


~     ätangsqp*  3  sin  Jg>8  cos  ig)1 


/ 


oder 


j-    fr*     . 


und  weil  nach  dem  Obigen  . 
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i\i 


ist»  so  ist 


Weil  aber 


MiiceUm. 


.     ,      SrVV«7 

81D  ©•  =  -7 — J — T\S" 


3fr'Vrrr7 


» 


r+r' 


ist,  so  ist  auch 


Zs^r+r'jV^P. 


VI. 

5 

Aufgabe 
aus  der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis. 

Den  Winkel  x  so  zu  bestimmen,  dass  die  Function 

y  =  sin  x%  sin  (0 — x) , 

wo  0  ein  constanter,  zwischen  0  und  180°  liegender 
Winkel  ist,  und  auch  der  Winkel- x  zwischen  0  und  180° 
liegen  soll,   ein  Maximum  oder  Minimum  wird*). 


,  i  •  • 


Auflosung. 
Oifferentiirt  man  y  nach  xf  so  erhält  man    ~ 

?p  =s  2  sin  a?  cos  a?  sin  (0 — a?)  —  sin  2*  cos  (6 — ä). 
=  sin2arsin(0— a;)— sioar*cos(0— ar),    ,M 

und  folglich 

-% 

=  2cos2a?sin(0— a?)— -sin2a:co8(0— a?) 

—  2  sin  a?  cos  a?  cos  (0 — x)  —  sina?*sin(0<— x) 
=(2cos2ar— sinaj^sin^  — a?)— 2sinärcos(ö— a?) 
=(2cosar* — 3  sin  a^)  sin  (ö — a?)  —  2sin2a?cos(0 — x). 


•)  Diese  Aufgabe  ist  für  die  Nantih  von  Wichtigkeit  Hier  enchefail 
•ie  sor  alt  eine  mir  sehr  zweckmässig  scheinende  Uebongsanfgabe  aus 
der  Lehre  von  den  Mazimie  und  Minimie. 


•.-."'    ..  ::i 
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Die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und  Minimums  Ist 

sin2o?sin(0  -#)— sinj^cos(0— *)==0, 
d.  i. 

sino?t2cosa;sin(0 — a?) — sin  a?cos(0— *;)}:=  0, 

eine  Gleichung ,  „welche  in  die  beiden  Gleichungen 

siD4:= 0 
und 

2co&a:sin(0— o?)—  sin  4:  cos  (0 — x)=zO 
zerfällt. 

Aus. der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen,    nämlich  aus  der 
Gleichung 

sin;r  =  0, 

ergiebt  sich,  weU  x  zwischen  0  und  180°  liegen  soll,  4?=s0<oder 
x  =  180°.  Führt  man  dies  in  den  zweiten  Differentialquotienten 
ein,  so  erhält  derselbe  den  Werth  2sin0;  und  da  dieser  Werth 
positiv  ist,  so  wird  die  Function 

y  =  sinarasin(0 — x) 

ßr  x  =  0  und  für  «  =  180°  ein  Minimum. 

Aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämlich  aus 
der  Gtatahung 


folgt 


also 


oder 


also 


2cosa?sin(0 — #)— sin  #  cos  (0  — ar)  =  0, 

2cosorsin(0 — :r)  =  sinarcos(0— a:), 

2cota?tang(0— *)  =  1 

2(tang0-tanga?)  =  {M 
l+tang0tanga?  ° 

*  2(fang0— täogaO— tangtf  +  tang0tanga:*, 
tang0tanga?*-f  3tanga?=2tang0, 
tangar*  +  3  cot  0  tangx =2, 

(tang*  +  ?cot  *)»=  2  +  ?cot«»=  ÜSf**1 


1 


tangor  +  ^cot6=i:2y8  +  9cötP; 


folglich 


_.„ 3cotflTV8+»cotft. ., 

lang  drss-*- : 5 » 


oder  auch 


tangtf==-jcot0(l:fc  Y  1+§tangfl*)v 


>i  »I   « 


oder 


■■"3(i±y  i+§tMg« 

*»«*=— 2tangö 

Wegen 

sin  a;  cos  (0— ar)  =  2coa^sin(ö—  a:) 

ist  nach  dem   Obigen   der  zweite  Differentialquotient 

i. 


d.  i. 


£^=r(2coSa*— 3sin**)sm(0— *>—  8co««*sin(0  — ar)i 


^  =  —  3(sin  a*  +  8  cos  **)  ein  (0— a)  • 


•  ■  •  1 


und  das  Zeichen  von   ä-*§    ist   also    immer    dem    Zeichen    von 
sin(0 — x)  entgegengesetzt. 
Es  sei  nun  erstens 

O<0<9O°. 
In  diesem  Falle  liefert  in  der  Formel 

tango:=  — ?cot0(l±Y  l+gtang0a) 

das  obere  Zeichen  offenbar  einen,  negativen ,  das  untere  einen 
sitiven  Werth  von  tafig  x>  oder  für  das  obere  Zeicheu  ist 

go°<*<i80°, 

för  das  untere  Zeichen  dagegen  ist    . 

0<*<9Q°. 
Nimmt  man  daher  das  obere  Zeichen ,  so  ist  jedenfalls 

O>0-*>  — 180°, 


JffMuMrtt.  &tff 

folglich  mä(B—w)  negativ,  also    <r*j  positiv,    und    daher  y  «4n 

MiiHnaml  t  Wäref ;  wann  man  das  untere  Zeichen  nimmt  j<  #>ft 
so  wäre,   da 


'/    <u>- 


•  r  t 


ist,  auch  tangj*>tang0,   folglich  ' 

—jcotöd-  yi+gtang«^>  tätigt 

oder  v  _        .       .  p»Ii. 


V46 


»•f-jh*** 


<  % 


1 +|taog6«>  1  +  jtangö'+jtangö«, 

.,  ...  ^ 

O>staogÖ«(l  +  tang0«), 
oder 


..- 1 , 


4 
0>gtaogÖ2secö*! 


^;.ii<     i-nliii« 


was  offenbar  ungereimt  ist.    Also  ist  4?<0,  und  folglich 

daher  sin(0— #)  positiv,  also  tt^  negativ,  folglich  y  ein  Maztmunf. 
Sei  ferner  Zweitens 

9O°<0<18O°.  '      l[]f  l  io 

In  diesem  Falle  liefert  in  de*  Formel 

tang^ss— ^eot0(li:Y  l+§ta»g>)  •:>:»! 


•  » 


das  obere  Zeichen  offenbar  einen, positiven,  das  untere  einen  ne- 
gafiven  Werth  von  tangor,  oder  fiär  das  obere  Zeichen  ist 


\  ..  >   .  .  _,     •  _  j 


0<ar<90°, 
für  das  untere  Zeichen  dagegen  ist 

Nimmt  man  daher  das  oberem  Zeichen,  so  ist  jedenfalls 


Mt&CtUtB, 


folglich  si»(0— <z)  positiv,  al*o  rt  negativ,    und    daher  y  ein 

Maximum.     Wäre»  wttin  man  da4  untere  Zeichen  nimmt»  »  <  ^ 
so  wäre,  da 

90°<ö<180°,    98»<*r<180° 
ist,   —  tangx> — tangd,   folglich 

3 


I    *    :       *.*»' 


oder 


also 


2C0td(l  -*y.  1  +§tan$S»)>  -  taag* 
|  (-  cot«) (V  l+jjtang0»-i)  >  r  tangö, 
l  +  gtang^M  +  gtangÖ», 


•  .  't  ! 


<  •  '  |  H     '  '  /  . 


■*    -      ■        !i 


was  ganz  wie  vorher  ungereimt  ist.    Daher  ist  a>0,  und  folglich 

daher  8in(0— #)  negativ,    also   rt  positiv,  folglich  y  ein  Minimum. 

Wenn  also 

Ö<tf  <9Ö° 

ist,  »p  ist  y  für^ 

3  -      / 8        ' 

tanga^—^cotöa  +  V  *  +  S1*0«0*) 

ein  Minimum,    ffir 

tang*=-?cor0(l  -  yi+ftÄng^) 

« 

dagegen  ein  Maximum.  f 

Wenn  dagegen 

'     '  äÖ*<0'<l8ai»' 

ist,  so  ist  y  fiär 


■  * 


3  Ar — § — : — 

tanga?=-acotd(l-fV  1  +  G^^ß>*) 

*  :•?.-      .  «        •      '.\         ■  '    »",111  i. 

ein  Maximum,  ffir 

3  4/"       8  * 

taogar=— ^cotö(l  — \  1  +  gtangtf»)     ; 

dagegen  ein  Minimum.    "* 


HUcellen.  3B0 

Ein  Maximum  wird  y  (Ur 


tang*=s  — 2cotd(1±V  ' +9taDSö1)' 


i'i 


wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt 
jenachdem  9O°<0<18O°  oder  0<ö<90°  ist 

Ein  Minimum  wird  y  fiir  ** 

♦    tang*=~!cot0(l±Y  1  +  gtaogö«), 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt» 
jenaehdem 

O<0<9O°  oder  90°  <  0^180° 

ist  ■<-l'. 

Um  x  mit  Leichtigkeit  berechnen  zu  Jkönoen,   berechne  man 
den  Hfilfswinkel  a>  mittelst  der  Formel 


M.»i: 


2V2 
tang»  =  ~g-(tang0)f .  •  ,..;-, 

:  '  :  i 

wo  (tangd)  den  absoluten  Werth  von  tang0  bezeichnen  soll,  und 
nehme  m   zwischen  0  und  90°.    Dann  ist 


tangarrr— ^cot^liV^J  +  taogeo*), 


d.  i. 


oder 


3    x^cos<d±1 
tangJ?=-|Pot0    tfQSQ>    , 

tangars-FöCotd » 

°         ■  2  cosa>  . 

.:  "^  •  i  •   •  ...    ~-'-a.  t;     ■  *' 

.  i- ••?>!.••"■•■  '•  .  ,  -      .  ■  • .  »  ■  •.:•'.  i  ■  { 

3cot0cost<pa 

cosa> 
tanga;  = 

.  3  cot  0  sin  4©« 

COStt 


Uebrigens  kann  man  die  Gleichung 


-!*•     "J'i 


2cos<2r8in<ö— -ar)  ==  sinaccf  (0  — x) 


noch  auf  eine  andere  sehr  einfache  Weise  auflösen.    Addirt  man; 
nämlich 


800  JM**4fc*. 

COSJ?sio(0-»»dt)  *    ■'■ 

auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  erhält  man 

3  cos  4?  sin  (0 — 4?):=sftna?co£(0— d?)  +  cosa?sin(0— *)  =  sin0, 

folglich 

3 

alsinffl  — a?-f a:)  +  sin(0— xr— j?)|=«in6V 

3  v     •  '     * 

2lsin0+sin(0— fcr)}  =  sin0, 

sin0-fsin(0— 2a)  =  gsin0; 


d.  i. 


< .  i . . . 


also 


sta(0— 2#)=  — *sin0, 


mittelst  welcher  Gleichung  sich  x  bestimmen  lässt  Rücksichtlich 
der  G ranzen,  zwischen  deneir  man  x  nehmen  muss,  ergiebt  sich 
aber  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  Folgendes: 

Wenn 

O<0<9O° 

ist,  so  muss  x  fllr  das  Minimum  «wischen  90*  und  180°,  für  das 
Maximum  zwischen  0  und  90°  genommen  werden. 

Wenn  dagegen    : 

9O»<0<18O° 

V 

ist,  so  muss  x  för  das  Minimum  zwischen  90°  und  180° ,  fBr  das 
Maximum  zwischen  0  und  90°  genommen  werden. 

Es  muss  also  immer  x  für  das  Minimum  zwischen  90°  und 
180°,   ßr  das  Maximum  zwischen  0  und  90°  genommen  Wtrdeii. 


*:■   »;»■.»!:»    1 


TU. 

Aufgabe   för  Schüler. 
Zu  beweisen,  dass 

4(sin<p*-f  cöso)*)  ä  1  +  3cos2g>*' 

j0f.ii<    \\:\  «»/        «n-    \\\  ».  •      i '•  ;.,..     .,*.!         -tili*»    \iui   ri*ir*i* 

ii  liiait.. 
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'»  •'    •}  '.  '• 


■i 


i    •  • 
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Arithmetik. 


1 1 


t. 


Note  «tir  une  m^thode  pour  la  reductioo  d'i'fitegrait 
l«8.d^finies  et  sur  son  applicablen  a  quelques  formu,? 
I««  speciales.  Par  f),  Bierens  de  Haan.  Publik  paf 
l'Acad^mie  Royale  des  Sciences  a  Amsterdam.  Amster- 
dam.   Van  der  Post.     1855.    4. 

Die  Grundlage  dieser  Methode  bilden  zwei  allgemeine  Theo- 
reme» welche  füglich  als  Erweiterungen  der-so  genannten  thetfaei* 
sen  Integration  betrachtet  werden  können.  Das  erste  dieser  bei- 
den Theoreme  ist  folgendes: 

^^.  ^^    _  »  •     *  ■  •  ■ 

integrale  de^finie  /  '•  F{x).d$ 
.  ■•.  ■:*£  ..:■  -.•!,  -...i! 
la  fonction  F(x)  peut  6tre  mise  sous  la  forme  d'un  produit,  tel 
que  Tun  des  facteurs  soit  la  diffe>enü$lle  d'une  fonction  connue 
quelconque,   c'est-ä-dire,  lorsqu'on  a 

*te),=  »(*)•*•!  AMI»  .■::.:!..*;. 

ob  aöra  aussi   l'rfquation  ■,-.-:\\ 

•  ♦(*)< A . I A*) } dx  =  g*(6)  .m-¥A.flA--l   m>dx\<p(«)\A** 

.    «  .  •  -/  . 


■ '■» 


,vTh4*r>6me  I.     Si  dans  une 


•  ■  •.  ■  ■ . 


■         • 


Quoique  dans  le  cours  de  cette  Not>e"f  s^gt  der  Herr  Ver- 
fasser, „on  ne  fera  usage  que  de  ce  th4or&me,  il  vaudra  bien  la 
peine  pourtant  d*en  tirer  un  corollaire  interessant",  nämlich  das 
folgende 
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9  Uteraritcher  Bericht  CHh 

Thöor&me   II.       Lorsque    dans    une    integrale    dlfinie 


9» 

h 

F(q9  x)  dx  la  fonction  f\q,  x)  peut  6tre  mise  bovlb  la  forme 


d'un  produit,  tel  que  Tun  des  facteurs  soit  la  differentielle  d'une 
fonctioo  connue  qoelconque  de  q,  c'est-a-dire,  lorsqn'on  a 

F(q,  x)  =  <p(q,  x)  dq  ( f\q ,  x)  \ , 

on  aura  aussi  l'äquation 

/    dqj     q>(q,x).dqAftq9x)\dx=--l    dxj  f{q,x)d4<p(q9x)}dq-/l 

a  a  a  & 

+J      dx[<p(ß,x).f(ß}x)  —  <p(a,x).f(a,x)]; 

a 

oft  4  est  la  correction  necessaire  dans  certains  cas  de  disconuiM 
de  la  fonction  F(a,  x)  —  pour  des  valeurs  de  q  et  de  x9  qui  tom« 
bent  entre  des  limites  respectives  incluses,  er  et  ß9  a  et  b9  — 
lors  de  l'application  de  la  m&hode  da  changement  dans  Pordre  des 
fatlgrations.  Toutefois  ce  r4sultat  ne  peut  valoh»  qae  sona  la 
double  Kondition,  ä  laqoelle  ce  changement  est  soumis,  safoir  que 

tr-        d*.F(q,x)  P*  ' 

y~JLim.£ -?-§ et  Lira.  /      gdx 

a 

soient  toutes  deux  nulles"*). 

„Comme  pour  le  Theoreme  I.  il  faut  observer,  qu'on  a  sup^ 
pose*  que  q>(q,  x).f(q9x)  soit  cootenu  entre  les  limites  o  et  ß  de 
qi  lorsque  cela  ne  serait  plus  le  cas,  ilfaudrait  ajouteran  aecond 
membre  de  cette  rfquation  la  correction 

Llnl.y    \Ac—$).<p(c—t)--f(c+i).ip(c+t)l« 

et 

Jedenfalls  ist  es  sehr  bemerkenswert!!,  daqs  der  Herr  Ver- 
fasser dieser  in  allen  Beziehungen  äusserst  werthvoJtai  Abband» 
lung  aus  den  obigen  im  Ganzen  höchst  einfachen  Quellen  eipen 
grossen  Reicbthum  t heile  bekannter,  theils  bis  jetzt  noch  «obe» 
kannter  Formeln  ableitet,  so  dass  wir  es  für  unsere  Pflicht  halten, 
den  Lesern  des  Archivs  die  vorliegende  schone  Abhandlang  recht 
steht  zur  Beachtung  au  empfehlen. 


i  •  t 


••  .■ 


*)  Ponr  la  limite  %6ro  de  c.  ty 


%    •  . 


Ltternrim/ier  Bericht  CHI. 

r  Freude  hören  «vir,  das*  die  im  Literarischen 
Berichte  Hr.  LXXX.  S.  1005.  Thl.  XX.  vorläufig  angekündigte 
Tafel  der  liest  im  ml  en  Integrale,  mit  welcher  der  Her 
lasser  der  Wissenschaft  ein  überaus  wichtiges  und  angenehmes 
Geschenk  machen  wird,  auf  Kosten  der  Königlichen  Akade 
mie  der  Wissenschaften  zu  Amsterdam  herausgegeben, 
ihrer  so  sehr  zu  wünschenden  Vollendung  immer  näher  rückt, 
und  riass  von  derselben  bereits  die  erste  Abtheilung  erschiene! 
Ml*).  Wir  wünschen  dem  Herrn  Verfasser  Kraft,  Ausdauer  um 
Gesundheit  zu  der  baldigen  Yullendung  dieses  wichtigen  und  schwie- 
rigen Werkes.  G, 

Primzahlen-Tafel  von  "l  bis  10000,  oder  Zerlegun; 
der  Zablen  von  1  bis  10000  in  ihre  Factoren.  Darge- 
stellt zur  Erleichterung  für  alle  Die,  welche  mit  ver- 
wickelten  Rechnungen    zu    1 1 haben,    insbesondere 

für  Mathematiker  von  Fach.     Von  Franz  Schalter, 
meter.     Weimar.   Jansen  &  Comp.     1S55.     4. 

Was  diese  Tafel  enthält,  sagt  ihr  Titel.  Ihre  Einrichtung  ist 
von  der  anderer  derartiger  Tafeln  nicht  wesentlich  versuhieder 
Warum  dieselbe  insbesondere  für  „Mathematiker  von  Fach", 
nicht  auch  eben  so  gut  und  nicht  noch  mehr  für  die  ander« 
dem  Titel  genannten  ehrliehen  Leute  brauchbar  sein  soll,  sehen 
wir  nicht  ein.  Druck  und  Panier  sind  recht  gut  und  deutlich; 
Fehler  haben  wir  bei  einigen  Vergleichungen  mit  audereu 
Tafeln  nieht  gefunden,  obgleich  sieh  darüber  natürlich  ni 
öfterem  und  längerem  Gebrauche  mit  Sicherheit  urtheilen  lässt 
Die  Tafel  mag  daher  immerhin  verdienen,  nicht  ganz  unbeachtet 
werden. 


Geometrie. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  bearbeitet 
von  O.  Fort  und  O.  Schlömilch,  Professoren  an  der 
tytechaischen  Schule  zu  Dresden.  Erster  Theil.  Ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene  von  O.  Fort.  Zweiter 
Theil.  Analytische  Geometrie  des  Raums  von  O.  Schlö- 
milch. Mitin  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leip- 
zig. Teunner.     1855.     8. 

Dieses    Lehrbuch    der    analytischen    Geometrie    verdient   der 
Deutlichkeit  und  \  ollstamligkeit  der  Darstellung  wegen  und  wegen 


tlililiiijrrii|iliii' 
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der  vielen,  »ehr  gut  ausgeführten  Figuren,  die  namentlich  ift  t 
Geometrie  des  Raums  sehr  zur  Erhöhung  der  Deutlichkeit  und 
tUmi ■IkiiiIm  hkeit  beitragen,  insuesnndere  Solchen,  Hie  das  Studium 
der  analytischen  Geometrie  beginnen,  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden,  und  eignet  sich  nach  unserer  Meinung  «Ott 
xugsweise  zum  eigenen  Studium,  zu  welchem  /wecke  wir  einem 
Anfänger  kaum  ein  geeigneteres  Werk  zu  emitfchlcn  wüssten. 
Int  Ganzen  ist  der  Inhalt  der  tjenühn liehe  und  bedarf  deshalb  im 
Aligemeinen  einer  weiteren  Besprechung  hier  nicht.  Um  aher  de» 
Herren  Verfassern  zu  zeigen,  mit  welchem  Interesse  der  Unter- 
zeichnete ihr  verdienstliches  und  empl'ehlungswoithes  Werk  einer 
genaueren  Durchsicht  unterzogen. hat,  sieht  sich  derselbe  zu  den 
folgenden  Bemerkungen  veranlasst,  wenn  er  auch  dabei  einiger- 
maassen  von  sich  seihst  zu  reden  genöthigt  sein  wird,  uns  er 
sonst,  namentlich  in  diesen  literarischen  Berichten,  gern  vermeidet. 
Zunächst  weiss  es  der  Unterzeichnete  dem  Herrn  Verfasser  des 
ersten  Theils.  Herrn  Professor  Fort,  Dank,  dass  er  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  (TM.  I.  S.  72.)  —  hier  wohl  in  einem  Lehr buche 
xuerst  —  die  Erklärung  dieser  Curveu  zu  Grunde  gelegt  hat,  nach 
welcher  dieselben  als  geometrische  Oerter  der  Punkte  in  einer 
Ehene,  deren  Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  und  einem 
festen  Punkte  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen,  delinirt  werden.  Dass  der  Unterzeichnete  diese  Erklä- 
rung der  Kegelschnitte,  wie  er  glaubt,  zuerst  uls  Grundlage  der 
Theorie  derselben  empfohlen  hat,  darf  wohl  aus  der  Ahhandlung 
Archiv.  Tbl.  XVII.  Nr.  II.  S.  54.  und,  noch  viel  weiter  zurück- 
gehend, aus  der  Abhandlung:  Bemerkungen  über  den  ele- 
mentaren Vortrag  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
in  den  Beiträgen  zur  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik von  J.  A.  Grüner  t.  Tbl.  I.  Brandenburg.  IMS  S  >.'J 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Auch  bat  einer  der  trefflich- 
sten .Schüler  des  Unterzeichneten,  Herr  Scoppewer,  Lehrer 
der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaft  am  G\  mn.isiuni  an 
Sorau.  dein  Vernehmen  nach  die  in  Rede  stellende  Erklärung 
schnn  vur  einigen  .1. ihren  /.tun  Gegenstände  eines  Nthulprogrnmuis 
gemacht.  In  Tbl.  I.  N.  IST.  sagt  Herr  Fort:  „Die  auf  die  Qua- 
dratur il  er  Hyperbel  bezüglichen  Untersuchungen  greifen  zu 
weit  in  das  Gebiet  der  It&heren  Mathematik  ein,  um  hier  einen 
geeigneten  Platz  linden  zu  können ;  sie  bleiben  daher  ebenso  "ie 
die  Betrachtungen  über  die  Kectilicatinn  sänimtMcber  Kc-.J 
■chnittslinieri  MM  diesem  lln.be  ausgeschlossen."  Herr  l'orl 
mftge  dem  Unterzeichneten  erlauben,  sich  der  uugenehiueu  Hoff- 
nung hingeben  zu  dürfen,  dass  diese  Worte  wohl  schwerlich  ge- 
sehrieben   worden    wären,    wenn   Herr    Fort  die  beiden    von  dem 
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n  veröffentlichten  Abhandlungen:  Elementare  Dar- 
stellung der  Lehre  von  der  Quadratur  der  Hyperbel 
u.s.w.  im  Archiv.  Thl.  XXV.  Nr.  V.  S.Ö2.*)  und  Allgemei- 
ner, li'nln  elementar  zu  beweisender  Sata  von  der 
Rectification  und  Quadratur  der  Curven.  Elementare 
Rectification  der  Parabel,  im  Archiv.  Thl.  XXVI.  N.  III 
S.  48. ,  schon  gekannt  hatte ,  wobei  zugleich  darauf  aufmerkt 
gemacht  werden  mag,  dass  das  liald  erscheinende  erste  Heft 
des  'J7sten  Theils  des  Archivs  eine  neue  elementare  Qua- 
dratur der  Hyperbel  von  dem  als  trefflicher  Mathematiker  sch< 
hinreicheml  bekannten  llerru  Es  Seil,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Naturwissenschaft  am  Gymnasium  zu  Stargard,  enthalten  wird, 
auf  die  wir  hier  vorläu  fig  aufmerksam  machen.  —  Als  ein« 
besonderen  Vorzog  der  von  Herrn  Professor  SchlÜmilch  in  a 
sprechender  Darstellunz  bearbeiteten  analytischen  Geometrie  di 
Raums  sieht  es  der  Unterzeichnete  an,  dass  hier  die  Theorie 
der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene  ganz  allgemein 
schiefwinklige  Coord In aten Systeme  entwickelt  worden  ist.  Der 
Unterzeichnete  darf  wohl  der  Meinung  sein,  dass  dies  von  ihm 
in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geometrie.  Thl.  I. 
Leipzig,  zuerst  geschehen  ist,  da  alle  früheren  Lehrbücher 
sich  Mit  rechtwinklige  Coordiuatensysteme  beschränken  ,*.*),  und 
da  der  Unterzeichnete  die  Darstellung  des  Herru  Professor» 
Schlömilch  von  der  von  ihm  gegebenen  Entuickelung  durch 
nicht  wesentlich  almeichend  findet ,  ferner  auch  die  Formeln,  selbst 
theilweise  bis  auf  die  Bezeichnung,  mit  den  in  den  angeführt 
Elementen  der  analytischen  Geometrie  von  dem  Unter- 
zeichneten zuerst  gegebenen  Formeln  übereinstimmen ;  so  bann 
es  der  Unterzeichnete  natürlich  nur  für  eine  sehr  angenehme  Pflicht 
halten,  Herrn  Professor  SchlÜmilch  verbindlichst  aji  danken, 
dass  er  auf  diese  Weise  zur  weiteren  Bekanntwerdung  jener  For- 
meln durch  sein  verdienstliches  Werk  gewiss  wesentlich  beige- 
tragen bat.  U.i  die  für  schiefwinklige  Conrdinatensysteni*  « 
wickelten  Formeln  besonders  auch  für  die  Krystallugraphie  Bedeu- 
tung haben,  so  glaubt  der  Unterzeichnete    sich   noch  erlauben  zu 


">  S.   hui  h    die   srbiiiicii   Hemerkrnigni   du   Herrn   DirecUir*   Kltfc« 

B«MlBk«4  im  Archiv.  Tbl.  -XXVI.  .s.  Hfl 

")  Bpta*  in  «einen  im  Literar.  Ber.  ■Nr.  LH.  S.  720.  Thl.  XI1L 
iiiincrilimu  in  l.ulir  kini;<  yi'i^ini  Heil  rügen  zur  M  iijccu  lar-J'hy  aik. 
.Xcimhcrs  Irtl'J.  hat  weh  ,1er  den  Wi  »»«na  chufr.cn  leider  eii  früh  ,epl- 
risWM  inffli.lic  Q.  S.  Ol. in  dir,  »mit)  (.Uclie  Ccumelrie  fnr  In  ti,l; 
■rhiefwiiiLli^u  l'imrilio.iliiisj.liiiii!  in  r i ^i-n Elt null i uljcr,  von  der  vcin 
K«get)''n«n    l)ar«lellu*g  ut> weichender   Weite  entwickelt.  ( 
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üffct- 


dürfen,  bei  dieser  Gelegenheit  auf  eine  Ton  ihm  früher  veröl 
Hebte  Abhandlung  :  Zur  Krystallographie  und  analytischen 
Geometrie  in  den  oben  erwähnten  Beiträgen  zur  r.  u.  a.  Math, 
Tbl.  I.  8.  149.  verweisen  zu  iturfen.  Weil  der  Kaum  leider  ver- 
bietet, hier  mehr  Tiber  das  vorliegende  verdienstliche  Buch  zu 
sagen,  so  wollen  wir  nur  noch  bemerken,  das»  für  den  Anfänger 
auch  die  in  ziemlicher  Anzahl  vorkommenden  Anwendungen  auf 
specielle  Ourven  und  Flachen  besonders  lehrreich  sein  «erden, 
was  dem  Buche  also  von  einer  neuen  Seite  her  zur  Empfehlung 
dient.  Die  dem  Buche  durch  den  Herrn  Verleger  gegebene 
sere  Ausstattung  ist  in  allen  Beziehungen  trefflich. 
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Dieses  sehr  verständig,  mit  vieler  Deutlichkeit  und  nach  un- 
serer Meinung  mit  vielem  praktischen  Sinn  und  Takt  ahgefasste 
.S cli ri Heben  eines  ungenannten  Verfassers  verdient  der  allgemei- 
neren Beachtung,  als  solchen  Schriften  meistens  zu  Theil  zu  wer- 
den pflegt,  empfohlen  zu  «erden.  Die  drei  beigegehenen  hüb- 
schen Karten  :  1.  Darstellung  eines  Terrains  durch  ProGIr.eichnungen. 
2.  Darstellung  der  Hohen  Verhältnisse  eines  Terrains  durch  Ein- 
schreibung der  Hühenuiaiisse  in  den  Plan.  3.  Darstellung  eines 
Terrains  durch  Horizontalen,  dienen  sehr  zur  deutlichen  Erläute- 
mng  der  verschiedenen  üblichen  Metboden  der  Terraindarslellung. 
Bei  der  jetzigen  grossen  Wichtigkeit  solcher  Darstellungen,  e.  B. 
für  den  Wiesenbau,  der  immer  grossere  Bedeutung  für  die  Lanri- 
wirtbgehaft.  gewinnt,  wünschen  wir  diesem  Schriftchen  recht  weite 
Verbreitung  und  sorgfältige  Beachtung. 

Die  Terrainaufnahme  rationell 
sehen  Theorie  der  Terraindarstelh 
Hermann  von  Schintling,  Oberstlie 
lor  des  topographischen  Bureau'» 
General-Quart  ier  meist  er- Stabs.  Mit 
pbirten  Tafel.     München.  Franz.   1855. 

Diese  Schrift    enthält  eine   sehr  geistreiche  —  welches  Wort 
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ans  hier  vorzugsweise  an  seiner  Stelle  zu  «ein  scheint  —  Dar- 
stellung der  in il itairische  11  Terrainaufnahrac  mit  besonderer  Rück« 
sieht  auf  die  Lehmann'sche  Theorie,  und  erörtert  in  äusserst 
interessanter  Weise  die  allgemeinen  Gesichtspunkte,  »eiche  hei 
diesem  wichtigen  Gegenstände  in  Rücksicht  auf  Methode  wirf 
Zweck  zur  Sprache  kommen,  so  dass  wir  deren  Beachtung  einem 
Jeden,  wer  sich  mit  dergleichen  Arbeiten,  deren  Leitung  zu 
serer  Freude  in  Baiern  in  so  tüchtige  Hände,  wie  die  des  Herrn 
Verfassers,  gelegt  ist,  zu  beschäftigen  hat,  dringend  empfehlen.  Anf 
einem  geringen  Räume  ist  in  dieser  Schrift  sehr  Vieles  in  174  Paragra- 
phen gegeben;  hier  aber  nöthigt  uns  leider  die  Beschränktheit  de« 
Raums,  uns  mit  der  folgenden  Inhaltsangabe  der  Hauptabschnitte  en 
hegnü'gen:  Einleitung.  I.  Theorie  der  Terrainzeichnung,  obstructive 
Grundlage  derselben.  B.  Betrachtungen  viber  die  Anwendung  der 
cc-nstruetiven  Gesetze  auf  die  Terraindarstellung  und  über  die  Älodi- 
licatlonen,  welche  hiebei  eingetreten  sind.  (Dieser  Abschnitt  enthalt 
eine  sehr  beachtenswerte  Krilik  der  Leh  mann  sehen  Methede, 
die  der  Herr  Verfasser  mit  den  folgenden  Motto'»  einleitet: 


„Wo   eh 


Berg  ist,    da   mache  er   einen  Klecks  hin." 
hünig  Fried  rieb  der  Grosse.  *) 


„Ich  kann  auf  dieser  Landkarte  du 
sehen,  wo  wir  eigentlich  sind,  inmaasse 
dich   noch    mich   darauf  verzeich  net   finde. 


chaus   nicht 
i    ich    weder 


Kaiser  Otto  Im  Koni«  Kemh»rdl. 
tob  .IiiNiimiN  Kerner.) 

III.  Fehlergränzen  li'ir  die  Aufnahme  und  Darstellung  des  Terrains. 

IV.  Die  Aufnahme  des  Terrains.    Schlusswort.  —  Möge  die  Schrift 
die  so  sehr  verdiente  Beachtung  lu  jeder  Beziehung  linden!        G. 


Astronomie. 

Der  Mond.  Ein  Ceherblick  Über  den  gegenwärtigen 
Gmfang  und  Standpunkt  unserer  Kenntnisse  von  der 
Oberfiächengeataltung     und    Physik    dieses    WeltkSr- 

•)  Gewiaa  ein  in  vielen  Ileiithunffcn,  namentlich  mit  ttficliafcht  auf 
manche  Künsteleien,  achr  wahre»  und  xä  lii-litTvifrriinn,  nfitärtirh  aber 
■ahr  cum  grnnfl  aul!l  ni  nehiuendea  Wnrt  ilm   pruste»  ([finita. 

Der   Herausgeber. 
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pers.  Von  J.  F.  Julius  Schmidt,  Astronomen  der  «Stern- 
warte des  Prälaten  Ritter  von  Unk  rechtsberg  zu  Oimfll*. 
Mit  lud  farbigen  Stern  drucktafeln  und  mehreren  in 
den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Barth. 
1856.    8.     1  Tlilr,  IS  Sgr. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  iler  Beachtung  der  I.eser  des  Archiv* 
zu  empfehlenden  Schrift  veröffentlicht  in  derselben  die  hinterlas- 
senen  Arbeiten  Lnhrmanns  über  die  Mondgebirge  mit  seinen 
eigenen  im  Jahre  1840  begonnenen  Beobachtungen  über  die  Ober- 
fläche unsers  Erdtrabanten,  und  stellt,  nur  die  notwendigsten 
Erläuterungen  über  Bewegung .  Masse,  Grösse  und  Beleuchtung 
des  Mondes  gebend,  weil  diese  Dinge  grünsten theils  als  bekannt 
angesehen  werden  können,  die  Ergebnisse  aller  telesconischen 
Beobachtungen  der  Mondobcrfläche  zusammen,  verfolgt  dabei  aber 
noch  den  besonderen  Zweck,  darauf  hinzuweisen,  dass  ein  sorg- 
fältiges Studium  der  Moudgebirge  für  die  Geologie  von  Wichtig- 
keit werden  könne,  insofern  es  sieh  dereinst  um  die  Nacbweisung 
gewisser  Aehnlichkeiten  zwischen  den  Gebirgsformen  der  Erde 
und  ihres  Trabanten,  und  um  eine  vergleichende  Betrachtung  han- 
delt; m  welcher  man  die  Wirkungen  ungeheurer  K rufte  untersucht, 
die  den  Oberflächen  zweier  benachbarten  Himmelskörper  ihre  ge- 
genwärtige Coniiguration  verliehen  haben.  Die  von  dem  Herrn 
Verfasser  erreichte  Vollständigkeit  wird  aus  der  folgenden  Angabe 
des  Hauptinhalts  erhellen:  Allgemeine  Vorcrinnerungen  Über  die 
Bahn  und  die  Grösse' des  Mondes.  Umlaufs  zeit.  Parallaxe.  Grösse 
und  Masse.  Rotation  und  Litiration.  Historischer  Rückblick  auf 
die  sclenographischen  Arbeiten  *eit  den  letzten  zwei  Jahrhunder- 
ten. Besondere  Versuche,  die  Oberfläche  des  Mondes  darcustel- 
len  (Daguerrotype.  Mondrelief  von  Dickert  in  Bonn.)  Ursachen 
der  Veränderungen  der  Mondgebirge.  Bergschatten.  ErdenlicIiL 
Erscheinungen  während  einer  Mond  finale  rnlss.  Atmosphäre.  Ober- 
fläche. Höhenmessungen.  Vertheilung  der  Ebenen  und  Gebirge. 
Ringgebirgsfnrm.  Massen-  und  Kettengebirge.  Isolirte  Berge. 
Bergadem.  Strahlensysteme.  Vergleicfiung  irdischer  Vulkane  mit 
den  Ringgebirgen.  Dimensionen  einiger  ('rater  der  Erde.  Dimen- 
sionen einiger  Ringgebirgc  des  Mondes.  .Meinungen  über  lebende 
Wesen  auf  dem  Monde  und  auf  den  Planeten.  Ein  Tag  und  eine 
Nacht  auf  dem  Monde.  Anmerkungen.  —  Je  mehr  der  He«-,  Ver- 
fasser schon  längst  als  genauer  und  eifriger  Beobachter  bekannt 
ist  und  schon  in  mehrfacher  Weise  als  populärer  Schriftsteller 
■ich  bewahrt  hat,  desto  mehr  wird  diese  auch  ausser  lieh  in  jeder 
Beziehung  trefflich  ausgestattete  Schrill  der  Beachtung  unserer 
Leser  zu  empfehlen  «ein. 
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Deber  die  Aasziehung  von  Wurzeln  aas  Zahlen« 

Von 

Herrn  H.  Kinkelin, 
Besirkalehrer  su  Aarbarg  im  Clinton  Aargau. 


i    i;   '      i  §.1. 

Der  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  ist  die  Zurückfiihrung  der 
Anziehung  der  nteo  Wurzel  aas  einer  Zahl  auf  die  blosse  Qua* 
dratwurzelausziehung  mittelst  der  Kettenbrüche.  Wir  wählen  zuerst 
die  Cubikwurzelausziehung  als  Beispiel,  um  den  Gang  der  Methode 
deutlich  zu  machen. 

S 

Es  sei  die  Va  zu  berechnen,  so  sei  y  ein  angenäherter  Werth 
derselben»  den  mau  auf  irgend  eine  Art  gefunden  habe,  so  dass 

y  =  V«— y<l  (1) 

% 

numerisch  genommen.    Erhebt  man  diese  Gleichung  auf  die  dritte 
Potenz,  so  kommt 

S  t 

y*  =  a — ys— 3V«*-y  +  3V«.y* 
oder 

SB 

y»  =  a  —  y» — 3Va.y(Va — y)  /  .  *  r  i  .*■ 
oder 

*  * 

y8+3Vuf.yy=sa— y»,  (2) 

woraus  gefunden  wird: 

Th«il  XXVI.  «* 
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B 

Da  nun  y<l,  also  auch  y2<l,  und  mau  immer  V«>1  an- 
nehmen darf,  so  wird  ein  erster  Nährungswerth  sein: 

3yV«  ^     V« 

Diese  Näherung  wird  den  wahren  Wertb  von  y  fibersteigen.  Die 
zweite  Näherung  ist 

a — ya 
ya=-^j — l 

3yV«  +  y,a 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

a — ys  =  m  (4) 

gesetzt  wird: 

m 9y2am         1  ^^ 

welches  unter  dem  wahren  Werth  von  y  ist  Die  folgenden 
Näherungen  werden  abwechselnd  über  oder  unter  dem  wahren 
Werth  von  y  sich  befinden,  und  es  ist 

(27ya«+m«)*.ro  1  ^ 

*»~3y(27y*«Wa)a  +  81)^a  ^  ;  (3^ 

allgemein 

y»^*  (5) 

V« 

wo  y*  bloss  von  m,  a,  y  abhängt    Denn  es  ist 

m         _  m.\/a* ma  l 

und  sonach 

ffla 


y/"+1  =  3y«+^*; 


die  Berechnung  von 


* 


#  AM*  *  ~ 


unterliegt  also  keinen  weiteren  Schwierigkeiten. 
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Hat  man   nun  auf  solche  Weise   irgend   ein  y'n  auf  eine  be- 
stimBite  Anzahl  Dezimalen  berechnet,  so  ist  dann»  da  man  aUgamai» 

v« 

setzen  kann, 

§  ... 

V«— y=  »     od«r  V«2  —  yV<*=s g' , 


woraus  nun 


(7) 


durch  eine  Quadratwurzel  zu  erhalten  ist,  wobei  man  das  Zeichen 

-f  nimmt,  wenn  y<Vo  und  das  Zeichen  — ,  wenn  y>y«.  Det 
Fehler,  der  hiebei  begangen  wird,  indem  man  statt  des  allge- 
meinen Werthes  y'  einen  berechneten  y'n  nimmt,  werde  mit  Jn 
bezeichnet,  so  ist  absolut  genommen: 


4. 

s 

Für  den  Fall,  dass  y'  positiv,  d.  h.  y<V«,  wird  sonach 


•  •  i 


^»x — r — ' 


ist  aber  y>V«,  also  y'  negativ,  so  ist 

Setzt  man  nun  noch  der  Kürze  wegen  y'n-~y'=ü'n,  so  ist  also 
bezüglich : 

Ju<j  und  ^«<!-^.  (8) 


J.  2. 

n 

Fassen   wir   nun   die   allgemeine   Wurzelausziehung  y<x  in*s 
Auge*  fco  katfn  sie,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  durch  blosse 
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Quadratwurzel-Ausziehung  auf  V«  zurückgeflilirt  werden.  Allge- 
mein, wenn 

ißt,  so  ist  die  V«  auf  die  angegebene  Weise  auf  die  V«  redusir- 
bar ,  wo  p  eine  ungerade  Zahl  ist;  und  wir  brauchen  somit  bloss 
diesen  Fall  zu  betrachten.  Nun  ist  es  immer  möglich,  einen 
Näherungswerth  y  zu  finden,  so  dass 

N    • 

y  =  V«-y<l,  (1) 

absolut  genommen.  Sollte  dies  von  vornherein  nicht  möglich  sein, 
so  dividire  man  a  so  oft  durch  IG",  bis  sich  y  als  eine  der  Zah- 
len 1,  2,  3,  4,.. ..9  herausstellt.  Es  handelt  sich  jetzt. darin, 
y  als  Wurzel  einer  Gleichung  vom  fiten  Grad  darzustellen.  Ver- 
führt man  dabei,  wie  Eingangs  §.  1.  angegeben  wurde,  so  findet 
man  allgemein: 


wobei 


A  =  yV*.  (2) 


Diese  Gleichung  spezialisirt  sich  für  ft=3,  5,  7  auf  folgende 
Weise : 

y*+3Aif  =  a  —  y*,  A=zyV<*; 

y«+54y»+5J«y  =  «^y*,  J  =  yV«; 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  werden  folgende  sein:   . 

f^-y>^.(Co8^+,Sin?P)-y;....^.(Co«2-^+<Sln^)-y... 

r*  f*  f*  f* 

deren  Zahl  p  ist.     Unter  ihnen  ist  bloss  die  eine  reelle  V«— y, 
deren  Berechnung  unser  Zweck  ist. 

Anmerkung.    Wenn  «  =  />*,  so  geht  Gleichung  (2)  über  k: 
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+  py  *  £  *  y  =  ^-^. 

bt  also  a  eine  beliebige  Zahl,  deren  Faktoren  ß  und  y  sind, 
so  hat  die  Gleichung 

....+pa  *  y=/fc*— y/<*  ^  ^ 

die  Wnrieln 

ß—y  and  0(Cos M'Sin — ) — y>  wo  k  eine  ganze  Zahl. 

fr  fr 

Setzt  man  einen  der  Faktoren  ß,  y  gleich  der  Einheit,  so  hat 
man  die  heiden  Gleichungen : 

^+^-ft  +  |(f473)aV-4  +  --.  +  ^a  »y=-(o^-l); 
deren  Wurzeln  resp.  sind: 


und 


.        n     2£w  .         2ft* 

a— 1,  (aCos 1)  +  ui Sin  — 

P  P 


1  —  a,  Cos a  +  tSin 


Wird  endlich  noch  a  =  1 ,  so  erhält  man   als  Wurzeln  der 
Gleichung 

^»+fs^,+j(f*r3)^,+j('*74V"7+ •  +»*=o 

die  imaginären  Ausdrücke ,  die  in  der  Formel 


Cos 1  +  »Sin —  oder— 2Sin* — MStn — 

P  P  PI* 


oder 
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2Sin^.Usin^+*Cos^| 


wo  k  eine  ganze  Zahl  vorstellt,    enthalten  sind;   a  ist  eine  un- 
gerade Zahl.  ' 

Aehnliche  Gleichungen  lassen  sich  aufstellen,  wenti  p  eine 
gerade  Zahl  ist;  jedoch  sollen  sie  hier,  als  nicht  cur  Aufgabe 
gehörig,  übergangen  werden. 


§.  3. 
Aus  der  Gleichung  (2)  $.  2.  erhält  man  nun 

'^"srE m  :     ■        (,) 

py  a  V«  a  + f*yV«.y^-3  +  ^"1 

Man  setze  der  Kürze  wegen  wieder 

yV«=^,  «— y*=Äp  (2) 

so  wird  die  Form  von  y: 

(3) 
B 

wo  die  a,  b, ....  p,  q  nur  von  p  abhängig  sind. 
Der  erste  Näherungswerth  von  y  ist 

B 

.Vi  =  — £=!>  (4) 

und  wir  wollen  nun  beweisen,  dass  allgemein  yn  von  der  Form  ist: 

—    M 

wo  AI  nur  abhängig  ist  von  y  und  a,  und  keine  Vo  mehr  implizirt 
Der  folgende  Näherungswerth  y*+x  wird  gefunden*,  indem  man 
techterhand  vom  Gleichheitszeichen  in  (3)  für  y  seinen  Näherungs- 
werth yn  substituirt.    Thut  man  dies,  so  kommt: 


KimktJtn:   üeber  äit  Auniekung  von  Wurteln  out  Zakien.  367 


Ctt_l)(/A-6)J 


+f  ji^t  jiJfid^=ti  +M^jt^r 


oder 

(5) 


Gu-l)Cu-l) 

gj       « 

y»f*—  /       Qu— 1)Ä*  (a*— 3)/u  Qu— 6j/i 

Es  ist  aber 

aleo  von  V«  unabhängig.    Es  implizirt  daher  der  Nenner  von  y»+i 
kein  V«  mehr.    Ferner  ist 

A  = — J4=T» 

Ai 
wobei  auch  Alt*-1)**  von  V«  unabhängig  ist.    Wenn  also 

ilf 

A  * 

so  ist  auch  yÄ+i  von  derselben  Form.    Es  ist  aber  yx  von  dieser 
Form  laut  Gleichung  (4),  folglich  ist  die  obige  Behauptung  bewie* 

ß 
sen.    Da  nun  nach  (2)  A=yVa9  so  ist 

il*  =y»  .V«  a  , 
und  somit  darf  man  setzen: 

welches  die  Form  für  alle  Nftherungswerthe  von  y  ist.    Um  den 
Uebergang  von  y'n  in  yWi  so  finden,  darf  man  bloss  in  (6)  für  M 
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den   Werth  y'n.y  *  setzen,  so  findet  man,  wenn  abkürzend  cry=a 
gesetzt  wird: 

. /?«""*" 


wobei 


(7) 


,  B 


W  * 


5-  4. 


Es  soll  nun  der  Fehler  bestimmt  werden,  der  begangen  wird, 
wenn  man  bei  einem  bestimmten  yn  stehen  bleibt.  Da  der  Nen- 
ner von  yn  keine  negativen  Glieder  enthält,  auch  wenn  y  negativ 
ist»  so  werden  diese  NSherungswerthe  abwechselnd  absolut' grös- 
ser und  kleiner  sein,  als  der  wahre  Werth  von  y  und  zwar: 

Der  wahre  Werth  von  y  liegt  also  immer  zwischen  yn  und  yÄ+i, 
und  folglich  ist,  wenn  nur  auf  den  absoluten  Werth  gesehen  wird : 

Bezeichnet  man  also  den  begangenen  Fehler  mit  d«,  so  ist 

Ön<yn—  yn+1.  (1) 

Nun  ist  mit  der  angenommenen  Bezeichnung: 


y  = 


M  *  +l(     3    )A   *  81*  +  — +  r*4*^*  +  J!^* 

folglich  wird 

+  tn<yn—  — -  oder*  y  \ — 
oder 

_  J,  < > £— ; : 1 
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oder,  wenn  man  den  Werth 

B 


■»  •     i 


einsetzt,  auch  für  — d»,  +in  schreibt: 

oder 

oder  um  so  mehr 
oder  angenähert: 


•«        i  •  ■   i . 


Kdb^"^')^*..-  JCJ  W*- 


oder 


*.< 


oder 


«■<     4^1     laC-,— »-•»• 


Es  ist  aber 


y2_i~"#»*  ==  to*-* + s^G*»-1  -  y«) 


also 


da  y\  da»  grdsste  y»  ist;  folglich  wird 
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*• < 2^« 9l8"* 


da  <Pi  das  kleinste  p»;  oder,  da  nun 


9i  *4  — £3»  Vi  =M  *  * 

(*  +  >/? 

2f*M    » 


oder   endlich,  da  ('+1 )=^+\^1\ 


woraus  nun 


^^^^  » 


und  um  so  mehr 


Es  bleibt  ooch  ^  zu  bestimmen.    Der  nullte  Näherungswert!) 
von  y  ist  y0  =  0,  folglich 


also  wegen  (2): 


«o  <yo— yi  = £» » 

n  a  * 


*.  <       B\^  •  (3) 


Dies  substitoirt,  gibt  endlich: 

*<  »-i.  (4) 

12-pM""    »     . 

welche  Formel   noch   vereinfacht    werden   kann,   indem  man  für 

(A  /LI 

A=yV*>  einfach  y*  setzt,  fifr  den  Fall,  dass  y<V**    Dan«  wird 
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Ist  aber  y>  V«,  so  wird  4>  V«2  und  ^  <y*  u°4  folglich:. 


und  somit 


Man  bemerkt ,  dass  die  Näherung  eine  ziemlich  schnelle  ißt 
Sie  ist  um  so  schneller  mit  fortschreitendem  n,  je  kleiner  B  ist, 
je  grösser  /t  and  y  sind. 

Da  sich  diese  Methode  besonders  gut  eignet  die  5te,  die  7te 
und  die  3te  Wurzel  auszuziehen,  so  mögen  die  Spezialisirungen 
obiger  Formeln  fär  diese  Fälle  folgen« 

Für  ft  =  5  wird : 

B**+l  B*+l.y 


•und  für  p=3: 


für  f*  =  7: 


§.  5. 


Es  wurde  gefunden: 


oder,  da  y=  V«  —  y: 


0    M+J  ^    (f^J 

V«*  — yV«  *    =.V'.  (1) 


/ 
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Hieraus  können   nun    auf  folgeude   zwei  Arten  quadratische 
Gleichungen  erhalten  werden. 

1.  Man  multiplizire  die  Gleichung  (1)  mit  V«  '  $  so  er- 
hält man: 

a  —  y  VaVx  =  y*  Va  •  , 
woraus 

V«~*"=^t  -y'  +  V4ay  +  ,'«}. 

Was   das   Vorzeichen   der   Quadratwurzel   anbelangt,    so   wurde 

dasselbe  als  +   angenommen,  weil  Va  *     immer  eine   positive 
GrOsse  ist 

a*  £ü 

2.  Man  multiplizire  die  Gleichung  (1)  mit  Va  9  ,  so  kommt: 

V^1- y«=yv«  *  » 
woraus 

v*  »  =  ^  ty'  +  V^4oy+y»|f  (3) 

wovon,  bezüglich  des  Vorzeichens  der  Wurzel,  die  nemliche  Be- 
merkung wie  vorhin  gilt. 

Man  bezeichne  diesen  letzten  Ausdruck  mit  a,  und  insofern, 
als  ein  gewisses  y'*  dabei  genommen  wird,  mit  a*;  so  ist  der 
Fehler  von  a*: 

1  Va  * 

und  der  Fehler  von  V«  *  =«'«  wird  also  sein: 

Va  *   . 

da  «'„ss-Oi,. 

7 

Hiemit  ist  nun  der  vorgesetzten  Aufgabe  ein  Genfige  geleistet» 
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indem  nachgewiesen  wurde,  dass  die  Aasziehung  der  V  zurfick- 

2  1 

geführt    werden   kann   auf  die  Ausziehung  der  V  oder  der   V 

Wurzel  einer  Zähl,  welche  durch  einfache  Kettenbruch -Operatio- 
nen aus  der  gegebenen  Zahl  gefunden  wird.  Ist  neinlich  a»  oder 
a'n  berechnet  nach  Vorschrift  der  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  ist 

f*         2  p         2 

V«=  V«'«  oder  i^f=VAi> 


•         * 


mit  einer   gewissen   Genauigkeit  D'«  uud  D*,   welche   noch  be* 
rechnet  werden  sollen.    Man  findet  nemlich  leicht: 

(f*-l)y  V«  a 


oder  annährend: 


und  ebenso: 


t  • 


*-rj£l»  0"> 


J»,,--^-;  w  (M», 


Ist  also  fi  nicht  sehr  gross,  so  kann  man  annähernd  annehmen : 
fÖr  grossere  p  wird  die  Näherung  noch  grosser. 


•}♦ 'f !•;•'!•        i  •   •;>  -*/ 


:M-1  £•£»■■.. 

a  /  •  *      3B 

Die  Ausziehung  der  V«'« '  und  der   VOn   geschieht  nun  auf 

gleiche  Weise,  wie  die  der  Va>  wobei  man  aber  darauf  Bedacht 
nehmen  muss,  dass  der  Fehler  höchstens  gleich  &'*  oder  b*  wird, 
jedenfalls  aber  denselben-  nicht  übersteigen  .darf. 

Die  Wahl,  ob  a  oder  a'  zu  nehmen  sei,  stjeht  ganz  frei;  .nur 
wird  man  darauf  Bedächt  nehmen,' welcher  Weg  dite'leicitesfe 
Reduktion  auf  Quadratwurzel  darbietet.  Bei  den  Werthen  3,  5, 
7,  9  für  fi  nimmt  man:      ,l  '*  ?  ' 
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9 


( • 


a' 

a 

2 

• 

4  =  2« 

a' 


4  =  2* 


t±J_ 

2    ~ 


Bei  diesen  4  Zahlen,  Oberhaupt  bei  allen  von  der  Form  2>±1, 
wird  man  also  bloss  eine  einmalige  Kettenbrach-Berecbnang  nOthig 
habe». 


5.6. 

8 

Für  die  Ansziebnng  der  V«  erhält  mao  folgendes  Verfahren. 

8 

Mao  suche  einen  angenäherten  Werth  y  von  v«,  setze 

so  ist  y  der  Wertb  des  Kettenbrucbs 

ß 

oder,  wenn  y=  j     gesetzt  wird,  so  ist  y'  der  Wertb  des  Ket- 
tenbrachs* 


wobei  allgemein 


y.= 


7*~ '    y  i  =äT. 


..!•».';      .    •       s 


3«y+y.*_i     *,-V 

I:.  ; 

Der  Fehler,  der  hiednrch  an  y»  begangen  wird,  ist    • 

*u=T*.'tt.1***  0d6r  *—  12».27.«r**> ' 

•  *  .  . 

jeaaebdem  y  <  oder  >  V«  genommen  wurde;  nnd  es  wird  dann 

ya=i-J-y'+V4«y+«'«} 


2y 


•  j  ! .     »       ♦ ' 
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oder  aaeb  aas  §.  6.  (1) : 


v«=4+v£+y 


mit  dem  anhaftenden  Fehler 


»»  =  -. 


§.  7. 
Es  sei  ps^ö^to  sefze  man.4 

6 

V«— y=y,  «  —  y*=Ä,  <*?  =  «, 

so  ist  y'  der  Werth  des  Kettenbrochs 

Bd*  Ba* 

1    y'Sss^+5ay»+y*»    »'-^S^  +  Say^  +  y^' 


■  I. 


^i-öp- 


Die  Fehler  siod  vod  y. 


*  ~  1*025^3***  odw  * = EI2OT 


jenachdem  y  £  V«.    Dana  ist 


"  2y 


mit  dem  Fehler  ©«=-?. 


4 


§.8. 

Es  <ei  ft  =  7,  so  setse  man: 

r 

V«— y=y, 


S76  ff*  **//*;    Ueter  die  Au*9tehmn§  00*  Wvr%$im  am*  4hMm. 


und  y'  der  Werth  des  Kettenbrucbs 


. .  ■ » 


yl%  =  7a»  + 144*£.t  +  7ay'ntt  +  y^ '    ^^T^'9 


so  ist 


7 

V« 


wobei  der  Fehler 


I)"""12».2744.yi*'+«  od-r  ~  12".2744.^5?i^ 


7 

jenachdem  y  <  oder  >  V«. 


$.9. 

Für  die  Ausziehuog  der  Cubfkwurzel  insbesondere  kann  noch 
eine  mit  Vortheil  anwendbare,  von  der  vorhergebenden  verschiedene 
Methode  der  Zurückfährung  auf  Quadratwurzeln  aufgestellt  werden. 

Es  ist  nemlich  identisch: 

8  VA  /  y* 8        8 

Va— y  =  —  ^  +  \  ^+Va(Vo-y) 


,    •  ,  .       .    •  ,     .  -  ,  ,  ; 


oder 


^4ii+V^3^^i.       (1) 


^  \    ■"  § f »ii    ■   «• 


8 

Es  sei  nun  y  ein  bekannter  Näherungswerth  von  V«,  so  dass 


8  ,    v  >  •• 

V«-y  <1, 

absolut  genommen,  so  wird  _ 


»:.•'•    ;      lliftlt       njt 


iftl« 


3  8 

ya>4V<*.(V«— y) 

8 

sein,  wenn  y>4,  sobald  vorausgesetzt  wird,  dass  y<V<*.  Dies 
ist  nun  immer  zu  bewerkstelligen  möglich^. und  wir  können  daher 
annehmen,  es  sei 

4VcN(V«--y) 
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Entwickelt  mao  daher  die  Wurselgrösse  rechts  in  Gleichung  (1), 
so  kommt: 

wobei  der  Fehler  d  kleiner  ist  als 

2Vtf»(Va— y)8     .       ^2«.(Va— y)8 
^ oder  < ^ , 

um  welche  Grosse  der  Näherungswert  zu  klein  ist.    Oder  es  wird 

va  =  v  1  v«-Wa-yy_  v«*-(v«-y)2 .  j 

oder 

S  3 

V«-y  =  (V«-y).^ (V^^^+d'^-y). 


wobei 


•     s 


„  ^2«(V«-y)« 

y* 


oder,  durch  V«— y  dividirt: 


oder 


oder 


woraus  nun 


oder 


8  3 


y*  zs  y*V« — a  +  y  t/a*  +  y*d* 


Va» + y  V«  =  Lz-  —  y*d'  • 

y 


oder 


2T2*         y  4/5y»+4a 

▼        y» 

Th»U  XXVI.  « 
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Nimmt  man  also  den  Näherangswertb 

a  y    .  l4/*5y8+4« 

*— Hr+sV    , — ^ 

so  ist  der  dabei  begangene  Fehler  A  kleiner  als 

yd7  yd' 

'478y»-h4y» 


(2) 


4  /  ßy8  +  «<* 
\       y8 

r  um  su    im 

rur 

» 
wenn  y<V«, 

oder  also 

• 

und  somit 

i 

- 

zf 

3y* 

7)« 

(3) 


Um  nun  einen  angenäherten  Werth  von  (Va — y)«  zu  erhalten, 
iiat  man 

o  — y» — 3V«.y.(V« — y)=(Va— y)8. 

8  3  • 

Da  V«— y  <li  so  wird  (V« — y)8  gegen   die    übrigen   Grossen 
verschwinden,  und  es  wird: 

s  et  —  y*      a —  y8 


also 


und  daher 


A     2«.(a  — y8)» 
^<        Wy8         '  W 


Lässt  man  bei  der  wirklichen  Berechnung  die  letzte  unsichere 
Stelle  ganz  weg,  so  wird  der  so  erhaltene  Näberungswerth  von 

Va  als  ein  neues  y  angenommen  werden  können,  welches  eben- 
falls kleiner  als  V«  sein  wird.  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass 
allemal  der  folgende  Näberungswerth  wenigstens  dop- 
pelt  so  viele  genaue  Dezimalstellen   enthält,   als  der 
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gebrauchte«  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  unmittel- 
bar aus  (3).  Hat  man  somit  z.B.  mit  Logarithmentafeln  V«  auf 
7  Dezimalen  genau  gefunden,  so  ergibt  sich    mit  Hülfe  von  (2) 

Vor  auf  14  Stellen  genau  u.  s.  f.  Behufs  der  Anwendung  dieses 
Verfahrens  ist  aber  noch  einmal  zu  bemerken,  dass  vorher  immer 

«  so  eingerichtet  werden  muss,  dass  y_*.4  wird. 


§.  10. 

Durch  Kettenbrüche  lässt  sich  auch  die  Gleichung  des  dritten 
Grades,  sowie  die  des  zweiten  Grades  auflösen.  Wie  man  ersteres 
zu  Stande  bringt,  soll  in  diesem  Paragraphen  gelehrt  werden. 

Die  Gleichung  des  dritten  Grades  lässt  sich  bekanntlich  im- 
mer leicht  auf  die  Form  bringen : 


Setzt  man 


so  kommt: 


y*  +  Ay*=B. 


y  z=?xVB  und   — =  a , 

V51  ' 


ar»  +  *r  =  l,  (1) 


mit  welcher  Gleichung  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen.    Man  be 
kömmt  daraus 

—ST*'  '"»"■ 

Ist  daher  x%  <  a,  so  wird  man  dieses  als  Kettenbruchformel  ge- 
brauchen können,  deren  Näherungswerte  um  so  schneller  kon- 
vergiren,  je  grösser  a. 

Es  sei  xn-i  ein  selcher  Näberongswertb,  so  findet  man  den 
folgenden  durch  die  Gleichung  ' 

I                                          X* " ' 
Xn  = -5—   ° der  #  n*  = g—  >  (3) 

woraus  sich  dann  der  Kettenbruch  ergibt: 
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.#»  = 


a+xn-i 


■ii  ■  ■ '  i 
q-far»— a 

•"'  (4) 

welcher  sich  voo  den  gewöhnlichen  Kettenbrüchen  dadurch  unter- 
scheidet f  dass  zugleich  die  Näberungswerthe  des  ursprünglichen 
Kettenbrucbs,  der  aus  (2)  entspringt,  in  demselben  auftreten. 

Die  Herstellung  der  successiven  Näherungen  bietet  durchaus 
keine  Schwierigkeit  dar  und  man  findet : 


1      a 

1  q» 

*■— q  +  ^-q^  +  l" 

1 q«+2g»  +  l 

*8-q+*a«— q*+3q*  +  q'  ' 

___l a**  +  6q»H-llq8  +  6q*  +  q» 

**— q  +  ar8»""  q1*  +  ?qM  +  15q»  +  12q«  +  5q»  +  1 ' 


u.  s.  f. 


Es  ist  nun  der  Fehler  zu  suchen«  der  bei  einem  bestimmten 
xn  begangen  wird.  Dabei  ist  klar,  datts  der  wahre  Werth  von  x 
je  zwischen  x%  und  x%+\  liegen  wird,  und  zwar  näher  bei  Xm\\ 
als  bei  x%.    Jedenfalls  ist  also 

Xn  —  X  =  dn<>  Xn  — Xn+\.  (6) 

Es  sei  nun 


so  ist: 


1  A«» 


Z*+i_ 

N.+i~     ,Zf—aN»*+Z»* 

and  somit,  wenn  nichts  reduzirt  wird: 

Z*fi=A»».    N»+i=oNn*  +  Z.:  (7) 

woraus  auch 
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Z»+i  =  (aZ1,  +  ZJ-,|",    N^i=aNn*  +  lSt-i.  (8) 

Sonach  wird  nun,  wenn  xn  —  Xn^.i  =  Sn  gesetzt  wird: 

Z.      Z.+1      ZnN.+i  -  WnZ.+i      aZJ!in%  +  Z,»  -  JV.» 

""-F.-iV.n.i-        mfi^i        -         Njf^i  W 

wegen  (7)  und  (8),  oder 

oder 

A      Z.»^ NfzLi  .  /V«-i  -(oflg-i  +  zUi)*zUi 

oder 

lUf^.idn=-a*Nt-iZl-i  -  Zt-i+NLi  -*al£-iZt-i.    (10) 
Aus  (9)  folgt  aber: 

welches,  in's  Quadrat  erhoben,  gibt: 

iVS_iA,«ot-i = a*zl-ilrt-i  +  zLi  +  NÜ-i  +  2aZi-tftl-i 

-2aZ»-iNl-i  -2Z1!_l^J-I. 

Dieses  zu  (10)  addirt  gibt : 
oder    » 

NnN^ldn  +  tä-lN,*£-l=-WLl.Nn-lN«8+-l.     (1 1) 

Man  setze  nun 


*•*£• 


so  daes  wegen  (9) 


Alsdann  geht  die  Gleichung  (11)  über  in: 
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oder 


also  auch 


$.*-6.-i!&.-»+22V,J_il, 


&.-i  =  -fc.-a{k-»+2ZV,L*l, 


fc=-eitt,+2iVl; 
woraus  oan  durch  Multiplikation: 

(^lj-ifc^titti  +  2^1»)(fc+2iV2»)....(ßl-i+2/V*.i),      (13) 

welche  Gleichung   nun    zur    Messung  des  Fehlers    benutzt    wer- 
den kann. 

Durch  Vereinigung   von  (12)  mit  (7)  findet  man  nun,  wenn 
man  n  in  m  umsetzt: 

also 

&»  +  2iVm»  =  iVm»(od„  +  2)  +  NmZm*dm 

2»* 


=  #„»  {(«*„+ 2) +a«^ji 

oder 

U+PiVm»  =  Nm»  I  a*,»  +  2  +  8m  arm*  |  =  JV„»  1 2 + d.  (a  +  *•,»)  J , 

folglich  wegen  (3): 

6-+2^»  =  iVm.(2  +  A_). 

Substituirt  man  dies  in  (13),  indem   man  m  alle  ganzen  Werthe 
von  1  bis  n  —  1  annehmen  lässt,  und  bedenkt,  dass,  dm 

A-A-I  tt*  ' 

01  ~  v,  ~  o     a«  +  l  —  o(a«  + 1) ' 

&  =  1,    ^  =  «(«»  +  1);  (14) 

so  erhält  man: 

(-l)«-1&  =  (2+^)(2+^(2fJ)..>(2f^,)(iV'IiV^,....w;_1)«. 

ar2  iT3         ^»4  X» 
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* 

Da  nun  allgemein 

fcm+l  =  + 1     fem  =  — ; 
folglich  auch 

so  gebt  diese  Gleichung,  wenn  wir  von  nun  an  alle  ö  als  positiv 
annehmen  und  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  wo  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  vorstellt,  Ober  in : 

(15) 
fe.==(2  +  £)(2-^ 

« 

Es  sei  nun  a  positiv,  so  ist  xx  der  grösste  Werth  von  xm  und 
x*  der  kleinste,  und  daher  wird: 

fa.+i  <(2  +^)(2-^)  •  •  •  •  (2 +*—)(»-  ^X*i*i  •  •  •  •  *m)'- 

Von  allen  6Wfi  ist  ferner  dt  das  grösste  und  von  den  6*«  das 
kleinste:  fan-a  in  fe*  und  in  ta«-fi  ist  tx  das  grösste  und  6s*  das 
kleinste,  folglich  ist  um  so  mehr:  • 


also 


(16) 


Um  diese  Formeln  noch    mehr  zu  reduziren,  betrachten   wir 
nun  allgemein  den  Quotienten 
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Da  iVm+i  =  a2Vm*+Zm*,  so  ist  /V«,+i>a/V»»  und 


9m< 


aNm* 


ferner: 


>  aNm-i .  a  Am-2 , 

>  a/Vm_i .  aiVm-2 .  aNm-  s , 
»                             *•••••■••• 

>  aNm-i .  aiVm-2 . . . .  aiVi .  /Vi 
oder,  da  /Vi  =  c,  so  ist: 

iVm>a»(iV1^....iVIII-i), 


also 


folglich 


daher 


«iV«»>  «^M'CiVi/V.. . .  .Nm-Ü*; 


9m<*4*Z+i' 


und  durch  Substitution  in  (16): 


(2  +  Ä)».(J_^=?)^i 


<2+£)».<2-|> 
*-+«  < ^i ~ 


Diese  Fonneln  können  durch  folgende  Betrachtungen  noch  ver- 
einfacht werden. 


Es  ist 


1        i        * 
iix-i    also    —  =  a ; 


» 
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«•  ,         1       a»  +  l 

*      a'+l  *s  a* 

ferner  ist 

und  kommt  dem  Wertb  2  um  so  näher,  je  kleiner  oW-s,  also  je 
grosser  n  ist.    Es  ist  somit  mit  Hälfe  von  (14): 

o,  Ji-q.xg'  +  l        ^S+1 

also  bat  man  endlich ,  da  auch  Jm  <  6*«, : 

A     ,,(2q»  +  l)».2»-i     \ 

(17) 

/  M2q»  +  I)«.2» 

^2»+1  <  — ^5qpi— 

Wenn  n  nicht  gross  ist,  dagegen  a  eine  solche  Grösse  hat,  das* 

2a*+l    von    2a8 

nicht  sehr  verschieden  ist,   so    kann   man  auch   näherungsweise 
setzen 


4 

\ 


2*i-i  2** 


§.  11. 

Zum  Schluss  unserer  theoretischen  Betrachtungen  soll  noch 
kurz  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  durch  Ketten- 
brfiche  und  die  Anwendung  derselben  auf  die  Quadratwurzelaus- 
siehung  auf  demselben  Wege  gezeigt  werden. 

Es  sei  die  Gleichung  vorgelegt: 

x*  +  ax=lf  (1) 

auf  welche  jede   quadratische    Gleichung  zurückgeführt  werden 
kann,  so  ist  daraus:  ,  • 

1 

4?  = 


a+x' 
und  die  Kettenbruchentwickehng  folgt  nach  dem  Gesetz: 


'«!? 
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*■  =  T1~Z — »     wobei    st  =  —  •  (2) 

Man  findet  nun  auf  dem  Wege  der  Induktion  die  Formeln : 

(3) 

» 

£**  = 

^+(^1-')^-+(*->-.+CY>-h....("J,)^+.' 


^+'+(^)^-'+(2"2-1).«— +f"3~2)«»-«+....(.+l). 

deren  Richtigkeit  leicht  geprüft  werden  kann.  Diese  Aasdrücke 
konvergiren  gegen  einen  bestimmten  jWerth  x9  wenn  a>l  und  die 
Fehlergrenze  ist: 


wenn  JVm9  den  Nenner  vorr  arm  vorstellt,  a  kann  dabei  positiv 
oder  negativ  sein,  indem,  wenn  a  negativ  ist,  x  nur  das  Zeichen 
ändert 

Die  Wurzein  der  Gleichung  (1)  sind: 
und  \  (5) 

Wenn  a  positiv  ist,  so  ist  der  durch  den  Kettenbruch  gefundene 
Werth  jedenfalls  posHfv  und  somit  stellt  derselbe  *#  erste  Worte! 
vor.    Die  zweite  Wurzel  ist  dann  gleich 

—  (*  +  *»). 

Ist  in  Gleichung  (1)  aber  a  negativ  =  —  a',  oder  ist  dieselbe  von 
der  Form 
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so  setze  man  x~—x'y  und  man  erhält : 
wovon  durch  den  Kettenbruch  die  Wurzel: 


oder  also 


a'      4/         a'* 

a!=2-V,+T- 


\ 


In  diesem  Fall  wird   also  die  zweite  Worzelform  (5)  berechnet 
und  die  andere  Wurzel  ist  dann  gleich 

+(a/—  Xm). 

Um  nun  hievon  die  Anwendung  auf  die  Ausziehung  von  Qua- 
dratwurzeln aus  Zahlen  zu  machen»  hat  man  die  Gleichung: 


-^•+7= 


Xm 

oder 


v 


unter  der  Annahme,  dass  a  positiv  sei.    Man  setze  nun 
so  ist 


l+^-  =  6,    *»  =  4(6-l), 


IV 


und 

Um  V6  zu  berechnen,  braucht  man  also  blas  in  (3)  anstatt  ;a 
die  Grösse  2V6— 1  z*  setzen.    Thutraan  dies,  sobckearatnia*: 
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<5) 


2«— i(6-l)— 1+(**l  2}&—(b—l)*-*+....n.2  

— *  Vo— 1  > 


2*(6-l)-+  (*",  1)2«-«(6-l)-»+....(,,|1)2«.(6-l)+l 

£«•+1  = 

2*(6-l)«+(2B~1)2«-»(6-l)-»+ ..„("  J^.Ci-D+l      

2^+1(6—1)-+!  +(^*)2«"-H6— 1)«  + ....  (n+l).2(6-l) 

also  allgemein 

«„srB.Vö^T  (7) 

and  somit:  *  ' 

V6=  BVT^l  +  VT^l 
oder 

V6  =  (Ä  +  l)V6^1.  (8) 

Kann  man   VA  —  1  ausziehen  oder  auf  eine  kleinere  Wurzel  so- 
rflckfiihren,  so  ist  Vb  berechnet.    Es  sei  also 

VT^I  =  cVb', 
so  bat  man  alsdann: 

V6=c(ß  +  l)(2P  +  l)VT^T,  (8') 

mit  der  man  wieder  auf  gleiche  Weise  verfährt,  bis  man  auf  eine 
Wurzel 

gelangt,  die  man  ausziehen  kann,  womit  nun  die  Rechnung  been- 
digt ist. 

Hiemit  beschliessen  wir  den  theoretischen  Theil  vorliegenden 
Aufsatzes  und  wollen  zur  Verdeutlichimg  der  angegebenen  Methode 
dieselbe  noch  auf  mehrere  Beispiele  anwenden. 

§.  12. 
Als  Beispiel  zu  §.6.  sei  V9  auszuziehen. 
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Es  ist 

.      «  =  9,    y  =  2, 

B  =  l; 

folglich  bei  der  dritten  Näherung  der  Fehler 

.  £     * i 

°»S12».27.2*>~488I7'Ö04256 
und 

*» =  IÖPOOO'000000  =^'000'000'00001 ; 

also  erhält  man  y,  and  folglich  V9  auf  10  Stellen  genau.   Ferner  ist: 

/-L  /—324  ,_  3783026 

yi-6'    ^—1940'    *-  22709814' 

also 

V«=  1  +  y  i+^^^=  i  +V  1,166581'064908'765875'45 

oder 

V9  =  2,080083'82309.... 
nemliche  Wurzel  wollen  wir  auch  nach  der  Methode  des 


$.9.  berechnen.    Da  man  y>4  machen  muss,  so  hat  man: 

V9=iv72. 
Man  findet  nun  auf  dem  daselbst  angegebenen  Wege : 

V«  =  1/72  =  4,1601  =  /, 

so  dass  der  Fehler  kleiner  ist  als  0,0001  und  der  Fehler  J  des 
folgenden  Näherungswertes 

a  <  o,oooooo/ooi. 

Derselbe  ist  nach  §.  9.  (2) : 

V72  =  -  2,08005  +  i  Vl55,701266119589674 
oder 

V9  =  2,08008ä/823...., 
welches  mit  dem  vorhin  gefundenen  Werthe  übereinstimmt 
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Als  Beispiel  zu  §.  10.  soll  die  Wurzel  der  Gleichung: 

*'  + 10*  =  1 

berechnet  werden.    Nach  (17')  ist  schon  bei  der  zweiten  Näherung 

16 


J  = 


iö7Doo/ooo/ooo/oooooo 


oder 


z/  <  0,000000' 000000'002; 


die  Wurzel  wird   also  wenigstens  auf  14  Dezimalstellen  geM*. 
Dieselbe  wird  (nach  (5))  gleich 

100 

*»  =  ~  =  0,099900'099900'OW . . . . 


§.  14. 


Als  Beispiel  zu  §.  11.  soll 


V17 


iU     M 


gefunden  werden.    Für  n=6  findet  man,  da  6—1  =  16: 

2».16>  +  4.2».J6  +  3.2  _  4.8710 

*•  —  2M68+5.24.16*  +  6.2*.16+1'4~ 

x6  =  0,r23105'62560. 

Der  Fehler  ist: 

^<  2030002    oder    <0/000000,00001 
also  xt  auf  11  Stellen  genau;  folglich  ist,  da 

V17  =  4,123I05'62560.... 


i    'i . * •     i 


■>i  •  ■      • '   i 


o.i 


fff-    l' 


i. 


.1«. 


'•«'»    Ü|,|     mflt\  tl'-t  I 


Johann  Jnstplt  l'rtcttll. 


XXV. 

Johann    Joseph     Prechtl, 


Herrn  Professor  Dr.  A.  Schrötter, 
lerel-Secretär  der  b.   Akademie  der  Wieaenscbaflcn  zu   Wien*). 


Precbtl  (Jobann  Joseph)  wurde  zu  Bischofsheim  im  Unter- 
Mainkreise  in  Baiern  den  16.  November  1778  geboren,  wo  sein 
Vater  fürstlich -m'irzburgischer  Co m m erclen rat h  und  Vorsteher 
eines  Eisenhüttenwerkes  war.  Er  genoss  eine  sorgfältige  Erziehung 
und  rollendete  seine  juridischen  Studien  au  der  Universität  Wüi 
barg.  Bald  nach  deren  Beendigung  begab  er  sich  nach  Wien  (1801) 
mit  einer  bereits  entschiedenen  Neigung  für  die  Naturwissenschaf- 
ten und  ihre  Anwendung  auf  das  praktische  Leben.  Er  hatte 
anfangs  die  Absicht,  heim  damaligen  Rcichshofralhe  zu  prakticlren, 
gab  jedoch  diesen  Entschluss  bald  auf  und  trat  als  Erzieher  in 
das  gräflich  Taaffc'sche  Haus  in  Brunn,  wo  er  neben  der  ge* 
wissenbal  testen  Erfüllung  seiner  übernommenen  Pflichten  als  Lehrer 
und  Erzieher  sieb  ausschliesslich  mit  dem  ernsten  Studium  der 
Naturwissenschaften  beschäftigte.  Hier  war  es,  wo  er  den  Grund 
zu  der  Allseiligkeit  seines  Wissens  legte,  die  man  später  so  sehr 
au  ihm  bewunderte  und  die  ihn  zur  glücklichen  Lösung  jener 
grossen  Aufgabe  in  so  hohem  Grade  befähigte,  welche  ihm  später 
werden  sollte.  Er  schloss  daselbst  eine  dauernde  Freundschaft 
mit  dem  damals  in  Brunn   lebenden,  verdienstvollen  Wirtbschafts- 


•)  Ana  dem  Bericht  über  die  Wi  rkiitmkeit  ri  e  r  k.  Akademie 
derWiaicnschaften  und  die  in  derselben  *eit  30.  Mai  1854 
»or  »ich  ,reBsnKenen  Veränderungen.  Er« tatte t  in  der  feier- 
lichen Sitznng  am  30.  Mai  1855  von  Hr.  A.  Schröder.  Gene- 
r«l    Secretür  der  k.  Akademie  der  Will  «nach.  Wien.  1*55.  S.  49. 


■ 


SChrßtter:    Johimn  Joseph  Preehtl. 

r&the  Christian  Andre,  mit  dem  ihn  spater  nähere  Familien- 
liande  verknüpften,  da  er  sich  im  Jahre  1807  mit  einer  Tochter 
desselben,  Rosine  Andrej  vermählte. 

Preehtl  erregte  bald  durch  seine  literarischen  Arbeiten  auch 
in  grosseren  Kreisen  Aufmerksamkeit  und  so  kam  es,  das»  er 
im  Jahre  1809  zum  Direktor  der  damals  in  Tri  est  zu  errichtenden 
Real-  und  Navigation»-  Academie  ernannt  und  mit  der  Organisa- 
tion dieses  Institutes  beauftragt  wurde.  Aber  schon  nach  dem 
Friedensschlüsse  kehrte  er  nach  Wien  zurück,  um  an  der  damali- 
gen Real  -  Academie  Naturgeschichte,  Physik  und  Chemie  zu 
lehren. 

Das  Bedürfnis«  nach  zeitgemässen,  nicht  blos  zur  Bildung 
von  Beamten  bestimmten  Unterrichts- Ansialten,  deren  Zweck 
vielmehr  Verbreitung  gründlicher  Kenntnisse  aus  den  Naturwissen- 
schaften zum  Behufe  ihrer  Annendung  im  praktischen  Lehen  sein 
sollte,  hatte  sich  damals  so  lebhaft  und  allseitig  ausgesprochen, 
dass  Kaiser  Franz  I.  die  Errichtung  eines  polytechnischen  Insti- 
tutes in  Wien,  nach  einem  grossartigen,  dieses,  in  der  Geschichte 
Oesterreichs  so  hervorragenden  Monarchen,  würdigen  Massstabe 
befahl. 

Welche  Wichtigkeit  Kaiser  Franz  dieser  seiner  Schöpfung 
beilegte,  gebt  deutlich  aus  der  Stellung  und  den  für  die  damali- 
gen Verhältnisse  buchst  anständigen  Gehalten  hervor,  die  der 
Kaiser  den  Professoren  dieser  Anstalt  anwies,  und  aus  der  be- 
deutenden Summe,  welche  er  für  die  wissenschaftlichen  Zwecke 
derselben  bestimmte.  Zur  Bildung  des  hiezu  notwendigen  Fonds 
wurden  bereits  im  Jahre  1803  die  niithigen  Einleitungen  getroffen. 
Preehtl  überreichte  den  ersten  Plan  zum  Wiener  polytechnischen 
Institute  dem  damaligen  Hofkammer- Präsidenten  Grafen  O'Donnel 
im  Anfange  des  Jahres  1810;  im  Jahre  1814  wurde  er  beauftragt, 
diesem  entsprechend  einen  Detailplan  einzureichen,  was  einen 
Monat  später  geschah.  Im  December  des  Jahres  1814  wurde 
Preehtl  zum  Dlrector  des  zu  errichtenden  Institutes  ernannt  (mit 
Atlcrh.  Enrschl.  vom  '2i.  Dec),  welche  Stelle  er  durch  35  Jahre 
ruhmvoll  bekleidete. 

Gleich  nach  seiner  Ernennung  war  Preehtl  aufs  Eifrigste 
bemuht,  sowohl  die  Localitäten  in  dem  zu  diesem  Behufe  um 
200,000  fl.  W.  W.  angekauften  gräflich  Lose 'sehen  Hause  einzu- 
richten, als  auch  die  nüthigsten  Lehrmittel  herbeizuschaffen.  Kaiser 
Franz  berief  ibn  im  August  1815  nach  Paris,  wo  damals  die 
Alliirten  anwesend  waren,  und  stellte  ihm  eine  ansehnliche  Summe 
zum  Ankauf  von  Büchern,  Apparaten,  Modellen,  Mustern  etc.  zur 
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Verfügung.  Auf  diese  Weise  gelang  es  Prechtl,  das  Institut 
schon  an  3.  November  1815  eröffnen  zu  können.  Er  tbat  dies 
mit  einer  Rede,  in  welcher  er  das  Programm  desselben  und  zu* 
gleich  sein  künftiges  Wirken  klar  und  einfach  darlegte.  Das  In- 
stitut, welches  bald  ein  Muster  für  ganz  Deutschland  werden  sollte, 
war  von  nun  an  mit  seinem  Leben  aufs  Innigste  verwebt,  und  eine 
Geschichte  dieser  Anstalt  schreiben,  beisst,  eine  der  segensreich- 
sten Seiten  von  Prechtl's  Leben  schildern.  Seine  allseitige 
Gelehrsamkeit,  die  specielle  Bekanntschaft  mit  den  Fächern  die 
an  dieser  Anstalt  gelehrt  werden,  und  die  genaue  Kenntniss  der 
naturwissenschaftlichen  Literßtur  aller  cultivirten  Länder,  sowie 
ihrer  merkantilen  und  gewerblichen  Verhältnisse  machte  ihn  zur 
Seele  derselben.  Ihm  war  es,  wie  unter  andern  die  Gründung 
der  Jahrbücher  des  polytechnischen  Institutes  bewies,  vom  Anfang 
au  klar,  dass  das  Institut,  wenn  es  auf  das  industrielle  Leben 
einwirken  sollte,  auch  ein  lebendiger  Organismus  sein  musste; 
er  war  es  daher,  der  dein  gemäss  eine  vernünftige  Lehr-  und  Lern- 
Freiheit  an  demselben  zu  einer  Zeit  einführte,  wo  man  noch  glaubte, 
deo  Studien  durch  möglichste  Beschränkung  jeder  freien  Bewe- 
gung des  Geistes  aufzuhelfen.  Precbtl  war  weit  davon  entfernt, 
eio  Institut,  welches  das  verbindende  Glied  zwischen  der  Industrie 
und  der  Wissenschaft  werden  sollte,  durch  blosse  Disziplinar- 
vorschriften leiten  zu  wollen,  er  wusste  zu  gut,  dass  nur  bei 
einem  genauen  Eingehen  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  und 
Schüler,  sowie  einem  geistigen,  befruchtenden  Verkehr  mit  den- 
selben aus  dem  Institute  mehr  werden  konnte  als  eine  besser 
dotirte  Realschule,  nämlich,  wie  es  in  der  Absiebt  des  hohen 
Gründers  lag,  eine  Universität  des  technischen  Wissens. 

Wurde  nicht  alles  wie  Prechtl  es  sich  dachte,  so  lag  die 
Schuld  nicht  an  ihm,  sondern  eben  nur  daran,  dass  er  nur  Wenige 
(and,  die  auf  seine  Ideen  einzugehen  vermochten,  aber  um  so 
mehr  solche,  die  es  leichter  fanden,  an  der  neuen  Schöpfung  zu 
maassregeln,  als  deren  Geist  aufzufassen. 

Man  kann  bei  der  Einrichtung  technischer  Schulen  von  einer 
andern  Ansicht  ausgehen  als  Prechtl,  man  kann  wenigstens 
bei  höheren  technischen  Lehranstalten  keine  so  scharfe  Aus- 
schliessung jedes,  für  allgemeine  Bildung  bestimmten  Lehrfaches 
anstreben,  als  er  fär  zweckmässig  hielt,  allein  das  wird  jeder  zu- 
gestehen müssen,  dass  Precbtl  sich  vom  Anbeginn  dessen,  was 
er  wollte,  klar  bewusst  war,  und  dass  er  sein  Ziel  mit  Consequenz 
und  Geist  verfolgte.  Sein  ängstliches  Bemühen,  der  grossartigen 
Schöpfung,  welche  Kaiser  Franz  durch  ihn  i'ns  Leben  gerufen, 
Zeit  zu  ihrer   Befestigung  zu  lassen,   mag  ihn  abgehalten  Hatax^ 
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maoeben  Forderungen  der  Zelt  Rechnung  zu  tragen;  wer  aber, 
der  die  traurigen  Folgen  jener  mistfiten  Neuerungssucfct  könnt, 
die  nur  um  zu  verändern,  nicht  um  xu  verbessern  Kraft 
verbraucht,  wird  Prechtl  darum  tadeint  Die  Grundsätze,  von 
denen  er  aueging  stehen  fest,  ihre  Erweiterung  bedingt  das  Be- 
dürfnis* der  Zeit,  aber  diese  muss  noch  um  ein  Stück  weiter  vor- 
gerückt sein,  ehe  die  Wirksamkeit  Prechtl'«  von  dieser  Seite 
der  unparteiischen  Feder  des  Geschichtsschreibers  anheimfallt*). 

Wer  nicht  gewohnt  ist  einseitig  zu  urtbeilen,  und  das  unbe- 
dingt zu  verwerfen ,  was  er  anders  findet,  als  er  es  eben  kennen 
lernte»  wer  es  nicht  verschmäht,  fremde  Verhältnisse  erst  gründ- 
lich zu  studiren,  ehe  er  in  sie  eingreift,  der  wird  zu  der  Ueber- 
seugung  gelangen,  dass  Prechtl  in  den  Ideen«  welche  er  bei 
Gründung  des  Institutes  verfolgte,  seiner  Zeit  vorauseilte,  und 
dass  man  namentlich  in  Deutschland  kaum  noch  jetzt  zu  begrei- 
fen anfangt,  was  er  lange  vorher  schon  bezweckte  und  unter  der 
Gunst  der  Umstände  ausführte. 

Fassen  wir  nun  eine  andere  Seite  von  Prechtl's  Leben  in's 
Auge,  nämlich  die,  wo  er  sich  nicht  als  Organisator  und  strenger 
Beamter,  sondern  als  Forscher  und  sammelnder  Gelehrter  zeigte. 
Wir  bewegen  uns  hier  freier  und  ktinnen  die  Blüthen,  die  Prechtl's 
Geist  und  Thätigkeit  auf  diesem  Felde  pflückte,  unbesorgt  vor 
falscher  Auslegung  in  den  Kranz  seines  Andenkens  flechten. 

Schon  im  Jahre  1804  veröffentlichte  Prechtl  eine  21  Bogen 
starke  Schrift,  „über  die  Fehler  der  Erziehung"  (Braunschweig, 
1804),  welche  zeigt,  dass  er  sich  damals  bereits  feste  pädagogische 
Grundsätze  und  bestimmte  Ueberzeugungen  gebildet  hatte,  die  er 
später  so  consequent  verfolgte.  Nichts  ist  fär  die  edle  Denlrdhgs- 
weise  und  die  durchaus  humanen  Ansichten,  welche  Prechtl 
stets  leiteten,  bezeichnender,  als  diese  an  Ideen  und  Wahrheiten 
so  reiche  Schrift,  deren  ernste  Berücksichtigung  auch  gegenwär- 
tig noch  sehr  nützlich  wäre.  Das  edle  Gemüth  Prechtl's  spie- 
gelt sich  treu  ab  in  dem  Capitel  „Ueber  die  Cnwürdigkeit  und 
die  Nachtheile  der  Erziehungs-  Strenge,  insbesondere  der  körper- 
lichen Züchtigung."  Was  er  über  die  Notwendigkeit  der  Leitung 
der  Öffentlichen  Erziehung  durch  den  Staat  sagt,  kann  auch  jetzt 
nicht  besser  durchgeführt  werden,  wenn  er  auch  in  seiner  idealen 
Anschauung,  diesem  bei  der  Privaterziehung  einen  grosseren  Ein- 
fluss  vindiciren  mOcbte,  als  man  ihm  jetzt  einzuräumen  geneigt 
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nein  würde.  Prechtl's  An«ichten  über  den  relativen  Werth  der 
Eriiehung  werden  zu  allen  Zeiten  wahr  bleiben,  und  die  Art,  wie 
er  sich  darüber  äussert,  ist  in  hohem  Grade  anziehend.  Ueber- 
haupl  verdiente  dieses  in  völlige  Vergessenheit  gerathetie  Buch, 
dieser  entrissen  zu  «erden. 

Ueber  das  Studiuni  der  Naturwissenschaften  spricht  steh 
Preebtl  in  einet  Weise  aus,  die  seine  Liebe  zu  denselben  deut- 
lich erkennen  liisst  und  für  ihn  bezeichnend  ist.  Mit  uelchem 
Ernst  er  diese  Richtung  verfolgte,  zeigt  die  Thatsache,  dass  er 
im  Jahre   1805   für   eine  Schrift   „Ueber    die  Physik  des  Feuers" 


von    der    k.    holländischen    Gesellschaft    der 
Haarlem  mit  der  goldenen  Preismeilaille  belohnt  » 


«chatten    zu 


Im  19.  Bande  von  Gilbert'»  Annalen  (1805)  findet  sich  ein 
Schreiben  Prechtl's,  der  damals  noch  Erzieher  beim  Grafen 
Taaffe  war,  an  Gilbert,  in  welchem  er  kurze  Nachricht  gibt 
von  seinen  Untersuchungen  über  die  zu  jener  Zeit  noch  gänzlich 
unbearbeitete  Theorie  des  Fluges  der  Vögel.  Das's  er  die  Schwie- 
rigkeiten seiner  Aufgabe  richtig  eiknunte  und  ihre  Lösung  von  der 
rechten  Seite  versuchte,  beweiset  die  im  23.  Bande  der  Annalen 
abgedruckte  grosse  Abhandlung:  ..Uebcr  den  absoluten  Wider- 
stand, den  eine  in  der  Luft  bewegte  Flache  aut  die  Richtung  ihrer 
Bewegung  senkrecht  erleidet,''  die  er  eben  in  dem  obigen  Briefe 
angekündigt  hatte.  Er  zeigte,  wie  «las  damals  angenommene  Ge- 
seilt >  dass  der  Widerstand  der  Luft  wie  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit wachst,  für  grössere  Geschwindigkeiten  nicht  gelte. 

Fest  in  derselben  Richtung  verharrend,  beschäftigte  sich  später 
Prechtl,  wenn  auch  darin  mehrfach  unterbrochen,  mit  der  Er- 
forschung des  Mechanismus  und  der  Theorie  des  Fluges  der 
Vögel.  Die  Annalen  der  Physik  enthalten  im  30.  Bande  (1808) 
und  in  den  folgenden  Banden  hierauf  bezügliche  Miitbeilungeo. 
Als  («täte  reife  Frucht  diese*  unermüdlichen  Forschen»  erschien 
38  Jahre  später  bei  C.Gerold  in  Wien  eine  Schrift:  „Untersu- 
chung über  den  Flug  der  Vögel"  17  Bogen  stark,  welch»  wegem 
ihres  Reichthums  ort  Thatsachen  und  der  scharfsinnigen  Auffas- 
sung dieses  schwierigen  Gegenstandes,  so  wie  der  gründlichen 
Behandlung  des  anatomischen,  physiologischen  und  physicaüschen 
Theiles  allgemeine  Bewunderung  erregt  hat,  und  stets  als  Grund- 
lage für  alle  späteren  Forschungen  auf  diesem  Gebiete  dienen  wird. 

Während  Prechtl  die  W'iderstandserseheinungen  in  der  Luft 
durch  40  Jahre  unausgesetzt  im  Auge  behielt,  blieb  er  doch  den 
Fortschritten  in  den  übrigen  Theilen  der  Naturwissenschaften  nicht 
fremd-,  wir  sehen  im  Gegentheil,  das»  er  sich  bei  jeder  Zeitfrag« 
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lebhaft  betheiligt,  was  unter  andern  seine  Aufsätze  über  das  Sand* 
paradoxon,  dessen  richtige  Erklärung  er  zuerst  gab,  bezeugen. 

Diese  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  mechanischen  Physik 
konnten  Prechtl  am  wenigsten  in  jener  denkwürdigen  Zeit  ganz- 
lieh  fesseln,  wo  durch  die  Entdeckung  der  chemischen  Wirkungen 
des  elektrischen  Stromes   eine  neue  Epoche  för  die  Naturwissen- 
schaft eintrat,  wo  sich  die  glänzende  Reihe  von  Eroberungen   auf 
diesem  Gebiete  erüffnete,  unter  deren  Einflüsse  das  gegenwärtige 
Geschlecht  heranwuchs  und   noch  lebt.    Die  Aufmerksamkeit  der 
Naturforscher  wandte  sich  damals  besonders  den  sogenannten  Im- 
ponderabilien zu;  man  machte  sich  mehr  und  mehr  von  den  alten 
Vorstellungen  los,  nach  welchen  die  Erscheinungen    von   Lieht» 
Wärme,  Elektricität  und   Magnetismus   besonderen  Stoffen   zuge- 
schrieben wurden,  und  fing  an  zu  begreifen,  dass  eine  Mechanik 
der  Atome    ein   eben  so   grosses  Bedürfniss  für  den  Fortschritt 
der  Physik  sei,  wie  die  Mechanik  des  Himmels  eine  Lebensfrage 
för  die   Astronomie  war.     Prechtl,  immer  noch  Erzieher  beim 
Grafen  Taaffe,  veröffentlichte  eine  Abhandlung  über  die  Identität 
von  Licht  und  Wärme  (Gilbert 's  Annalen,  XX.  Band,  1805)  die 
den  Uebergang  zu  den  jetzigen  Ansichten  der  Physiker  deutlich  be- 
zeichnet, und  mit  der  ihm  eigenen  Klarheit  und  Einfachheit  geschrie- 
ben ist.    Wäre  Prechtl  damals  in  der  Lage  gewesen  Versuche 
anzustellen,   hätte  es  ihm  nicht  an  äusserer  Anregung  durch  Ge- 
dankenaustausch gemangelt,  er  hätte  gewiss  wichtige  Thatsachen 
gefunden.     In  einem  Briefe  an  Gilbert  (Brunn,  März  1806}  schreibt 
er:  „Wie  manche  Schuppen   werden    uns  nicht  von  den   Augen 
fallen,  wenn  die  elektrischen  und  magnetischen  Plus-  und  Minus* 
Flüssigkeiten,  Wärmestoff  und  Lichtstoff  für  uns  nur  die  Reprä- 
sentanten einer  und  derselben  Kraft  sind!    Ich  mochte  Ober  alles 
das  so    viele  Versuche  anstellen  (denn  alles  das  lfisst  sich  wohl 
nach  und  nach  der  JNatur   durch  Versuche  extorquiren),  aber  wo 
dazu  Zeit,  Gelegenheit  und  Instrumente  hernehmen?    Unsere  ge- 
genwärtige Temperatur  ist  eigentlich  die  Schöpferin  der  gegenwär- 
tigen Form  der  Dinge  und  unserer  Erkenntnissart;  sobald  wir  uns 
gewöhnen,  diese  Form  nicht  als  eine  absolute,  sondern  nur  als 
eine  solche  anzusehen,  die  unter  tausend  möglichen  zufälliger 
Weise  für   uns   die  Einzige    geworden  ist:    so  werden  unsere 
Entdeckungen  sicher  einen  raschern  Gang  nehmen,  und  wir  wer- 
den dann  unsere  Versuche  zweckmässiger  ordnen,  ohne  so  oft  in 
Finstern  zu  tappen." 

Von  dieser  Zeit  an  hat  sich  Prechtl  eifrig  mit  Erforschung 
der  schwierigsten  Punkte  der  damals  im  Werden  begriffenen  Elek- 
tricititslebre  befasst.     Er  man 's  berühmte  Arbeit  ober  die  elek- 
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he  Leitungsfähigkeit  der  Körper  gab  ihm  unter  andern  Ver* 
anlassung  zu  einer  grösseren  Abhandlung  über  denselben  Gegen- 
stand, die  im  35.  Bande  von  Gilbert/s  Ann.  (1810)  niedergelegt 
ist  und  viel  zur  Fesstellung  klarer  Vorstellungen  in  diesem  Gebiete 
beitrug.  Es  lag  in  derselben  der  Keim  zu  manchen,  später  von  Andern 
gemachten  Entdeckungen,  die  I'rec  lit  1,  den  damafs  bereits  die  ad 
ministrativeThätigkeit  in  Ansprach  nahm,  weiter  zu  verfolgen  nicht 
vergönnt  war.  Er  beklagte  sich  später  gegen  Gilbert,  dass 
»einen  Grundsatz  der  „relativen  Isolirung"  so  wenig  beachte, 
es  kann  nicht  geleugnet  werden,  riass  er  schon  zu  jener 
vieles  als  Folgerungen  aus  demselben  hinstellte,  was  erst  lange 
nachher  als  richtig  erkannt  wurde,  z.  It.  die  Abhängigkeit  der  Lei- 
tungslahigkcit  von  der  Intensität  der  FJektricUät. 
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Jahre  1808  hing  nämlich  Prechtl  eine  Zink-Kupfer-  Säule  an 
nicht  gedrehten  Seideiil'üden  auf,  um  zu  erfahren,  nh  sie  sich  nach 
den  Pulen  richte.  Würde  er  diese  Säule  geschlossen  haben,  so 
hätte  er  zu  seinem  Erstaunen  gesehen,  dass  sie  sich  von  Ost 
nach  West,  nicht  aber,  wie  er  erwartete,  von  Nord  nach  Süd  ge- 
wendet hätte.  Prechtl  kannte  schon  im  Jahre  1811  die  Magne- 
tisirung  des  Eisens  durch  den  elektrischen  Strom,  und  doch  war 
en  ihm  nicht  vergönnt,  vor  üersted  und  Ampere  den  dlrecten 
Zusammenhang  zwischen  Elektricität  und  Magnetismus  klar  o 
zusprechen.  An  so  zarten  Fäden  hängt  die  Entwickelung  der 
Wissenschaft,  sie  gedeiht  daher  nur  dort,  wo  sie  mit  Liebe  ge- 
pflegt wird!  — 

Bald  nach  der  Entdeckung  Oersted's  publicirle  Prechtl 
im  fi7.  Bande  von  Gilbert's  Annalen  eine  wichtige  Arbeit  „über 
die  wahre  Beschaffenheit  des  magnetischen  Zustande»  dcsSchlies- 
sungsdralhes  in  der  Volta'scheu  Säule",  wo  er  denselben  als 
Transversal  magn  et  betrachtete  und  auf  diese  Weise  die  neuen, 
daran  beobachteten  Erscheinungen  auf  eine  der  Erfahrung  ent- 
sprechende Weise  darstellte.  Diese  Arbeit  verfehlte  nicht,  die 
allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich  zu  ziehen  und  sichert  Prechtl 
eine  dauernde  Anerkennung,  wenn  diese  Hypothese  auch  bald 
der  tieferen  Anschmiuncsweise  Amperes  weichen  musste.  Noch 
in  demselben  Jahre  (Bd.  68  von  Gilbert's  Ann.)  gibt  Prechtl 
weitere   Erläuterungen  fiher  den    „elektrischen  Magnetismus"  und 
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•acht  auf  experimentellem  Wege  zu  beweisen,  See«  die  „ntagne. 
tieehe  Disposition  des  Longitudinahnagnetes  dieselbe  ist,  wie  die 
elektrische  Disposition  der  isolirten  Volta'schen  Säule,  eines 
mit  elektrischer  Polarität  geladenen  Korpers." 

Dies  war  eigentlich  die  letzte  Arbeit  Precbtl's  iu  diesem 
Gebiete.  Er  wendete  sich  nun  der  Wärmelehre  and  Optik  zu 
and  gab  allen  seinen  Arbeiten  eine  mehr  praktische  Richtung. 
Poggendorff,  der  nach  dem  Tode  des  um  die  Verbreitung  nnd 
Erhaltung  gründlicher  Natur  forsch  ung  in  Deutschland  so  hoch  ver- 
dienten Gilbert  die  Herausgabe  der  Annalen  der  Physik  über- 
nahm, und  sie  in  demselben  Geiste  der  Unparteilichkeit  and 
Gründlichkeit  noch  fortführt»  sah  sich  veranlasst,  einen  Aufsat* 
Prechtl's  „über  das  Gesetz  der  Abnahme  der  Wärme  mit  der 
Hftite  aus  dem  Jahrbuche  des  polytechnischen  Instituts  in  seine 
Annalen  aufzunehmen  und  die  Bemerkung  beizufügen,  das*  der- 
selbe, „obgleich  schon  seit  geraumer  Zeit  dem  3.  Bande  des  treff- 
lichen Jährbaches  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  Wteh 
einverleibt,  dennoch  nicht,  so  wie  er  es  gewiss  seinem  Interesse 
nach  verdient,  dem  grösseren  physica tischen  Publicum  bekannt 
geworden  ist." 

In  jene  Periode  fallen  noch  die  interessanten  Mittheilungen, 
welche  Prechti  in  Gehlen's  Journal  für  Chemie,  Meteorolo- 
gie, Physik  und  Mineralogie  einrückte.  Der  5.  Band  dieser  sehr 
reichhaltigen  Zeitschrift  enthält  eine  Mitteilung  über  den  merk- 
würdigen Steinregen  bei  Stannern  in  Mähren  am  22.  Mai  1808, 
wobei  er  sich  nicht  begnügte,  eine  ausfuhrliche  Darstellung  dieses 
Ereignisses  zu  geben,  sondern  auch  seine  eigene  Ansicht  über 
den  Ursprung  desselben  entwickelte.  Er  sprach  sich  darin  mit 
Geist  für  die  von  Chladni  schon  im  Jahre  1794  in  seiner  Schrift 
„Ueber  den  Ursprung  der  von  Pallas  gefundenen  and  anderer 
ihr  ähnlichen  Eisen massen"  u.  s.  w.  aufgestellte  Hypothese  aus, 
dass  dieselben  aus  dem  Weltenraume  stammen  und  weder  in  der 
Atmosphäre  gebildet  werden,  noch  vom  Monde  auf  die  Erde  fäl- 
len, welche  beide  zuletzt  genannten  Ansichten  damals  viele  Ali- 
bänger zählten. 


Die  damals  von  Chladni,  Prechti  und  Andern 
kosmische  Ansicht  über  den  Ursprung  der  Meteoriten  ist  die  nun 
allgemein  angenommene,  da  sowohl  die  seit  jener  Zeit  reichlich 
gesammelten  Beobachtungen  dieser  im  Weltenraume  zerstreuten 
Massen,  als  auch  die  Fortschritte  der  Naturwissenschaft  überhaupt 
jede  andere  Erklärungsweise  ihres  Ursprunges  in  den  Hintergrund 
drängten.     Die  Bestimmtheit  und  Zuversicht,  mit  der  sieh  Prechti 


Schrotler:    Johann  Joseph   Prechtl. 

;hoo  d«inals  für  '.Heue  Ansicht  erklärte,   i.,t  ein  sprechender  Be 
»eis  für  seineu  Scharfsinn  und  klaren  Geist. 

Bald  nach  dieser  Arbeit  erschien  im  6.  Bande  von  Gehlen'» 
Journal  eine  freie  Bearbeitung  von  Avogadro's  Abhandlui 
„Ueber  die  Natur  des  elektrischen  Ladungsiustandes."  Uninit- 
telbar  darauf  lies»  Prechtl  eine  grössere  Abhandlung  Talgen, 
unter  Hein  bescheidenen  Titel:  „Einige  Bemerkungen  über  Herrn 
Avogadro's  Abhandlung",  in  welcher  er  die  Symmer'scbe  An- 
eicht bekämpft  und  in  scharfsinniger,  höchst  anregender  Wel«« 
zu  zeigen  sucht,  um  nie  viel  naturgemiisser  die  von  Franklin 
aufgestellte  Theorie  eines  einzigen  elektrischen  Fluidums 
Sätze  «ie  folgende:  ,,lm  luftleeren  Ratune  ist  gar  keine  elek- 
trische Ladung  möglich" .Die  Luft  ist  das  natürliche  Vehikel, 

wodurch  uns  die  Lleklmitat  erkennbar  wird"  ....  „Die  Wirkung 
der  Elektricität  durch  Spitzen  ist  keine  andere  als  die  galva- 
nische"...- „Die  Spitzen- Elektricität  bewirkt  im  Allgemeinen  in 
den  Theileu  des  Körpers,  welche  sie  alücirf,  dieselben  Aeuderun- 
gen  wie  eine  sehr  hohe  Temparatur"  u.dgl.  m.  Sätze  wie  die 
zur  damaligen  Zeit  ausgesprochen,  mögen  zeigen,  in  welchem 
Geiste  Prechtl  seinen  Gegenstand  auffasste. 

Im  7.  Bande  (1S08)  von  Gehlen's  Journal  finden  wir  ein* 
umfangreiche  Abhandlung:  „Beiträge  zur  elektrischen  Meteoro- 
logie", in  welcher  Prechtl  Voltos  Theorie  des  Hügels  zu  wi- 
derlegen und  ihre  sehnlichen  Seiten  aufzudecken  sucht.  Letzteres 
ist  ihm  jedenfalls  in  sehr  schar fsinnicer  Weise  gelungen.  Die 
Worte,  mit  welchen  Prechtl  diese  Abhandlung  einleitet,  sind 
für  seine  Gesinnung  zu  bezeichnend,  als  dass  sie  hier  un 
bleiben  dürften,  Er  sagt:  „Je  berühmter  der  Mann  ist,  unter 
dessen  Firma  sich  eine  Meinung  im  wissenschaftlichen  Publicum 
inlroducirt,  desto  strenger  ist  die  Pflicht  Aller,  denen  der  wahre 
Fortschritt  der  Wissenschaften  am  Herzen  liegt,  diese  Meinung 
mit  der  grösslen  Sorgfalt  zu  untersuchen,  und  nie  zuzugeben,  dass 
durch  eine  übel  verstandene  Dankbarkeit  gegen  erworbene  Ver- 
dienste irgend  ein  Irrthum,  sei  er  auch  in  das  glänzendste  Gewi 
gehüllt,  in  den  heiligen  Tempel  der  Wissenschaft  schleiche." 

Im  folgenden  Jahre  18011  erschien  eine  Fortsetzung  dieser 
Abhandlung  (Band  8),  in  welcher  Prechtl  seine  eigenen  Ansich- 
ten ülier  die  elektrischen  Meteore  entwickelte.  Er  hehandelt  die 
Quellen  der  Luftelektrici täten  und  giebt  eine  Theorie  der  Gewitter, 
als  deren  specielieu  Fall  er  den  Hagel  darstellt. 

Er  verspricht  am  Ende  seiner  Abhandlung  die  Fortsetzung 
derselben  mit  folgenden  Worten:    „In  der  FortseUuug  dieser  Ab- 
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handlang  werde  ich  diese  Theorie  in  ihren  einzelnen  Theilen  and 
in  ihren  Moriificationen  weiter  auseinander  setzen;  ich  werde  sie 
durch.  Rechnung  und  Erfahrungen  zu  jener  Evidenz  bringen,  die 
dem  grundlichen  Naturforscher  genügt  Ich  werde  zeigen»  wie 
vollständig  sie  alle  Erscheinungen  und  ihre  Begleitungen  erklärt, 
die  bei  diesen  Vorgängen  in  der  Natur  stattfinden,  die  des  Hagels 
mit  eingeschlossen;  wie  hell  sie  uns  bis  in  die  letzteu  Gründe 
dieser  verwickelten  Erscheinungen  sehen  läset  und  wie  sie  diesel- 
ben mit  allen  übrigen  in  der  Natur  in  feste  Verbindung  bringt" 

Leider  ist  dieses  Versprechen  nicht  in  Erfüllung  gegangen, 
wahrscheinlich  weil  Prechtl  zu  dieser  Zeit  in's  praktische  Leben 
trat  und  neue  Ideen  seinen  Geist  erfüllten,  die  Wissenschaft  auch 
schon  so  rasch  fortschritt,  dass  er  nicht  mehr  Müsse  fand,  ihr  in 
allen  Zweigen  zu  folgen.  Bei  grosserer  Anregung  von  Aussen, 
als  zu  jener  Zeit  möglich  war,  wäre  diese  Frucht  seines  Geistes 
vielleicht  nicht  untergegangen.  Dies  ist  um  so  mehr  zu  bedauern, 
als  wir  auch  jetzt  noch  keine  erschöpfende  Theorie  des  Hageln 
besitzen. 

Im  Jahre  1813  sah  sich  Prechtl,  vorzugsweise  zum  Gebrauche 
bei  seinen  Vorlesungen,  veranlasst,  ein  „Compendium  der  Chemie 
in  ihrer  technischen  Beziehung"  zu  verfassen.  Dieses  Buch,  wel- 
ches mit  grosser  Einfachheit  und  Klarheit  das  Wichtigste  des  zn 
jener  Zeit  Bekannten  aus  der  Chemie  enthielt,  wurde  im  In-  und 
Auslande  so  beifällig  aufgenommen,  dass  es  schon  nach  3  Jahren 
vergriffen  war.  Im  Jahre  1817  erschien  die  2.  Auflage  der  „Grand* 
lehren  der  Chemie  in  technischer  Beziehung",  welche  bereits  von 
einem  höheren  Standpunkte  aus,  die  damals  mehr  entwickelte 
Wissenschaft  behandelte.  In  der  ersten  Auflage  folgte  Prechtl 
noch  ganz  den  Ideen  Berthollet's,  während  er  in  der  zweiten 
sich  bereits  genuthigt  sah,  die  Lehre  von  den  Aeqnivalenten  im 
Sinne  Richter 's  aufzunehmen;  freilich  stellte  er  dieselbe  nicht 
an  die  Spitze,  sondern  schaltete  sie  bei  den  Salzen  ein.  Die  Art, 
wie  Prechtl  diese  Lehre  schon  zu  jener  Zeit  behandelte,  ist 
meisterhaft  zu  nennen,  und  es  wäre  zu  wünschen,  dass  sich  manche 
viel  spätere  Schriftsteller  hierin  Prechtl  zum  Muster  genommen 
hätten.  Erhebliche,  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  störende 
Missverständnisse  wären  unterblieben,  wenn  man  immer  so  streng 
wie  schon  damals  Prechtl  das  Thatsächliche  von  dem  Hypotbe? 
tischen  getrennt  hätte.  Er  spricht  nur  von  Aequivalenten  und  be- 
zieht diese  auf  das  des  Wasserstoffes,  welches  er  =1  setzt,  wohl 
wissend,  dass  man  nicht  genauer  rechnet,  wenn  man  diese  und 
alle  folgenden  Aequivalente  mit  12.5  oder  irgend  einer  anderen 
Zahl  multiplicirt.     Es  bedurfte  eines  langen   Umweges,  bis  man 
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wieder  einzusehen  anfing,  dass  die,  von  nicbl  Wenigen  für  die 
Wahrheit  selb«!  gehaltene  Atomentbeorie,  nur  eine  noch  ziemlich 
mangelhafte  Hypothese  sei,  und  bis  man  endlich  zur  ursprünglichen 
Einfachheit  zurückkehrte,  wie  dies  jetzt  geschieht,  wenn  es  gleich 
nicht  an  Bemühungen  fehlt,  die  neue  Verwirrung  in  die  Wissen- 
schaft zu  bringen  drohen. 

Es  ist  ei  gen  tli  um  lieh,  Aa&s  Prechtl  keine  eigenen  Forschun- 
gen auf  dem  chemischen  Gebiete  hinterliess,  obwohl  er  dieses 
Fach  lehrte  und  eine  so  gründliche  Kenntniss  desselben  in  allen 
Richtungen  besä»,  wahrend  er  sich  doch  in  der  Physik  als  origi- 
neller Forscher  bethatigte.  Der  Grund  hievon  mag  wohl  darin  tu 
Michen  sein,  dass  zu  jener  Zeit  die  eigentlich  eiperimenlirende 
liiclitiing  in  der  Chemie  in  Deutschland  noch  so  wenig  entwickelt 
war  und  Prechtl  in  den  früheren  Jahren  wenig  Gelegenheit  hatte, 
seine  Thätigkeit  nach  dieser  Seite  hin  zu  wenden. 

Ein  halbes  Jahr,  nachdem  Precb  tl  die  2.  Auflage  seiner  Chemie 
herausgegeben  hatte,  erschiel)  seine  „Anleitung  für  zweckmässige 
Einrichtung  der  Apparate  für  die  Beleuchtung  mit  Sleinknhlengns" 
(Wien,  hei  C.Gerold  1817).  Prechtl  hatte  zuerst  in  Oestreich 
den  Mutb,  in  Verbindung  mit  Arzbergcr,  dem  damaligen  sehr 
ausgezeichneten  Professor  der  Mechanik  am  Institute,  einen  Ver- 
such, die  Beleuchtung  mit  Steinknhlengas  in  grösserem  Maassstabe 
auszuführen  und  zwar  am  Institute  seihst. 

Der  Versuch  gelang  man  kann  sagen  für  die  gegebenen  Ver- 
hältnisse vollständig  und  es  wurden  so  viele  Anfragen  an  Prechtl 
in  dieser  Angelegenheit  gerichtet,  dass  er  sich  zur  Herausgabe 
der  obigen  Schrift,  der  ersten  selbständigen  in  Deutschland,  uher 
diesen  wichtigen  Industriezweig  entschloss.  Dieselbe  enthielt 
manche  damals  neue  Erfahrungen  und  nützliche  Winke. 

Von  dieser  Zeit  an  wendete  Prcchtl  seine  litterarische  Thätig- 
keit vorzüglich  den  von  ihm  in's  Leben  gerufenen  vortrefflichen  Jahr- 
büchern zu,  die  er  durch  seine  eigenen  Arbeiten  zu  heben  und  zu 
beleben  suchte.  Diese  Jahrbücher  bilden  eine  ununterbrochene  Reihe 
von  20  Bänden  vom  Jahre  1819  bis  IS3'J.  Schon  im  Jahre  1824 
erschien  eine  2.  Auflage  des  1.  Bandes.  Sie  sind  ein  sprechender 
Beweis,  wie  richtig  Prechtl  seine  Aufgabe  als  Director  eine* 
Institutes  auffasste.  das  nach  dem  Willen  seines  erhabenen 
Gründers,  eine  der  Uni versttSt,  sowohl  in  ihren  äus- 
seren Verhaltnissen,  als  in  ihrer  Tendenz  gleichge- 
stellte Lehranstalt  für  die  einer  technischen  Anwen- 
dung fähigen  Naturwissenschaften  sein  —  und  wohl 
auch  bleiben  sollte.     Selbst  ein  leuchtendes  Beispiel  rastloser 
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Thatijjlteit  und  origineller  Auffassung  der  Wissenschaft,  ris*  ei 
die  älteren  und  jüngeren  Glieder  des  Institutes  mit  sieb  fort, 
regte  tiberall  zum  Selbs Morschen  an,  und  stand  ratliend  und  an- 
regend jedem  zur  Seile  —  ein  Vorbild  für  alle.  Ea  entwickelt« 
•ich  daner  auch  am  Institute  ein  Geist  echter  Naturforschung, 
wie  er  noch  zu  keiner  Zeil  vorher  an  irgend  einem  Punkt«  der 
Monarchie  hervorgetreten  war. 

Predni  bat  in  diesen  Jahrbüchern  nicht  weniger  als  33  grÖa- 
•ere  und  kleinere  Abhandlungen  niedergelegt.  Mehrere  haben  den 
Zweck,  wichtige  Entdeckungen  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik, 
Chemie,  Physik,  besonders  wenn  sie  einen  Einflus*  auf's  praktische 
Leben  zu  iiheo  bestimmt  waren,  fasslicb  darzustellen  und  im  Va- 
terlande bekannt  zu  machen,  andere  waren  kritischer  Natur  und 
»eilten  vor  angepriesenen  Erfindungen  warnen,  wenn  die  Theorie 
von  vorne  herein  ihre  Unau-sführbarkeit  nahzuweisen  erlaubte. 
Aber  auch  an  Originalarbeiten  liess  es  Prechtl  nicht  fehlen, 
von  denen  hier  nur  einige  besonders  erwähnt  sein  tmlgen.  Im 
4.  Bande  (1823)  findet  sich  die  Beschreibung  und  gründliche  Be- 
rechnung eines  neuen  Barosknpes  zum  Hühenmessen,  das  wohl 
hauptsächlich  der  unvollkommenen  Ausführung  wegen,  in  der  es 
in'a  Publikum  kam,  weniger  Aufmerksamkeit  erregte  als  es  ver- 
diente. Prechtl  fühlte  selbst  die  Schwierigkeiten,  welche  dieses 
Instrument  bei  der  Verfertigung  darbot,  und  als  ein  Beweis  (Ar 
die  Ausdauer,  mit  der  er  eine  einmal  gefasste  Idee  verfolgte,  mag 
dienen,  dass  er  spater  im  "20.  Hände  der  Jahrbücher  eine  Verein- 
fachung dieses  Instrumentes  angab,  wodurch  es  jedenfalls  viel 
brauchbarer  wurde,  und  in  dieser  veränderten  Gestalt  allen  au 
demselben  Zweck  später  angegebenen  Instrumenten  dieser  Art 
vorzuziehen  sein  dürfte. 

Eine  andere  im  14.  Bande  d.  Jahrb.  enthaltene  Arbeit,  die 
ebenfalls  der  Wiederaufnahme  wertb  wäre,  sind  die  Versuche, 
»eiche  Prechtl  „über  die  Beziehung  der  Adhärenz  der  Metalle 
zu  ihrer  elektrischen  Differenz"  anstellte.  Es  ist  zu  bedauern, 
-l.-i.-s~;  Prechtl  diesen  Gegenstand  nicht  selbst  weiter  verfolgt  hat, 
da  ihm  auch  die  äusseren  Mittel  hierzu  in  der  von  ihm  gegrün- 
deten vortrefflichen  Werkslätie  des  Institutes  (noch  gegenwärtig 
unter  der  umsichtigen  Leitung  des  rühmlichst  bekannten  Werk- 
meisters Herrn  Christoph  Starke)  reichlicher  zu  Gebote  stand, 
als  irgend  Jemandem. 

Die  vielen,  mit  mancherlei  persönlichen  Unannehmlichkeiten 
verbundenen  amtlichen  Geschäfte  Hessen  Precbtl  dennoch  Zeit, 
•ich  nebst  der  Herausgabe  der  Jahrbücher  auch  noch  an  rinderen 
bierarischen    Arbeilen   zu   betheiligen.      Die  grosse  Vervollkowm- 
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mwg  der  optischen  Instrumente,  namentlich  Her  Fernrohre,  «reich« 
insbesondere  durch  da«  Genie  Fraunhofer 's  in  dem  erst«* 
Viertel  unseres  Jahrhunderts  erreicht  ward,  so  nie  die  Feststel- 
lung ihrer  Theorie  durch  Harschet,  Yonng,  Littrowu.A. 
lenkten  die  Aufmerksamkeit  Prech  tl's  auf  diesen  so  anziehenden 
Theil  der  Physik.  Ausser  verschiedenen  Aufsätzen  über  einzeln» 
Thsile  der  Optik  veröffentlichte  er  im  Jahre  1828  seine  „praktisch« 
Uioptrik'-  (Wien,  bei  Hcubner,  1826),  durch  »eiche  er  den  Künst- 
lern und  Liebhabern,  die  sich  mit  der  Verfertigung  astronomischer 
Fernrohre  befassen,  einen  Leitfaden  in  die  Hand  geben  wotltei 
der  sie  in  den  Stand  setzen  sollt«  „diese  optischen  Instrumente 
mit  jenem  Grade  der  Vollendung  herzustellen,  die  sie  nach  dem 
heutigen  Zustande  der  Wissenschaft  und  Kunst  erreichen  können." 
Diesen  Zweck  hatte  Prechtl  auch  erreicht,  denn  es  fehlte  gerade 
damals  an  einem  ähnlichen  Werbe.  Dieses  Buch  fand  daher 
schnell  eine  grosse  Verbreitung  und  hat  gewiss  zu  dem  Auf- 
schwünge beigetragen,  den  die  praktische  Optik  in  Wien  na 
und  zur  Erlangung  des  hohen  Ranges,  den  sie  noch  gegenwärtig 
behauptet.  Dasselbe  darf  jedoch  nicht  für  eine  blosse  Zusammen- 
stellung de*  bekannten  gehalten  werden;  Prechtl  hat  vielmehr 
in  diesem  Werke  über  mehrere  Punkte  ganz  neue  Aufschlug*« 
gegeben,  so  dass  es  als  ein  Quellenwerk  erscheint  und  als  solchei 
auch  häufig  benutzt  wird.  Als  Beweis  hiefiir  kann  unter  andern 
dienen,  dass  Prechtl  darin  zuerst  durch  genaue  Messungen  der 
Kraunhofer'scben  Linsen  bei  Fernrohren  zeigte,  dass  dieser 
grosse  Optiker  die  HerscheJ'schen  Formeln  der  Berechnung  der 
Krümmungshalbmesser  seiner  Glaser  zu  Grunde  legte,  was  eine 
iiir  die  Praxis  wichtige  Thatsache  ist. 

Wie  umfassend  und  tief  eingehend  sich  Prechtl  mit  der  suc- 
ressiren  Entwicklung  der  Naturwissenschaften,  namentlich  in  in- 
dustrieller Beziehung  beschäftigte,  geht  unter  andern  auch  daraus 
hervor,  dass  er  sich  nicht  begnügte  alles  zu  sammeln,  was  die 
reiche  Literatur  Frankreichs,  Englands,  Deutschlands.  Italiens  und 
der  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  ihm  darbot;  sein  Blick 
wandte  sich  auch  dem  so  viele  Geheimnisse  bergenden  Asien  zu, 
und  da  war  es  das  älteste  Culturvolk  der  Welt,  die,  wie  ei 
sagte,  eo  sehr  verkannten  und  mit  Unrecht  oft  so  miss  achteten 
Chinesen,  die  besonders  seine  Aufmerksamkeit  auf  sich  zogen. 
Um  mit  eigenen  Augen  zu  sehen,  und  sich  ein  selbständiges  Urlheil 
zu  bilden,  scheute  er  die  Mühe  nicht,  sich  mit  der  chinesische« 
Sprache  und  Literatur  vertraut  xu  machen.  Er  betrieb  diese« 
Studium  seit  dem  Jahre  1830  mit  Eifer,  und  die  reiche  Sammlung 
chinesischer  Werke,   so  wie  die   von   »einer  Hand  geschriebenen 
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zahlreichen  Notaren,  welche  er  hinter  liens,  zeigen  deutlich, 
und  lull  »elcher  Vorliebe  er  auf  diesen  Gegenstand  einging.  Er 
verfolgte  dabei  den  Zweck  (worüber  er  sich  oft  gegen  den  Ver- 
fasser dieser  Skizze  aussprach),  die  Geschichte  der  Erfindungen 
in  China  zu  bearbeiten  und  es  ist  sehr  zu  beklagen,  dass  er  diesen 
Plan  nicht  durchfuhren  konnte.  Ein  wichtiger  Beitrag  für  die  so 
inerkw  ßrdigen  und  noch  so  wenig  gekannten  Gesetze,  nach  wel- 
chen sich  die  Culturverhältuisse  des  Menschengeschlechtes  ge- 
stalten, unterbleibt  dadurch  vielleicht  für  noch  lange  Zeit,  denn 
wann  wird  sich  wieder  die  Kenntnis«  einer  noch  so  selten  betrie- 
benen Spruche  mit  gründlicher  naturwissenschaftlicher  Bildung 
bei  einem  Manne  in  einem  solchen  Grade  zusammenlinden,  wie 
dies  bei  Prechtl  der  Fall  war  und  wie  es  auch,  selbst  nur  zur 
annähernden  Losung  einer  solchen  Aufgabe  notbwendig  i>l.  Als 
•chüner  Beweis  für  seine  Bescheidenheit  kann  angeführt  werden, 
dass  manche,  selbst  mit  Prechtl  befreundete  Männer,  von  diesen 
seinen  aus sergewühn liehen  Studien  keine  Ahnung  hatten.  Mit 
dem  halben  Wissen  Prechtl 's  in  diesem  fache  hätte  mancher 
■ich  zum  Sprachforscher  gestempelt.  Prechtl  schwieg  davon, 
da  er  noch  kein  ihm  hinreichend  wichtig  erscheinendes  KesulUt 
aufzuweisen  hatte. 

Im  Jahre  1829  fasstc  Pr  ec  h  II,  angeregt  durch  Freih.  v.  Cotta 
und  gelrieben  von  dem  patriotischen  Streben,  die  vaterländische 
Industrie  nach  Kräften  zw  ionlern,  den  Entschluss,  „eine  techno- 
logische Encyklopädie  zum  Gebrauche  für  Caineralisten,  Oekono- 
men,  Künstler,  Fabrikanten  und  Geweibstrcibende  jeder  Art" 
herauszugeben. 

In  der  Tbat  erschien  der  erste  Band  dieses  schätzbaren,  ja 
in  seiner  Art  einzig  dastehenden  Werkes  schon  im  Jahre  1830 
(Stuttgart,  im  Verlage  der  J.  G.  Cotta'schen  Buchhandlung;  Wien, 
bei  C.  Gerold,  in  dessen  Buchdruckern  der  Druck  besorgt  wurde). 
Prechtl  war  ein  zu  gründlicher  Kenner  aller  technischen  Zweige 
der  Naturwissenschaften,  als  dass  er  sich   hätte  die  Schwierigkei- 

eiues  solchen  Unternehmens  verhehlen  können,  dennoch  aber 
unterschätzte  er  dieselben;  für  das  erstere  spricht  der  Umstand, 
i  er  sich  gleich  anfangs  die  beiden  ausgezeichneten  Technolo- 
gen AltmÜtter  und  Kar  marsch  als  ständige  Mitarbeiter  beige- 
sellte, für  das  letztere,  dass  er  den  Umfang  des  Werkes  auf  10 
bis  12  Bände  festsetzte,  während  bereits  19  erschienen  sind.  Wer 
konnte  auch  im  Jahre  1Ü30  die  so  überaus  raschen  Fortschritte 
der  Naturwissenschaften  ermessen.  Die  Zeit  umfassender  Ency- 
klopädien  für  ganze  Gruppen  von  Wissenschaften  ist  vorüber,  man 
kann   nur   mehr   Wörterbücher    für   einzelne  Fächer  schreiben  und 
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selbst  diese  bieten,  nie  alle  neueren  L'nterneh  mannen  dieser  Art 
»eisen,  grosse  Schwierigkeiten  dar.  Wie  Prechtl  allein,  wa«  er 
angriff,  eine  nette  Seile  abzugewinnen  wusste,  so  auch  hier.  Seine 
Kncyklopädie  unterscheidet  sich  nämlich  von  allen  früheren  Werken 
dieser  Ar!  dadurch,  dass  sie  nicht  nach  Schlagwö 
dein  nachSachen  nl[ihahctisch  »eordnet  ist,  ivas  viele  Wiederho- 
lungen vermied  und  eine  grosse  Vereinfachung  erlaubte.  Die  Haupt- 
tendenz des  Werkes  ist  zwar,  nie  das  Leben  Prechtl's  selbst, 
eine  praktische,  aber  mit  streng  wissenschaftlicher  Begründung 
Dass  übrigens  Prechll  diesem  Werke  nicht  bloss  seinen  Namen 
lieh,  sondern  selbst  daran  auf's  Tbhtigste  mitarbeitete,  sieht  n 
aus  der  grossen  Anzahl  der  Artikel,  die  von  ihm  verfasst  »Ina. 
und  deren  Anzahl  in  den  vorliegenden  19  Banden  nicht  weniger 
als  90  beträgt.  Darunter  sind  mehrere  von  bedeutendem  Umfange, 
wie  über  „Gasheleucht.mg"  (Bd.  Fi,  1888)  7  Bogen  stark,  „Heizung* 
(Bd.  7,  183ti)  6  Bogen,  „Leder"  (Bil.9,  1838)  fasst7  Bogen,  „Man* 
kunst"  (Bd.  10,  1840)  3  Bogen  u.  ■.  I'. 

In  der     That    nahmen    auch     diese    Arbeilen   alle    freie    Zeit 
Prechtl's  in  Anspruch,  welche  ihm  die  mit  der  Ausdehnut 

Instituts  rasch  wachsenden   Geschäfte  übrig  Hessen.     Er 

sich  daher  seit  dem  Jahre  1830  nicht  mehr  mit  eigenen  Forschun- 
gen und  die  nach  dieser  Periode  erschienenen  Jahrbücher  enthal- 
ten keine  Mittbeilungen  dieser  Art  von  ihm,  mit  Ausnahme  des 
oben  erwähnten  kurzen  Aufsatzes  im  letzten  Bande  derselben. 
mit  den  speciellcn  Arbeiten  zur  Vollendung  seines  Werkes  über 
den  Flug  der  Vögel  beschäftigte  er  sich  noch  bis  zum  Jahre  ISiC 

Die  Gewissenhaftigkeit,  mit  der  Prechtl  die  hinsichtlich  der 
Enzyklopädie  übernommenen  Verpflichtungen  zu  erfüllen  suchte, 
so  wie  sein  vorgerücktes  Alter  sind  der  Grund,  dass  die  Akademie 
«ich  keiner  grosseren  Mittheilung  von  ihm  zu  erfreuen  hatte.  Die 
Jahre  der  Kraft  und  der  literarischen  Wirksamkeit  Prechtl* 
waren  vorüber  als  unsere  Akademie  ins  Leben  trat,  er  e 
derselben  mehr  als  Ehrenmitglied,  denn  als  wirkli« 
Seine  früheren  Origitmlarbeitcn  waren  Zierden  der  Schriften  jeder 

lemie  gewesen. 
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ehnung  des 
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Prechtl's  Gesundheit  war  schon  im  Jahre  ]647  angegriffen, 
verliess  von  dieser  Zeit  an  den  Winter  hindurch  seine  Woh- 
nung nur  selten  und  fühlte  bald  nicht  mehr  die  Kraft  in  si 
seinem  schwierigen  Amte  in  der  Weise  vorzustehen,  wie  er 
dem  Staate  und  sich  selbst  schuldig  zu  sein  glaubte.  Er  sucht* 
daher  im  Jahre  1849  um  seine  Peusionirung  an,  die  ihm  mit  Fr- 
l*M  vom  11.  Juli  1849  gewahrt  wurde 
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8e.  k.  k.  Apost.  Majestät  geruhten  Prechtl  bei  dieser  Gele- 
genheit in  gerechter  Anerkennung  seiner  Verdiensie  um  „.Staat 
und  Wissenschaft"  das  Ritterkreuz  des  österr.  kais.  Leopoldnrdens 
i  verleihen,  worauf  dessen  Erhebung  in  den  üsterr.  Ritterstand, 
den  Statuten  dieses  hohen  Ordens  gemäss,  erfolgte.  Die  Stadt 
Wien  hatte  ihm  in  Anbetracht  seiner  mannigfachen  mit  Erfolg  ge- 
krönten Bemühungen  um  das  Gemeinde  wegen  im  Jahre  18-17  das 
Ehrenbürgerrecht  ertheilt.  Der  Akademie  gehörte  er  seit  ihrer 
Gründung  als  wirkliches  Mitglied  an  '). 

Die  letzten  fünf  Jahre  seines  thätigcn  Lebens  verlebte  Preefctl 
ruhig  und  heiter  im  Kreise  seiner  Familie"),  immer  noch  geistig 
beschäftigt,  bis  ihn  der  Tod  am  24.  October  1851  ereilte.  Es 
war  ihm  nuch  vergönnt,  die  technische  Encyklupäriie  wenigstens 
im  Manuscripte  zu  vollenden,  der  20.  Band  derselben,  zugleich 
der  letzte,  befindet  sich  unter  der  Presse  und  wird  nächstens  er- 
scheinen. 

Wirft  man  nun  den  Blick  zurück  auf  das  Leben  und  Wirken 
Prechtl'«,  sn  kann  man  nicht  umhin,  zuzugestehen,  dass  er  ein 
Charakter  von  seltener  Consequenz  und  Reinheit  war;  die  Ansich- 
ten, welche  er  als  junger  Mann  von  26  Jahren  in  seiner  ersten 
literarischen  Arbeit,  der  nben  erwähnten  Schrift  über  die  Fehler 
der  Erziehung,  mit  Freimut higkeit  und  Wärme  aussprach,  sehen 
wir  ihn  50  Jahre  später  noch  vertheidigen  und  befolgen,  nie  denn 
überhaupt  in  diesem  Buche  die  ganze  Richtung  seines  späteren 
Lebens  gewissermaßen  vorhergezeichnet  ist.  Sein  Geist  war 
vorzugsweise  ein  ordnender,  herichtigender.  nach  Gründlichkeit 
strebender,  eine  ruhige,  natürliche  Entwicklung  in  jeder  Richtung 
fordernder;  hieraus  erklaren  sich  mamhe  Eigentümlichkeiten, 
vielleicht  auch  manche  Irrthümer  seines  Lebens. 

Bei  einem  Manne,  dessen  Wirksamkeit  nicht  die  eines  Ge- 
lehrten allein  war,  bei  dem  vielmehr  der  Gelehrte  sehr  oft  dem 
Beamten  weichen  musste,  ist  der  Einfluss  der  Gestaltung  seiner 
Zeit,  der  persönlichen  Eigenschaften  der  Männer,  mit  denen  er 
in  Wechselwirkung  stand,  auf  seine  geistige  Richtung  und  Ent- 
wickelung weit  grösser,  als  bei  jenen  Glücklichen,  denen  es  ver- 
gönnt ist,  sich  dem  Forscbungatriebe  ihres  Geistes  ungestört  und 
unbeirrt  hinzugeben.  Prechtl  hat  einen  nicht  unbedeutenden 
Theil  seiner  staunenswerten  Arbeitskraft  zur  Uebeniinduug  vwn 
Widerständen  verbraucht,  dennoch  wurde  er  mit  Gerstner  tlw 
Begründer  der  jetzigen  technischen  Bildungsnnstalten  in  Oester- 
reich.  Die  Verhältnisse  und  Umstände,  unter  welchen  (lies  ge- 
schah, näher  zu  beleuchten,  wird  die  Aufgabe  desjenigen  sein,  dt* 


üehreiter-     tnhmrt  Josrph  Prerhtl. 


die  €oltur»*Bchichte  unseres  Vaterlandes  In  einer  späteren  Periode 
kh  schildern  unternimmt. 


1)  Da*  v  n  IM  am!  ige  Verzeichnis*  der  Titel  und  anderweitigen  An*- 
leichnungen  Prech  1 I '»  Inulct  wie  folgt:  Frech  tl,  Johann  Joseph 
Kitter  von,  Hitler  de*  kni.crl.  ü«lerr,  Leopoldnrden*,  k.  k.  Regierung. rath. 
emeritirter  Dircetor  de*  V.  k.  [lulj  technischen  lnitilutes;  Ehrenmitglied 
des  Industrie-  und  Gewerbe  verein  es  in  inner-Oe«lerreich,  der  k.  k.  Ge- 
■cllichnft  der  Aerzte  zu  Wien,  der  Akademie  des  Ackerbaues  und  der 
lvnii.tr  eu  Veronn,  de*  Vereine*  zur  Beförderung  de*  Gewerlisfleisae* 
Preusarn,  der  ökonomischen  Geiefliehnft  im  Königreiche  Sachten,  ■ 
märkisch-ökonomischen  Gesellschaft  U  Potsdam,  der  allgemeinen  sehwi 
■eriaclien  Gesellschaft  für  die  Naturwiaaenachaften .  de*  Apotheker-Ver- 
eine* im  Grosahrrzngthum  finden ,  der  schlesitcheu  GcaelUchnft  für 
vaterländische  Cultur.  der  Gesellschaft  zur  Vervollkommnung  der  hünste 
und  Gewerbe  zu  Würibnrg.  de*  kön.  polytechnischen  Vereine*  in  Baii 
de*  groisherxoglich- hessischen  Gewerbavcrcinea  zu  Darmstndt,  de*  Ge- 
werbsvereine* für  das  Königreich  Hannover,  des  Gc  wer  Innere  inet  in  Li 
dea  Apotheker- Vereine»  im  nördlichen  Dent«chlnnd ;  Mitglied  der  k.  k. 
Lanriwirlhschafls- Gesellschaften  zu  Wien,  Graft.  LkühkIi  und  Brunn 
der  Gesellschaften  für  Nnturwjs.ro*.  htiften  und  Heilkunde  zu  Heidelberg 
und  Zu  Dretden,  der  Gesellschaft  zur  Beförderung  der  geaaromten 
tiirwiasensr  haften  zu  Marburg,  dea  landwirtschaftlichen  Vereine« 
Groasherzngthutn  Baden,  dea  Vereine«  xnr  Ermunterung  de«  Gewerba- 
geiites  in  Böhmen;  corre*t>nndirendra  Mitglied  der  k.  k,  Institute  der 
Wissenschaften  und  Künste  zu  Mailand  und  Venedig,  der  kön.  baieriachea 
Akademie  der  Wissenschaften .  dea  Natinnal-Inalitute*  zur  Beförderung 
der  Wisienschaiten  zu  Washington,  der  Gesellschaft  zur  Beförderung 
der  nützlichen  Künste  nnd  ihrer  Hilfswitsenicbaflen  tu  Frankfurt  a.  M., 
der  polytechnischen  Gesellschaft  zu  Paria;  hhrenbürger  der  k.  k.  Hnupt- 
und  Residenzstadt  Wien. 

2)  Prechtl's  Gattin  starb  schon  im  Jahre  1837  und  er  verlor  durch 
dleaen  härtesten  Schlag  dos  Schicksals  eine  Leben igefährtin,  die  eben 
sn  ausgezeichnet  war  durch  Ceiat  und  Bildung,  als  durch  einen  edlen 
Charakter.  Aus  dieser  Lbe  stammten  9  Kinder,  nämlich  5  Sohne  nnd 
4  Töchter.  Der  älteste  Sohn,  Rudolf,  Reimern  30.  JSnner  182t,  i 
gegenwärtig  im  k.  k.  Finanzministerium  als  Cnncipitt  Angestellt.  Der 
aweiigebnrno,  Moritz,  13.  September  1834  geboren,  ein  hofTnnngsvnller 
Jüngling,  dem  Raago  nach  der  Krale  in  der  fünften  Claase  der  b.  It.  la- 
ganieur-Akademie,  wurde  dem  Vater  tu  einem  Aller  voa  IT  Jahren  a 
II.  Juni  1841  durch  ein  Scharlach  fieber  entrissen.  Die  älteste  Tochter, 
Marl«,  ist  gegenwärtig  an  den  Pmfe.snr  der  Xnliirpr.r-Iiirhtr  Hr.  Frai 
Lnnza  am  k.  k.  Gymnasinm  eii  Spnlato  verehelicht.  Die  zweite  Tochter. 
Caroline,  gehören  26.  März  10)«],  starb  am  9.  Mai  1864  als  Witlwe 
dea   k.  L.  Herrn    Oherfinaniratrnle    Dr.    Ludwig  August    Krause 
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drUtgeborae,,  Aqgnste,  ist  Mit  1840  Gattin  4«»  Professors  am  fc.  k. 
polytechnischen  Institute  und  Pr&se*  der  Directloa  der  k.  k.  priv.  Kaiser- 
Verdiaeads-Nordbahn ,  Herrn  Joseph  Stummer.  Die  vierte  Tochter, 
Erailie,  geboren  9.  NoTeraber  1818,  das  treue  Abbild  ihrer  Mutter,  aus- 
abstattet  mit  einem  seltenen  Talente  für  Malerei ,  starb  im  22.  Jahre 
ihm  Altera  am  20. 8#pt  1848.   Drei  Knaben  sind  in  der  Kindheit  rerstorhen. 

(Das  vollständige,  nenn  Seiten  füllende  Verzeichnis!  der  sammtlichen 
Schriften  Prechtl's  rauss  man  in  der  sehr  Terdienstl Sehen  Schrift  des 
Herrn  Profesaar  Schrötter  selbst  nachsehen.  G.) 


Zur  Capitalien  -  und  Rentenversicherung. 

Von 

Herrn  Franz  Unf erdinger, 

l.ebonsTersicheriings-Calculator  der  k.  k.  p.  Astende  Aseicnmtrice 

an  Triest. 


Der  Berechner  einer  Sammlung  von  Prämientarifen,  för  die 
verschiedenen  gangbaren  Versicherungsarten  auf  daa  Leben  und 
Abaterben  der  Menschen,  bedient  aicb  bekanntlich  einer  Reihe 
▼on  Hilfsgrössen,  die,  spaltenweise  auseinander  abgeleitet»  die 
Elemente  bilden,  aus  deren  Zusammensetzung  schliesslich  die 
Prämien  selbst  entstehen.  Von  der  Mortalitätstafel  ausgehend, 
rechnet  er  xuerst  die  discontirten  Zahlen,  die  Summen  der  dis- 
cewtirten  Zahlen,  and  wieder  die  Summen  dieser  letzten.  Die 
einem  bestimmten  Versicherungsverträge  entsprechende  allgemeine 
Fermel  dient  dann  nur  als  Weisung,  mit  dem  Alter  ab  Argument, 
Um  enfrespeaidireodeii  Hilfssabien  aus  den  Spalten  zu  entnehmen. 

|st  Am  die  dem  Alter  m  entsprechende  Zahl  der  Mortali- 
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Erlegt  nun  z.B.  ein  mjfihriges  Individuum  sogleich  die  Strome 
a  and  durch  a  Jahre  zu  Anfang  jedes  Jahres  die  Prämie  ß,  um 
bei  seinem  Ableben,  wenn  dasselbe  in  den,  auf  die  fr  ersten  Jahre 
folgenden  c  Jahren  erfolgt,  das  Capital  y  zu  hinterlassen ;  so  ist 
der  Zusammenhang  der  Grossen  m,  o,  b,  c,  a,  ß,  y  durch  die 
Gleichung  gegeben: 

(1)       «  +  j£.(Em-Em+a) 

Für  m  =  30,  a=6  =  10,  c=20  zeigen  Tetens's  Tafeln: 

An  =  135.30,  1S*=2177.06,  iBm+a=1102.77 =£„+*, 
jB„i+*+i=1024.87,  £«,+»+«=186.60,   £m+*+t+i  =166.54; 

hieraus  findet  man  nach  (1)  für 

.0  =  0,  y  =  100:    «=16.70 

und  für 

«  =  0,  y  =  100:    0=2.104; 

Ar  diese  einmalige  Einlage  «oder  jene  durch  10  Jahre,  zu  An- 
fang  des  Jaljjres  zu  entrichtendePrämie  /?,«  erhAlt  Am  nach  seinem 
Ableben  das  Capital  100,  wenn  er.  die  nächstfolgenden  10  Jahre 
überlebt  und  in  den  darauf  folgenden  20  Jahren  stirbt. .  Zahlt  Am 
Einlage  und  Prämie,  so  ist  das  Capital  gleich  200. 

*  * 

Will  ein  mjähriger,  im  Falle  er  im  Laufe  der  nächsten  n  Jahre 
stirbt,  das  Capital 

y$    2y,    3y,  ...foderny 

beziehen,  jenachdem  dessen  Ableben  im  Laufe  des 

1.    2.    3 oder  nten 

Jahres,  erfolgt,  so  kann  die  einmalige  Einlage  auf  folgende  Art 
bestimmt  werden: 


•)  8.  J.  J.  Liftrow  „Ueber  Lebensrersicheraiigen  and  «a- 
4«re  Versorgangfsanstalten*4,  Wiea,  1832.  tlo  die  WiederHolvng 
Ton  Entwicklungen,  welche  allenthalben  in  Werken  nber  Lebensversicherung 
mrlcomnien ,  xu  vermeiden  and  das  Verständnis  des  Inhalte  dieser  Abband- 
taug  aach  denjenigen  möglich  tu  machen,  .welcjie  »war  mit  4erll«äi«nia$k, 


t    .„     .-     ..•    x     — 
.VI  Lf    V.^  i 
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Von  Am  Versicherten  sterben  im  Laufe  des  orten  Jahres 

Am+s—l  — -  Am+X  , 

am  Ende  des  .arten  Jahres  hat  also  die  Casse  die  Ausgabe 

,  *  * 

diese  auf  den  Anfang  der  Versicherung  diseonfirt  and  auf  alls) 
Am  Mitglieder  gleichförmig  vertheilt,  gibt: 

■ 

als  Antheil  des  Einzelnen,  am  gegenwärtigen  Werth,  der  am 
Ende  des  orten  Jahres  zu  leistenden  Zahlungen*  .  Setzt  man  in 
diesem  Ausdruck  der  Reihe  nach  #  =  1,  2,  3»*..»*  und  a<fdirt, 
so. ist  die  Summe  offenbar  gleich  dem  GesammtantheU  des  Ein- 
zelnen am  reducirten  Werth  aller  Zahlungen  der  Casse  der  (Je- 
sellschaft;  also  gleich  der  einmaligen  Einlage:' :  "'''  ' 


:-;.;: 


Die  angedeuteten  Summen  lassen  sich   leicht  durch   die  mit 
£  und  E'  bezeichneten  Hilfsgrossen  ersetzen:    in  der  That  ist 

und 

|4n-l  1 

diese  Werthe  substituirt.    —= —    durch    — sr-  ersetzt  und  die  ho- 

Am  r.Dm 

mologen.  Glieder  zusammengefasst,  gibt  die  Formel: 

T%MJm 
^LN    m  m+l'       *     m-f»  m-fit-fl'  ^    m-f*  m-f  n+*  J 

♦  Soll  diese  bedingte  Capital- Versicherung  statt  mit  einer  ein- 
maligen Einlage  <*,  mit  einer t  anfangs  jedes  Jahres  zu  entrechten- 
den Prämie  /3  erreicht  werden,  so  ist  bekanntlich:  .  ,. 


nicht  aber  mit  diesem  so  nützlichen  Zweige  ihrer  Anwendung  VertMfat'lfflra, 
ist  es  RQthwendig,  gleich  Eingangs  ahf  diese  Schrift  an  yeiireiseHf  IrtiMte 
alfes  erf&alt,  träft' Wir 'in  den  folgenden  Rechnungen  bedürfen/     i    •  i  > 
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oder  substituirt : 


ß  = 


o.A 


Em  —  Em+n 


(3) 


-r.E 


Wenn  y=100,  m  =  30,  n  =  20,  so  Ist: 

100 
«  =  f-gi7j^35-  [1092.25-324.36—  20.23.98]  =  204.81, 

204.81.136.35 


) 


/»  = 


1679.11 


=  16.509- 


Die  Bestandteile  der  Formeln  (2)  und  (3)  werden  ans  der 
HUfstafel  1  entnommen.  Die  folgende  kleine  Tafel  gibt  solcher 
Beispiele  mehr. 

Tafel    A. 


n  =  5 


n  =  20 


66.26 
19.34 


10 

9.96 

20 

13.25 

30 

17.77 

40 

24.30 

50 

39.00 

60 

60.96 

70 

96.13 

4.33 
2.19 
2.92 
3.94 
5.45 
8.94 
14.38 
25.02 


105.3 
113.3 
156.1 
204.8 
282.6 
398.2 
492.2 
486.5 


15.02 
8.25 
8.59 
12.13 
16.51 
24.03 
37.55 
55.12 
70.40 


Bei  allen  Versichernngsarten ,  welche  von  dem  Ableben  des 
Versichernden  in  einer  bestimmten  Zeitperiode  abhangen, 
kann  die  Bedingung  festgesetst' werden ,  dass,  im  Falle  das  ent- 
gegengesetzte Ereigniss  statt  findet,  die  eingezahlten  Be- 
trage wieder  zurückgegeben  werden  und  im  Folgenden 
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•oll  nun,  unter  Anwendung  der  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  an 
einigen  der  Versicherungs  -  Praxis  entnommenen  Aufgaben,  die 
allgemeine  Methode  zur  Aufstellung  der  entsprechenden  Formeln 
erläutert  werden. 


Aufgabe    1. 

Am  macht  die  Einlage  a  und  will  dafür  nach  seinem  Ableben» 
wenn  dasselbe  im  Laufe  der  nächstfolgenden  n  Jahre  erfolgt,  sei* 
oen  Erben  das  Capital  y  hinterlassen.  Wenn  jedoch  Am  diese 
Zeit  überlebt,  so  soll  ihm  die  Einlage  a  einfach  wieder  zurück- 
gegeben werden.  Es  soll  die  Bedingungsgleichung  zwischen  m, 
et,  n  und  y  aufgestellt  werden. 

i 

Auflösung. 

Zerlegen  wir  diesen  Vertrag  in  zwei  Theile,  so  haben  wir 
erstens  die  Versicherung  des  Capitata  y  auf  Todesfall  innerhalb 
ii  Jahren,  die  entsprechende  Einlage  heisse  x\  zweitens  die  Ver- 
sicherung des  Capital«  a  auf  Lebensfall  am  Ende  des  nten  Jahres» 
die  zugehörige  Einlage  heisse  y. 

x  findet  man  aus  der  Gleichung  (1)  wenn  0=0,  6  =  0  und 
c  =  n  gesetzt  wird: 

y  y 

(4)    *  =  ^T[fc'  [(Ai— r.Em+O-iEm+n—r.Em+n+ifl^jr-fe.M* 

der  Kürze  wegen. 

Von  Am  Versicherten  leben  noch  am  Ende  des  nten  Jahres 
Am\m  and  diese  erhalten  das  Capital  «,  dessen  heutiger  Werth 

-ist. 

a     Am+n  Dm+% 

^•"ÄT=a  "KT 

bezeichnet  also  den  gegenwärtigen  Werth  des  Antheils  eines  Ein- 
zelnen an  den  Ausgaben  der  Casse  für  Am+*  Ueberlebende,  und 
ist  demnach  gleich  der  Einlage  y: 

Nun  folgt  aber  aus  der  Diction  unseres  Vertrages,  dass  das 
im  zweiten  Falle  versicherte  Capital  a  gleich  der  Gesammtein- 
lage  #+y  sei: 
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Substituiren  wir  io  diese  Gleichung  die  Wertlie,  fär  x  und  y  aus 
(4)  und  (5),   so  ist 


T  .Um 


di©  gesuchte  BedingungsgleichuDg  ist  also; 

* 

\   {Em — T .  .Em+l)  —  (£■»+» — f .  Em+m+l) 

r*  Dm-Dm+n 


.st, 


■O) 


Für  ro  =  30,   n  =  20,   y=100  hat  man  oach  Hilfstafel  1: 

100    63.68— 23.98 


a  = 


1.04 
100 


93.14 


=  30.66, 


*=ran^-£63<68-23-983=211* 


und  sor  Controlle 


42.21 


y  =  30.66.j^^  =  9. 56=30.66-21. 10. 
Auf  diese  Art  wurde  die  folgende  kleine  Tafel  gerechnet. 


Tafel    1. 


.-  ■  ' 

n  = 

5 

• 

n  = 

20. 

m 

X 

y. 

a 

100* 

X 

X 

9 

et 

100.* 

X 

0 

39.38 

35.75 

75.13 

91 

45.11 

13.03  1  68.14 

29 

5 

7.31 

22.54 

29.85 

309 

14.18 

8:24 

22.42 

68 

•10 

3.53 

43.23 

16.76 

375 

11.61 

7.01 

18.62 

60 

20 

4.54 

16.08 

20.62 

354 

15.74 

8.39 

24.13 

63 

30 

6.08 

19.88 

25.96 

327 

21.10 

9.56 

30.66 

45 

40 

8.33 

24.36 

32.69 

292 

29.02 

9.99 

39.01 

34 

50 

13.35 

30.94 

44.29 

232 

42.16 

8.66 

60.82 

21 

60 

20.76 

36.02 

66.78 

174 

58.09 

5.10 

63.19 

• 

o  ,., 

70 

34.37 

35.24 

69.61 

103 

71.01 

1.83 

72.64 

2.6 
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Aufgabe    2. 

Am  erlegt  zu  Anfang  eines  jeden  Jahres  die  Prämie  ß,  um 
nach  seinem  Ableben,  wenn  dasselbe  innerhalb  der  nächstfol- 
genden n  Jahre  erfolgt,  das  Capital  y  zu  hinterlassen;  überlebt 
jedoch  Am  diese  Zeit,  so  sollen  ihm  am  Ende  des  nten  Jahres 
die  n  eingezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet  werden.  Es 
soll  ß  als  Function  von  //*,  n  und  y  dargestellt  werden. 

Auflosung.  ••'.Vi.- 

Wird  auch  dieser  Vertrag  in  zwei  gleichzeitig  bestehende 
Versicherungen  zerlegt)  so  lautet  die  eine  auf  das  Capital  y,  zahl- 
bar im  Todesfalle  innerhalb  n  Jahren,,  die  jährliche  jPrämie 
hierfür  sei  x;  die  andere  lautet  auf  das.  Capital  nß,  zahlbar  im 
Lebensfalle  am  En4e  des  nten  Jahres,  die  entsprechende  jährliche 
Prämie  sei  y. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  a  =  0,  6  =  0,  c~n,  so  er« 
hält  man 

/ftx       _       1/    (&■  —  r .  Em+l)  —  (Em+n  —  V .  Em+n+l)        f    „ 

( ö;      X  =  -  • : r f =  -  .  XV 

v  r  bm—Em+n  r 

zur  Abkürzung. 

Würde  die  Versicherung  des  Capitals  nß  durch  eine  einma- 
lige Einlage  gemacht,  so  wäre  diese,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 
gezeigt  wurde, 

um  diese  in  eine  njährige,   anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende 
Prämie  y  tu  verwandeln,  muss  sie  durch  den.  Ausdruck  .. 

.  ~  Em  -•  Em+n 

{J)  —D^ 

dividirt  werden;  also  ist 


Berücksichtiget  man   auch    hier  wieder  die  aus  der  Natur  des 
Vertrages  entspringende  Gleichung: 

(10)  *+y*=0. 
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00  hat  man  zur  Bestimmung  von  ß  folgende  Rechnung:    (8)  und 
(9)  addirt  gibt 


oder 


r*  Em — Eim+n 

4 

£.(£»—  Em+n  —  tt.D.^»)  =  *.2V.  (Em—Em+m), 


mithin 


Ol)       ß  -  y.  (£»-r>E-+i)-(E~**-r-E»*+>i 
{U)       P~r  Em-Em^-n.Dm^ 

Ist  m  =  30,  »=20,  7  =  100,   ao  wird 

100   53.68—23.98 


*= 


1.04'      1679.11 


=  1.701. 


P  =  i~75I 


und 


53.68—23.98 
1.04  1679. 11 -20.42.-21 


42.21 


=3.420 


y  =  20.3.420.  j^-f  =  1.719=3.420— 1.701 


Zar    vergleichenden  Cebersicht   folgen   in   Tafel  2.    solcher 
Beispiele  mehr. 

Tafel    2. 


n= 

=5 

| 

1 

n  = 

:20 

m 

X 

9 

ß 

ioo.£ 

X 

.- 

y 

ß 

100.* 

X 

0 

11.621 

27.402 

39.023 

236 

5.342 

6.041 

11.383 

113 

5 

1.636 

8.967 

10.603 

548 

1.111 

1.508 

2.619 

136 

10 

0.775 

5.022 

5.797 

648 

0.880 

1.171 

2.051 

133 

20 

0.999 

6.098 

7.097 

610 

1.223 

1.438 

2.661 

118 

30 

1.349 

7.602 

8.951 

564 

1.701 

1.719 

3.420 

101 

40 

1.864 

9.409 

11.273 

505 

2.466 

1.905 

4371 

77 

50 

3.059 

12.285 

15.344 

402 

3.976 

1.881 

5.857 

47 

60 

4.895 

14.511 19.406 

296 

6.506 

1.434 

7.940 

22 

70 

8.759 

15.929 

24.688 

1 

182 

10.273 

0.803 

11.076 

7.8 
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Aufgabe    3, 

Am  zahlt  ein  Ar  alle  Mal  die  Summe  a  and  will  bei  seinem 
Ableben  das  Capital  y  hinterlassen ,  «renn  er  die  nächstfolgenden 
n  Jahre  Oberlebt.  Stirbt  Am  innerhalb  dieser  Zeit,  so  soll  die 
Einlage  a  wieder  zurückgegeben  werden.  Welcher  Zusammenhang 
besteht  zwischen  m,  a,  y  und  n? 

Auflösung. 

Der  erste  Theil  der  Versicherung  lautet  auf  die  Summe  y, 
zahlbar  nach  Ableben  des  Am,  wenn  dasselbe  nach  dem  fjjnde 
des  nten  Jahres  erfolgt,  und  die  entsprechende  Einlage  x  ergibt 
sich  aus  der  Gleichung  (1),  wenn  0=0,  6==n  und  c=  der  Zeit 
des  Ausgestorbenseins  gesetzt  wird,  so  dass  ^»>fe  =  0,  also  auch  , 
/)»*+©  =0,  Em+c=0,  £m+e-fi  =  0,  also  Alle,  welche  die  n 
ersten  Jahre  überleben,    das  Capital  y  erbalten: 

(12)  *=ffc-lEm^-r.Emwü  =  ffo.P. 

Der  zweite  Theil  entspricht  einer  Capital- Versicherung  o,  zahl- 
bar nach.  Ableben,  wenn  dasselbe  innerhalb  der  nächsten  n  Jahre 
erfolgt  und  die  Einlage  y  gibt  die  Formel  (4),  wenn  a  an  die 
Stelle  von  y  gesetzt  wird: 

(13)  y  =  -^.[(Em-r.Em+i)--(Em+>--r.Em+m+i)] 

r.  Um 
da  auch  die  Gleichung  gut: 

(6)  #  *+y=«# 

so  erhält  man  nach  Addition  von  (12)  und  (13): 

r 

a=-S5-.Ä+-£s-.P,    *.r.Dm  =  *M+yP, 

T .  Um  T .  Mßm 

also 

a(r.Dm-M)  =  y.P 
und 
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In  dieser  Gestalt  ist  die  Formel  zur  numerischen  Berechnung  von 
a  am  sweckmässigsten ,  da  ihre  Bestandteile  in  den  vorherge- 
henden Formeln  bereits  vorkommen.  Sonst  Hesse  sich  der  Nenner 
mnf  (r-t-l)Em  +  (Em+n  —  r.Em+*+i)  zusammensiehc»,  wo  aber 
iouner  {r-—l)Em  neu  gerechnet  werden  mjisste*  ojwe  dieser 
4»lroase  später  weiten  zu  bedürfen. 

y  =  100,    m  =  30,    n  =3  20  gesetzt  gibt : 

100 
:r=1.04.135.l5-23-98  =  17036. 


•<*=*100< 

I  1  • 

»:     I    »      ;.; •»■         I 

«md  zur  Geätrollei 


23.98 


t.^f.täö.ss-t^.tö-^.uäl 


A21.A»M.Mf 


■« •  i   i 


21.10 


jf =21.692.  ^^  =  4.560=21 .892  - 17.036; 
die  Zahl  21 .  10  in  y  tat  aus'  der  Tafel  1.  genommen. 


Tafel    3. 


{" 


»1j    : 


- » 


.    ' 

• 

n  = 

=  6 

1 

. 

: 

»= 

:20 

m 

"* 

\ 

9 

« 

100.S 

X 

X 

1 

V 

» 

a 

100.^ 

X 

0 

12.81 

8.32 

21.13 

65.— 

7.08 

5.81 

12.89 

82 

8 

19.61 

1.55 

21.16 

719 

12.73 

•2.11 

14.84 

17 

10 

22.44 

0.82 

23.26 

3.7 

14.36 

1.89 

16.25 

13 

20 

27.04 

1.29 

28.33 

4.8 

15.83 

2.96 

18.79 

19 

30 

32.05 

2.08 

34.13 

6.5 

17J04 

•C56 

21j89 

-,!•»  . 

40 

37.23 

3.38 

40.61 

H 

16.54 

0*6 

23.30 

41 

80 

41.28 

6.35 

47.63 

15.- 

12.4Q 

1   -    .                     » 

9.08 

21.84 

73 

60 

43.79 

11.47 

55.26 

26.- 

6.45 

8.95 

16.40 

139 

70 

38.77 

20.29 

89.06 

82.- 

2.14 

5.22 

7,36 

• 

244 

A  u  f  g  a  b' e    4. 

* 

Am  erlegt  durch  n  Jahre,  im  Falle  des  Lebens,  am  Anfange 
eines  jeden  Jahres  dife  Prämie  ß.  Erfolgt  das  Ableben  des  Am 
nach' Ablauf  bei  itten  Jahres,  fco  zahlt  <fie  Anstalt  am  Ende  des 
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Todesjahres  die  Summe  y.  Stirbt  Am  innerhalb  der  n,  Jahre, 
so  sollen  die  bereits  eingezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet 
werden.    Es  soll  ß  bestimmt  werden,  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist. 

A  u  f  I  ö  s  u  n  g. 

Der  erste  Theil  der  Versicherung  ist  eine  bedingte  Anwart- 
schaft mit«  ttjfihiiger  Prämie  x,  welche  letztere  aus  der  Glei- 
chung (2)  hervorgeht ,  wenn  a  =  0,  b  =  n  und  c=  Aer  Zeit  des 
Ausgestorbenseins  gesetzt  wird,  so  dass  Am+c—0,  mithin  auch 
«#«•+«  =  0,   Em+C=:Q,   fwf«+i=0. 

(15)  x-r'^Em^rEm^r-r'Q' 

Die  Prämie  y,  welche  dem  zweiten  Theile  des  Vertrages  ent- 
spricht, wird  durch  die  Formel  (3)  gegeben,  wenn  ß  an  die  Stelle 
von  y  gesetzt  wird»  d.  h.  es  ist 

(16) 


.   f  .  I 


r  i 

dem  Inhalte  unserer  Aufgabe  nach  muss 

(10)  *+y  =  /* 

werden,  also  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  addirt,   so  ist 

Ä_y  n  ,  ß  n     *_„     Q    _„  0-(&i— £»f») 

P--«  +  ;:Ä'(  P-/•r-Ä-yV(£w^£w+^^/^(«f.-Ä^^), 
mHMn  -    ~       *  .   .  • 

■    i 

P->,-Cr.(£m-£0KM)-[(£/«-^-£Wx)-(^W«-r.iBW^i))" 
C  — n .  (£m-Hi  —  r.  ZZw-i-n+i)]  5 

Für  das  gewählte  Zahlenbeispiel  y=100,  m^30,  *3=20  ist 

100      23.98  .!:> 


a?  = 


7rö4#ifWH  =  1,373, 


■  23.98  l 
P  —  100, 1.04.1679.11 -[HW2.25-324.36-2O.23.08]  T;}'^' 
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und  mir  Sicherstelfang  der  Rechnung: 

y =^0^.1.645=0.272=1.645-1.373; 

l 

der  Zahlwerth  16.51  in  y  wurde  mit  den  Argumenten  m=30  und 
*=20  der  Tafel  A.  entnommen. 

Auf  dieselbe  Art  wurden  die  Prämien  der  folgenden  kleines 
Tafel  gerechnet. 

T  a  f  e  I    4. 


n  = 

=5 

n  = 

=  20 

* 

m 

X 

y 

ß 

100.« 

X 

X 

y 

ß 

100.* 

X 

0 

3.780 

0.919 

4.699 

24.— 

0838 

0.148 

0.986 

18.— 

5 

4.392 

0.199 

4.591 

4.5 

0.998 

0.069 

1.067 

9.0 

10 

4.925 

0.110 

5.035 

2.2 

1.069 

0102 

1.191 

94 

20 

5.957 

0.179 

6.136 

3.0 

1.230 

0.170 

1.400 

14- 

30 

7.110 

0.292 

7.402 

4.1 

1.373 

0.272 

1.645 

20— 

40 

8.341 

0.480 

8.821 

5.8 

1.406 

0.445 

1.851 

32.- 

50 

9.460 

0.929 

10.389 

9.8 

1.175 

0.706 

1.881 

60- 

60 

10.324 

1.733 

12.057 

17.- 

0,723 

0888 

1.611 

123  — 

70 

9.884 

3.298 

13.182 

33.— 

0.310 

0.736 

1.046 

238.- 

Aufgabe    5. 

Am  zahlt  durch  n  Jahre  die  Prämie  /?, -um  nach  Abflnss  die- 
ser Zeit  die  jährliche,  zu  Ende  jeden  Jahres  fällige  Lebensrente 
y  zu  geniessen.  Stirbt  jedoch  Am  innerhalb  der  n  Jahre ,  so 
sollen  die  bereits  gezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet  wer- 
den. Es  soll  die  Prämie  ß  bestimmt  werden,  wenn  m,  n  und  y 
gegeben  ist. 

Auflosung. 

Für  eine  um  n  Jahre  aufgeschobene  Leibrente  y  ist  die  jähr- 
liche Prämie  flu*  diesen  Zeitraum 


(10) 
rar  Abkürzung. 
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Was  den  Theil  y  wegen  Rückzahlung  der  Prämien  betrifft, 
00  wird  auch  dieser  durch  Formel  (3)  bestimmt,  da  er  der  Ver- 
sicherung eines  mit  den  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3....n  steigen- 
den Capitals  ß  entspricht: 

(16) 

_J?  (gl,- r.JEVl-l)— (E'm+n—r.E'm+«*l)— n.jEm+u-r.Ewt+n+l) 

•Ei»—  Em+« 

r 

Werden  die  Gleichungen  (18)  und  (16)  addirt,   so  ist  laut  des 
Vertrages 

(10)  *+y  =  P, 

also 


p=£.Ä  +  y.S, 


mithin 


Ä T'S   tS . (Em  — * Em+n) 

p-r'r-R-~Y'T.(Em-Em+n)-R.(Em-Em+nV 
nun  statt  R  und  S  ihre  Wert  he  substituirt: 

(M) 

r  •  Em+u+i 

•j  r.(£»-B»+.)-[(£'--''-EW0-(£'-+.-''.£'-^+ö7' 

C  —  n.(Em+M  —  r.Emt+m+i)]  3 

Die  Hilbtafel  1.  gibt  ffir  y=10,   m=30,  «=20: 
,_v       »-ft—f»      _  fl        473.97 

ft     lft  *73.97 

P~Iül.W.W79.1i-[lÖ92.26-324.3ft-20.23.98]  ~  **"' 

y  =  3. 251. ^^  =  0.537=3. 251-2. 714- 

Hitnu  gehOrt  die  folgeode 
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und  mr  Sicherstellung  der  Rechnung: 

^=-~^.1.646==0.272=1.845--1.373; 

der  Zahlwerth  16.51  in  y  wurde  mit  den  Argumente', ; 
n=20  der  Tafel  A.  entnommen. 

Auf  dieselbe  Art  wurden  die  Prämien  der  v 
Tafel  gerechnet.  •  } 

T  a  f  e  I    4.  i' 


m 

0 
5 
10 
20 
30 
40 
60 
60 
70 


n  =  5 


3.780 

4.392 

4.925 
5.957 
7.110 
8.341 
9.460 
10.324 
9.884 


0.919 
0.199 
0.110 
0.179 
0.292 


1.733 
3.298 


4.69924.- 


4.591 

6jm 

6.136 
7.402 
&821 


4J 

2.2 
34) 


0/ 


i 


l 
I 

,80 
0.465 
0.194 


-51 
2.393 
1.542 
0.844 
0.275 


14.— 
20.- 
32.- 
60.- 
123.— 
238.- 


4f  firner 

* fti  u-*.  auio  *-  =  -. — s>. 
M*"x'  x      r—R 


ff 

a929(lO^V,>-"a,°8en  Stficke  der  Anf«abe  4> 
12  S  .         Ä 


** 


- — 1}9    also  — =  —» 


Am 

•er  Zeit 


f., 

Pr         jft  100.^  tiberschriebenen  Spalten  in 


Zahlen  aufweisen.     Es  gilt  demnach 


.  aahlt  du  /^* 

it  die  jtf  ptr        i  l  e  h  r 


s  a  t  z. 


y  zu  geniesMr    ^  „jihrige   PrSmie   0,   ffir   den  Fall  des 

sollen  die  be  ^0*L/^  •  Jahre»  eine  Anwartschaft  oder  eine 

den.    Es  so        >  **#r  *j|it  die  der  Rückzahlung  entsprechende 
gegeben  ist     a&Jp*'  jjfi***  Präraie  *  in  demselben  Verhältniss. 


Für 
«che  Pr 


.  gpnjl  einige  Versicherungsarten  betrachten, 
v  ,•;    jj»y  _tf*J— ff    zweier  Personen    abhangen  und  zu 
Jhw   p  y*"T|^othwendige  Bemerkungen  vorausschicken : 

mjdffl         üe  Mter  zweier  Individuen,  so  ist  der  ge- 
^J  •^r*|t  fhrer  mit  Ende  jeden  Jahres  fälligen  Ver- 

*lk  fla  GWchung  gegeben: 


f  # 
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r«+l  ■  fÄ-fS  ■"  yH+3  +—J- 

'«ui  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3 ,  so  ist 


i*v  — 


>^  «%i.  artigen  VVertbe  aller  einfachen 

!Ä  ,en  Altersdifferenz   v  durch   eine 


\ 


«scontirten  Zahlen  der  Lebenden 

D2  f  •  •  •  Dn  »        MJn+l  •  •  •  • 


analog  mit  der  Bildung  von  Em)  die  Summen  dieser 
iron  unten   nach   oben.     In  diesen  zwei  neuen  Spalten 
,nn  bei  dem  Argumente 

.  An»An-\-v        j  AifAn+v  .  An+\»An-\-  p4-l  .  An4-2,An4-v4-2  . 

>..  A+»=— "5 —  und  — — — h ^s+r h      Vfa        +••, 

ind 

^„4.1 .  J»H4.i      A^'^H«  ■  AiiT.An+v+2 

i^fi        "*■        r"+2        ^        rn+3   #:  .  ■*■•••• 

Bezeichnet  man  diese  Summen  mit  En"  und  jene  Producte  mit     . 
Dn  ,  so  ist  allgemein 

Werden  die  Hilfszahlen  En"  Ton  Neuem  in  demselben  Sinne  ad- 
ln*, so  steht  in  dieser  dritten,  Spalte  bei. dem  Alter 

An.An+v     0   An+l.A»+v+l     Q    An+1.An+*+& 

n>   — fS~ "Tlm      ~&fi        +* ^5+ä — r +  ••••• 

diese  Summe  heisse  JE«"; 

rt-r1'      I^+T  !"*•  „*4-a  +»•         Z^Tä + 


t*+i         ^--         r»+a         ^  r*H-» 

*  1 

1  -  —  ■■  ■ 

diese  Sutane  heisse  B"'  f ; 


1 .  _ 
11        -,«.—■-•-»  MW 

75  {i  ~ ""   ~r>+* 


l#  ■: 
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Tafel    6. 


n= 

=5 

. 

-.  *  = 

20 

m 

X 

V 

ß 

ioo.£ 

X 

X 

y 

ß 

100.* 

X 

0 

25.282 

6.146 

31.428 

24.- 

4.455 

0.788 

5.243 

18.— 

5 

30.865 

1.398 

32.263 

45 

4.601 

0.414 

5.015 

9.0 

10 

30.515 

0.682 

31.197 

2.2 

4.307 

0.404 

4.711 

9.4 

20 

27.473 

0.826 

28.299 

3.0 

3.554 

0.491 

'4.045 

14.— 

30 

23.979 

0.984 

24.963 

1 1  *          i  •  ) 

fl 

2.714 

0.537 

3.251 

20.- 

i  i  t .               .  ' 

40 

20.048 

1.154 

21.202 

5.8 

1.818 

0.575 

2.393 

32.—  , 

SO 

15.436 

1.515 

16.951 

9.8 

0.962 

• 

0.580 

1.542 

60.— 

60 

10.545 

1.771 

12.316 

17.— 

0.379 

0.465 

0.844 

123.— 

70 

6.534 

2.180 

8.714 

33.— 

0.081 

0.194 

0.275 

238.- 

!      •  •»      . 


•   I    . 


Aus  obigen  Gleichungen  folgt  ferner 

§==-^1  =  ^=1+*.    also* 


R 


r — R  x         *^ x9    <MOW  x"*~i—R' 

Bezeichnen  wir  mit  xl9  yXs  ßt  die  analogen  Stucke  äer  Aufgabe  4., 
so  ist  auch  dort 


;•     t. 


ßl=    r 
xx      r—R' 


mithin  auch  —  = 

xx 


D,   also  £=*-; 

r  —  ic  x     x i 


daher  kommt  es,    dass  die  mit  100.^-  überscbriebenen  Spalten  in 

dfen  Tafeln  4.  und  5.  einerlei  Zahlen  aufweisen.     Es  gilt  demnach 
folgender  ••■.■* 

1.    Lehrsatz. 

Am  mag  durch  eine  njährige  Prämie  ß,  für  den  Fan  des 
Ueberlebens  der  nächsten  n  Jahre,  eine  Anwartschaft  oder  eine 
Rente  versichern,  so  steht  die  der  Rückzahlung  entsprechende 
Zusatzprämie  y  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben  Verhältnis«. 


,  .   Ol       . 

Jetzt  wollen  wir  auch  einige  Versieh ertmgsartett  betrachten, 

welche  von  der  Verbindung    zweier  Personen    abhangen  und  zu 

diesem  Zwecke  folgende  oothwendige  Bemerkungen  vorausschicken: 

Sind  n  und  n+v  die  Alter  zweier  Individuen,  so  ist  der  ge- 
genwärtige Werth  Jn+V  ihrer  mit  Ende  jeden  Jahres,  ftlligf »  Ver- 

« 

binduDgsrente  1  durch  die  Gleichung  gegeben: 
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n      ~Au.An+v'L       r»+i         +        r»+a        +        r»+8        +™J" 

Wächst  die  Rente  mit  den  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3, ....,  so  ist 
ihr  reducirter  Wertb:«» 


.  * 


i» 


ir*       'fmA^i.'A+wi\A1+*.'AkA^*\i'A+to.Au+^'>.~lt 

Bekanntlich  findet  man  die  gegenwärtigen  Wertbe  alter,  einfachen 
Verbindungsrenten   J*+v    derselben  Altersdifferenz   v  durch   eine 

n 

einzige  Operation: 

Man  multiplicirt  die  discontirten  Zahlen  dar  Lebenden 

mit 

und  bildet  (analog  mit  der  Bildung  von  E^)  die  Summen  dieser 
Producte  von  unten  nach  oben.  In  diesen  zwei  neuen  Spalten 
steht  dann  bei  dem  Argumente 

_.      A            An*An+v        .  An.An+t ,  ^«-fl.A^.}-l ,  An4-2.An-Lv+% 
«,  Dn.An+v=       ^         «od         ^  T    I r«+l  I      ^,,+2^      +-> 

t .  .  •  .   .  .  •  .: .  « .  « •' 

♦  '  ♦  Ä  'A  •  '  * 

**>+!,   DÄ4.i^«-ff4-i= — +^iiz ; 

und  «■  ■■  •*  '     i»*i  •  «» 


Bezeichnet  man  diese  Summen,  mit  Enn  und  jene'  Producte  mit    . 
Du  ,  so  ist  allgemein 

Werden  die  Hilfszahlen  EJ*  von  Neuem'  iti  demselben  Sinne  ad- 
dirt,  so  steht  in  dieser  dritte^  Spalte  bei  .'dem  Altpr 

diese  Summe  heisse  JE*"'; 

~  J_  1         ^»-f  t •  An+v+1      9  *  A4-»  ■  A+y+g  ^  o    ^*±8l4«+»+a   . 

i  .l  •  .. »  •  • 

«i«1      diese  Sitnlme  heisse  Ä''; 

j)*i  (Ml  itf**1  o< 
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und  man  aiebt  leicht,   dasa 


D> 


=  K"+*. 


Hiermit  ist  die  ziemlich  einfach«  Methode  angedeutet,  omni 
dem,  waa  bereite  vorbanden  und  zu  anderen  Zwacken  nothn-endig 
iat,  die  reduclrten  Werthe  der  steigenden  Verbindungsrenten  zu 
rechnen,  nnd  die  folgende  Tafel,  welche  die  genannten  Hilfczafa- 
len  von  n  =  50  an  für  v=10  enthftlt,  soll  derselben  zur  nume- 
rischen Erläuterung  dienen. 

fliirmfel   2. 


n 

D..A*,„ 

K 

£7" 

50 

8864.1 

65839.9 

4171)4.7 

61 

7913.4 

56975.8 

351274« 

52 

7044.5 

49062.4 

294299.0 

53 

6215.3 

42017.9 

246236.6 

54 

5461.0 

35802.6 

203218.7 

53 

4777.4 

30341.6 

167416.1 

56 

4158.7 

25664.2 

137074.5 

5? 

3598.3 

21405.5 

111510.3 

58 

3094.1 

17807.2 

90104« 

59 

2641.3 

14713.1 

722974 

60 

2235.5 

12071.8 

67584.5 

61 

1892.1 

9836.3 

46512.7 

62 

1585.8 

7944.2 

35676.4 

63 

1307.3 

6368.4 

27732.2 

64 

1076.5 

5051.1 

21373« 

65 

873.5 

3974.6 

16322.7 

66 

7084) 

3101.1 

12348.1 

67 

664.3 

2393.1 

92474) 

68 

449.3 

1828.8 

6863.9 

69 

350.4 

1379.5 

6025.1 

70 

266.0 

1029.1 

3646« 

71 

203.6 

763.1 

2616.5 

72 

156.2 

559.6 

1853.4 

73 

116.4 

403.4 

1293« 

74 

84.6 

287.0 

8904 

75 

61.0 

202.4 

6034 

76 

44.1 

140.5 

401.0 

77 

32.2 

»6.4 

260.5 

78 

23.0 

64.2 

.164.1 

79 

15.5 

41.2 

99.9 

80 

».7 

28.7 

58.7 

81 

6.6 

16.0 

33.0 

82 

4.6 

9.4 

17i> 

83 

£8 

4.9 

7.6 

84 

U 

2.1 

2.7 

85 

0.6 

0.6 

0« 

86 

&0 

0.0 

0X1 

ünferdinftr:    Zur  Capitalien-  und  Rentenversichcrmo.    426 


Hieraus  ergibt  sich  s.  B. 
,0     56975.8 


oo      351274.8 


60 


8864 


-y  =  6.43,    ^0  =  -sggy:r  =39.63, 


wie  die  nachfolgende  kleine  Tafel  aufweiset.    Nach  derselben  Me- 
thode wurden  atfch  die  Zahlwerthe  von  •/"*    .  K™*  ,«/"*,,  KT , 

berechnet ,  welche  in  den  letzten  vier  Spalten,  angesetzt  sind,  um 
sie  später  benutzen  zu  können. 


tu  n 

Jm 

n 

n 

m-1 

1  n 

n 

*rll 

m  1 

n-1  Jm  ■ 

»—1 

ii— i 

60  50 

6.43 

39.63 

59 

50 

6.59 

41.35 

60 

49 

6.51  140.47 

65  55 

5.35 

28.69 

64 

55 

5.49 

29.95 

65 

54 

5.41 

29.35 

70  60 

4.40 

20.36 

69 

60 

4.49 

21.15 

70 

59 

4.48 

20.97 

75  65 

355 

14.14 

74 

65 

3.62 

14.71 

75 

64 

3.62 

14.56 

80  70 

2.87 

9.84 

79 

70 

■  f 

2.90 

10.15 

80 

69 

2.91 

10.07 

85  75 

2.27 

6.48 

84 

75 

2.36 

6.97 

85 

74 

2.29 

6.61 

90  80 

1.66 

3.42 

89 

80 

1.64 

3.73 

90 

79 

1.66 

3.43 

91  81 

1.41 

2.56 

90 

81 

1.65 

3.36 

91 

80 

1.40 

2.56 

92  82 

1.09 

1.70 

91 

82 

1.36 

2.45 

92 

81 

1.12 

1.75 

93  830.75 

0.97 

92 

83 

1.05 

1.65 

93 

82  0.77 

0.99 

94  84 

0.41 

0.41 

93 

84 

0.77 

1.00 

94 

83 

0.40 

0.40 

95  85 

0.00 

0.00 

94 

95 

85 
86 

0  42 
0.00 

0.42 
0.00 

95 

84 

0.00 

0.00 

Nehmen  wir  an,  Am  erlegt  ein  für  alle  Mal  die  Summe  a, 
um  nach  seinem  Ableben  dem  Bn  das  Capital  y,  2y,  3y,*...J"f 
zu  hinterlassen,  je  nachdem  der  Tod  im  Laufe  des  1. ,  2. ,  3. ....  x.  Jah- 
re« nach  Abschluss  der  Versicherung  erfolgt«  Es  soU  die  Einlage  » 
aus  m,  n  und  y  bestimmt  werden. 

Sind  N  Paare,  je  vom  Alter  m  und  n  in  der  bezeichneten  Art 
versichert,  so  werden  im  Laufe  des  orten  Jahres  Nx  Paare  durch' 
den  Tod  des  Am  aufgelöst,    wenn 


Nx    bezeichnet  also   die   Anzahl    der   am  Ende  des  orten  Jahres 
Theü  XXVI.  TÄ 
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vorkommenden  Zahlfälle.    Wird  nun  Nx  mit  xy  mtritiplfchf',   das 
Product  um  x  Jahre  dLscontirt  und  durch  N  dividirt,  so  ist 

^l*37_       fAm-X        Am+  g-i  .  An+x  Am±s  .  A+x~l 

iV.r*-  y  L  ^«     *  J»^.J«.r*       *  Am.AuT*  A 

&**  gegenwärtige  Werth  des  Antheils  eines  einzelnen  Paares  an 
den  ,  am  Ende  des  arten  Jahres  notwendigen  Ausgaben  der  Gasse, 

Setzt  man  in  dieser  Formel  nach  und  nach  jr==l,  2*  3.. 
und  8unimirt,    so  erhält  man  den  gegenwärtigen  Werth  des  Ge- 
sammtantheils eines  einzelnen  Paares  an  allen  von  der  Casse  der 
Geselltfchaft  zu  leistenden  Zahlungen  9  d.  i.  die  einmalige  Einlage. 
Weil  nuo 


1  g      Am+x-1 .  An-\-m       *r«i-l 

i.iii  i  r*  • 


und 


so  gibt  die  Ausfuhrung  dieses  Manövers  die  Endformel: 

Aus  dieser  wird  die  jährliche,    auf  die  Dauer  des  Zusammen- 
lebens anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende  Prämie  ß  gefunden, 

wenn  man  mit   1  +  J     dividirt : 


(23) 


1  +  J     L  4»       •  •  J 


Hiernach  findet  man  z.  B.  für  y=100,  m=60,  n=50: 
«e=100.[|{g.41.35— 39.63]ä349  und  ß**^^  =«46,97; 

auf  diese  Art  ist  die  folgende  Tafel  B.  gerechnet 

Soll  in  jedem  Falle  nur  das  einfache  Capital  y  ausgezahlt 
werden ,  so  verwandelt  sich  K  in  J  und. man  hat  die  bekannten 
Formeln: 

und 
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60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 
91 
92 
03 
94 
95 


Tafel    B. 


0 


50 
55 
60 
65  t 

70 

75. 

80 

81 

82 

83 

84 

85  : 


349 
311 
268 
228 
196 
172 
155 
147 
136 
123 
109 
84 


ß 


•   l        .1 


46.97 

48.98 

49.63 

50  11 

50.68 

52.60 

58,27. 

61.00 

65.07 

70  .'28 

77.30 

84.00 


:    l'i    i!;..M     !•»!». lf. 


••.■» 


"j 


"V 


4 


»     " 


-     t 


Aufgabe    6. 


'!■ 


Am  zahlt  in  die  Casse  der  Gesellschaft  die  Summe  o.  Für 
den  Fall,  dass  Am  vor  Bn  stirbt,  soll  der  TJefeerfebencTe  Bn  das 
Capital  y  erbalten;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  B*.  ror^deni 
des  Am,  so  soll  dem  Am  die  Einlage  a  zurückgezahlt'  werde'ul 
Es  soll  die  Bedingungsgleichung  der  vier  Grössen  m,  n,amiä  y 
aufgestellt  werden. 

Auflosung. 

Auch  hier  haben  wir  wieder  zwei  Versicherungen  in  Verbin- 
dung: Am  versichert  die  Summe  y  zu  Gonsteu  des  ft»  und  die 
dafür  zu  entrichtende  Einlage  sei  &,  und  wir  kennen  nun  sagen, 
Bn  macht  zu  Gunsten  des  Am  eine  solche  Einlage  y,  dass  das 
entsprechende  Capital  a  gleich  der  Gesammteintage  <r+y  sei. 

Für  die  erste  Versicherung  gilt  die  Gleichung  (24): 


(24) 


*=,.£ 


Am—V     i**~ 

Am  * 


-JTl-r^ 


der  Kürze  wegen;  hierin  die  Alter  m  und  n  mit  einander  vertauscht 
und  a  an  die  Stelle  gesetzt,  gibt 


V.'    • 
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(26) 


y 


=  «•  I  ~~i — •  Jm  *  — Jm  l  =  «.  V 

L  An         «-1  » J 


als  die  der  zweiten  Versicherung  entsprechende  Bestimmungs- 
glaichung.  Hit  Hilfe  der,  auch  hier  notbwendig  stattfindenden 
Relation 

(6)  *  +  y  =  a 

T 

findet  man  a=y.7'+a.C7,  ond  hieraus  a  =  y.j-^-|%,    nnn    statt 

T  and  17  die  Werthe  aus  (24)  und  (26)  gesetzt,    so  wird 


Am—  l      .M- 1         -m 


(27) 


a  = 


=r 


im 


»-^ic1+^ 


Setzen  wir  y=100,  m  =  60,  n  =  50,  so  geben  die  Formeln 
(24).  (27),  (26): 


=.«,[™.  «.„-..„>«.  -vrjg^j 


=58.7 


and 


r308 


y=58.7.r^.6.51-6.43]  =  14.7=58.7—44.0; 


die  Tafel  6.  gibt  zur  vergleichenden  Uebersicbt  mehrere  solcher 
Beispiele. 


m 


n 
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y 


60 

50 

44 

14.7 

65 

55 

48 

16.0 

70 

60 

49 

18.1 

75 

66 

49 

20.0 

80 

70 

50 

21.4 

85 

75 

51 

20.8 

90 

80 

53 

19.6 

91 

81 

57 

15.2 

92 

82 

61 

14.3 

93 

83 

66 

11.5 

94 

84 

74 

5.6 

95 

85 

84 

0.0 

100.* 


58.7 

64.0 

67.1 

69.0 

71.4 

71.8 

72.6 

72.2 

75.3 

76.5 

79.6 

84.0 


33 
33 
37 
41 
43 
41 
37 
27 
23 
18 
8 
0 
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Aufgabe    7. 

Am  und  B%  erlegen  auf  die  Dauer  ihres  Zusammenleben«  die 
jährliche  Prämie  ß  am  Anfange  jedes  Jahres.  Stirbt  Am  vor  &• 
so  zahlt  die  Gesellschaft  dem  B  das  Capital  y  aus.  Ist  aber  Am 
der  Ueberlebende,  so  erhält  dieser  am  Ende  des  Todesjahres 
von  Bn  die  eingezahlten  Prämien  zurück.  Es  soll  ß  besummt 
werden,  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist. 

Auflösung. 

Zerlegen  wir  die  gesuchte  jährliche  Prämie  ß  in  zwei  Tbeile 
x  und  y,  so  dass 

(10)  *  +  y  =  /J; 

der  erste  Tbeil  soll  für  die  Versicherung  des  Capitata  y  ausrei- 
chen, welches  nach  dem  Tode  des  Am  im  Lebensfalle  des  JB« 
zahlbar  wird.  Der  zweite  Theil  y  soll  so  gewählt  werden,  dass 
der  Ueberlebende  Am  das  Capital 

•  »^ 

ß,    20,    3ß, .... 
erhält,  je  nachdem  Bn  im 

Jahre  nach  Absctiluss  der  Versicherung  stirbt.' 

x  wird  durch  die  Gleichung  (25)  bestimmt,  man  hat  also 


C26) 


x=-^m  T#=?.J-1— Tl-r-F; 

1  +  Jm     L  ^m         »  » J         '        ' 


der  Theil  y  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (23)»    wenn  ß  an  die 
Stelle  von  y  tritt  und  m  mit  n  vertauscht  wird: 

Wird  x  und  y  aus  den  drei  Gleichungen  (10),   (25),   (28)  elimi- 
nirt,  so  findet  man 
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oder  endlich 


Am— 1      *m— 


.  Jm~ l  -  jm 


i 


*29). 


i     t 


■v 


(»«y; 


>m 


i  -»..«      t  —  .*»■■  ■      "I"      >  ■  »  I        > >  ■ 


Für  7=100,   m  =  60,   w  =  50  wird 


«        • 


n'"  • 


44 


x  = 


I+Ö5=5-922'   '=, 


.44 


+6.43-[Jgjj.40.47-39.63] 


=7.9» 


■od 


=  j^^g.  L^- 40.47— 39.63]  =  2.063  =  7.985-5.922. 


+6 
Hierzu  gebort   die 


.  v 


m 


n 
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y 


P 


100.* 
x 


!•  - 


■  ■  i  ♦ 


tii 


60 
65 
70 

75 

30 
85 

90 
91 
92 
$ 
94 
95 


»      1 1 


50 

5.92 

55 

7.56 

60 

9.07 

65 

10.77 

70 

12.92 

75 

15.59 

80 

19.93 

81 

23.65 

82 

29.19 

83 

37.14 

84' 

52.48 

85 

84.00 

2.07 
2.74 
3.53 
4.40 
5.33 
5.93 
5.43 
4.71 
4.89 
4.53 
2.74 
0.00 


7.99 
10.30 
12.60 
15.17 
18.25 
21.52 
25.36 
28.36 
34.08 
41.6t 
55.22 
84.00 


35 
36 
39 
41 

41 

38 

27 
20 
17 
12 
5 
0 


-VA\A 


Aufgabe    8. 


Am  und  Bn  erlegen  ein  für  alle  Mal  da«  Capital,  o,.  Stirbt 
Am  vor  Bn*  so  soll  dem  Ueberlebenden  Bn  von  da  ab  Ende 
jeden  Jahre*  die  Lebensrente  y  ausgezahlt  werden.  Stirbt  Bn 
vor, ^„1,  po  £olt  diesem  die  Eiltage  *  wieder  zurackefetattet  wer- 
den. *Wie  berechnet  man  et,  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist? 
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Auflosung. 

Sei  wieder 

(6)  a  =  *  +  y 

und  x  die  nMbige  Einlage,   um  dem  A»  die  Ueberlebeosreiite  y 
zu  versichere ,    also 

(30)  x  =  y.(Ln-J?)=y.X, 

wenn  L%   den  gegenwärtigen  Werth  der  Lebeosrente  1  ftir  ein 
jij&hriges  Individuuni  bezeichnet 

y  ist  die  Einlage  zur  Versicherung  des  Capitata  a,  zahlbar 
nach  Ableben  des  Bn  zu  Gunsten  des  Ueberlebenden  Am>  wird 
also  nach  Formel  (24)  bestimmt,  indem  man  m  mit  n  und  o  mit 
y  vertauschte 

(26)  faB„.  [f^!.  C.-C]  — :  ü. 

Aas  diesen  drei  Gleichungen  folgt: 

X 


oder 


« 


(31).,  «  =  /.—  -t— -  • 

Hiernach  erhXHeman  Ar  y— 10,   01=60,  »  =  00: 

I«  ■  ■ . 

ar  =  43.7,    a  = pqjg — : ==58.3, 

l-[^.6.51-6.43j 

y«88.3.r^.0.5l— 6.43]=sU.«. 
Auf  diese  Art  entstand  die  folgende 


J  .1      .;    .  1.     -    ;..   i»  '     .  t  .-" 


40    U+(*rdi*0*r:   Zur  eapHaBem-  und  JUfUemmMmrkafL 

Tafel    8. 


lii- 


'i  .« 


Weil 


so  wird: 


m 

n 

■ 

X 

y 

a 

100.* 

X 

60 

50 

43.7 

14.6 

58.3 

33 

65 

55 

42.9 

14.3 

57.2 

33 

.70: 

60 

39.4 

14« 

54.0 

37 

75 

65 

35.0 

14.3 

49.3 

41 

80 

70 

31.2 

13.4 

44.6 

43 

85 

75 

27.9 

11.4 

39.3 

41 

i«Q 

.   80 

t 

254 

9A 

348 

37 

91 

81 

26.4 

7.0 

33.4 

27 

92 

82 

27.3 

6.4 

33,7 

23 

93 

83 

28.8 

5.1 

33.9 

18 

94 

•84 

31.2 

2.4 

33.6 

8 

95 

ii 

85 

33.2 

0.0 

33.2 

0 

ll 

a             1 
x       1  — 

U~     x    -l  +  x* 

• 

X 

ü 
—  \  —  ü 

• 
9 

'I 


sind  x\,  y\%  «i   die  analogen  Stücke  der  Aufgabe  6«, 
•ich  auch  dort: 


findet 


Vi. 


«i  1  ..• .  ■     Vi  U  $  Vi 

xx=T=V>   «*»■«*   xt  =  T=Ü'    **»  x  =  x1 

in  der  Tbat  sind  auch  die  Zahlwerthe  von  J00*—  im  den  Tafeln 

w       x 

6.  und  8.  einander  gleich  und  es  besteht  folgender 


2.    Lehrsatz. 

Am  mag  durch  die  Einlage  a  für  Bn  im  Ceberlebensfalle  ein 
Capital  oder  eine  Rente  versichern,  so  steht  die  der  Rückzahlung 
entsprechende  Erhöhung  y  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben 
Verhältnis. 

Aufgabe    9. 
Am  und  Bn    erlegen  tu  Anfang  jedes  Jahres  auf  die  Dauer 
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ihres  Zusammenlebens  die  Prämie  ß.  Stirbt  Am  vor  Bn,  so  soll 
dem  Ueberlebenden  Bu  von  da  ab  Ende  jedes  Jahre*  die  Rente 
y  ausgezahlt  werden;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  Bn  vor  dem 
des  Amf  so  erhält  dieser  die  eingezahlten  Prämien  zurück.  Es 
soll  ß  als  Function  von  m,  n  nod  y  dargestellt  werden. 

Auflosung. 

Zur  Versicherung  der  Ueberlebensrente  y  zu  Gunsten  des  B% 
ist  eine  jährliche  Prämie  x  noth wendig,  welche  die  Gleichung 
erfüllt: 

(32)  *=j^j=.[Ai-0=sy-r- 

■      n 

Für  die  zweite  Gleichung 

(10)  x  +  y  =  ß 

muss  dann  die  Zusatzprämie  y  so  gewählt  werden,  dass  Am  nach 
Ableben  des  Bn  die  Summe  ß,  2ß,  3/3....   erhält,  je   nachdem 

dasselbe  im  Laufe  des  I.,  2.,  3......  Jabres  nach  Abschluss  der 

Versicherung  erfolgt.  Diese  Bedingungen  involrirt  die  Formel  (23), 
wonach  man  findet,  indem  y  mit  ß  und  m  mit  n  vertauscht  wird: 


(28) 


"     1  +  j-  L  Au       "-1        » J     r 


Also  ist 

0=*+,=y.r+p.ir.  ß  =  T^w> 

(33)  p  =  y. 2—-= . 

Wird  y=10,   m=60,  «=50  gesetzt,   so  ist 

_     43^72 

r 

■  g         ■      -  M.72 

1  +  6.43-1  ^.40.47 -39.WJ 

*  =  FTOä  *  GÜ&  -*0-»7-3».63]  =2.05. 
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1 

•  i   .  \ 

i            T 

a  f  e  1    9. 

•    .j                1 

•  •    n 

1    . 

r"  '           '  * 

•-       '■*        ' 

1 

..        .        1' 

100.  * 

60 

80 

&88 

2.05 

7.93 

36     . 

65 

55 

6.76 

2.45 

9.21 

36 

70 

60 

7.30 

2.83 

10.13 

39 

„76 

;.  65 

7,69 

3.15 

1084 

41 

\w 

70 

■  8.0fr 

3.33 

11.39 

.  .41 

85 

75 

8.53 

3.24 

11.77 

38 

90 

80 

9.55 

2.60 

12.15 

27 

91 

81 

10.95 

2.18 

10.13 

20 

92 

82 

13.06 

2.19 

15.25 

17 

93 

83 

16.46 

2.00 

18.46 

12 

94 

84 

22.12 

1.16 

23.28 

5 

9fr 

.85» 

33.20 

0.00 

3&20 

0 

t  •. 


»1. 


'* 


'    De*  Vergleich  der  Ausdrücke  filr  &,  y  und  ß  mit  Jenen  der  Auf» 
gäbe  7,4  weiche  wir  durch  jcl$  ylf  ßL  ausdrücken  wollen»  leigtt 


ß 


ßi 


1 


x-T-w-*+x  mAxg-T=W.-l+%\' 

also  ist  auch 

*  =  & , 

wie  auch  aus  den  letzten  Spalten  der  Tafeln  7.  und  9.  ersichtlich 
ist.  Diese  Gleichung  in  die  gewöhnliche  Wortsprache  übersetzt, 
gibt  folgenden 

3.    Lehrsatz. 

Die  der  Rückzahlung  entsprechende  Zusatzprftmie  y  hat  zur 
primitiven  Prämie  *  dasselbe  (Verhältnis*,  ob  nun  Am\uk  Gun- 
sten des  Bn  eine  Anwartschaft  oder  eine  Rente  versichert 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  das»  die  aufgeführten  drei 
Lehrsätze  allgemein  gelten,  also  vom  Zinsfnss  sowohl,  als  von 
der  Sterbensordnung  unabhängig  sind ;  übrigens  ist  das  Verhältnis« 

*-  eine  Function  der  Bedingungen  des  Vertrages  und  in  demsel- 
ben Vertrage  jederzeit  eine  Function  des  Alters. 
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Die  in  diesem  Aufgaben  -Cyclus  behandelten  Versicherungs- 
verträge sind  durch  die  Bedingung  der  Rückzahlung  von  der  Art» 
dass  der  versicherte  Betrag  ein  anderer  ist,  je  nachdem  eines 
von  zwei  möglichen  Ereignissen  zutrifft :  er  ist  entweder  veränderlich 

a)  mit  dem  Todesfall  einer  Person*  vor  oder  nach    einer  be- 
stimmten Epoche  (Aufgabe  1.  bis  incl.  5.) 

oder 

b)  mit  dem  Todesfall  einer  Person  vor  oder  nach  dem  Able- 
ben einer  bestimmten' ziehen  Person  (Aufgabe  6.  bis  incl.  9.). 

Soll  der  Versicherung  durch  eine  jährliche  Prämie  entsjtroj» 
eben  werden,  so  ist  einer  dieser  Beträge  meist  veränderlich  mit 
der  Zahl  des  Jahres,  in  Welchem  ein  bestimmtes  ftret^niss  er- 
folgt (Aufgabe  4.,  5.,  7.  und  9.),  und  dieses  hat  uns  veranlasst, 
einleitungsweise  die  Formel  (3)  und  später  jene  (23)  aufzustellen 
zur  Berechnung  der  Prämie  fflr  Anwartschaften,  welche  mit  den 
naturlichen  Zahlen  steigen. 


Soll  jedoch  die  Versicherung  eines  Capitals  oder  einer  Rente 
durch  eine  einmalige  Einlage  erreicht  werden,  so  ist  das  Ver- 
sicherte zwar  mit  den  zwei  zu  erwartenden  Ereignissen  verschie- 
den, bleibt  aber  constaot,  ob  nun  eines  dieser  Ereignisse  im  1., 
$.\  3.,.!..  oder  x.  Jahre  nach  Abschlüss  der  Versicherung  erTolg.L 

In  beiden  Fällen  lässt  sich  der  Vertrag  in  zweie  zerlegen, 
wovon  jeder  einem  der  beiden  Ereignisse  entspricht,  und  die  Be- 
rechnung erfolgt  dann  entweder  nach  den  Gleichungen  (1)>  (3),  (23) 
oder  nach  anderen  bekannten  Formeln.     Durch  die  stete  Anwen- 


Eirilage  a  oder  der  Prämie  ß  und  ihrer  unbekannten  Bestandteile 
a  und  y  noth wendig  und' ausreichend  sind. 

•  Unter  der  Leitung  •  dieser  allgemeinen  Gesichtspunkte  trifft 
man  bei  der  Auflosung  ähnlicher  Aufgaben  auf  keinerlei  Hindere 
niss  mehr. 


.  I 


•      » 


u 


i\  l  ' 


<  .» 


-.'.  o.    • 
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•       M{»      -, 


Ueber  die  Ableitung  der  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie aas  einer  Figur  in  der  Ebene. 

Von 

Herrn  Franz  Unf erdinger, 

Lebeneveriicherungs-Calculator  der   lc.  lc.  p.    Axienda    Atsicoratric* 

xu  Trieet. 


lo  Theil  XXV.  S.  225.  des  Archivs  wurde  aus  der»  rar 
Bestimmung  der  Flächenwinkel  aus  den  Kantenwinkeln  eines 
Trieders  nüthigen  Construction  in  der  Ebene  die  Grundformel  der 
sphärischen  Trigonometrie  abgeleitet.  Dieselbe  Constructioo .  soll 
nun  benutzt  werden  zur  Ableitung  einiger  anderer  Formeln. 

Man  beschreibe  (Taf.  IX.  Fig.  5.)  noch  von  o  als  Mittelpunkt 
mit'  dem  Halbmesser  oC^=0C4=l  die  Kreislinie  C^pqC^,  ver- 
längere die  Geraden  Qo'  und  C+o'  bis  zu  ihren  Durchschnitten 
p  und  q  mit  derselben,  so  ist  offenbar  C9A  =  Jq  und  C^B—Bp, 
also  geht  die  verlängerte  Kreislinie  CjCi  durch  q  und  jene  C^C^ 
durch  p.  Verbindet  man  nun  €$  mit  C4  und  pt  C4  mit  q,  ferner 
o  mit  p  und  9  durch  gerade  Linien,  so  ersieht  man  leicht  aus 
der  Figur»  dass 

a?=t(6+c-a),  QC4=2Sini(a+6  +  c), 

y=i(a+c-6),  C8p  =2Sini(6  +  c-a), 

*=i(a+6-c),  C4q  =  2Sintfa+c— 6), 

^o,pCB  =  ^o'yC4=  180— i(a  + 6 +  c), 

Sin  o'pC*  =  Sin  o'gC4  =  Sin  l(a  +  6  +  c). 
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Nun  ist 


Cto'^ACi. SinA,    Sin^l  =  ^~,     do'^-o'Cg.o'g 


und  im 


a    #   r      «lQ_Slno>QJ«ni(q  +  6  +  c)_  *'C» 

a°pt|:  ^75""     Sine     ""        Sine         "^Sinitf+c-a)* 

A  ttßmr  .  o'q  _S\nz      Sint(a+6— c) oyg 

a°^4'^""Siiic~  Sine         ~2Sio  10 +  <?—«)' 


also 


9g%       2Sm\(a  +  b  +  c)S\n\(b+c-a) 


7. 


und 


2Sin}(«  +  c— 6)SinJ(a  +  6— c) 

o'o    = ■ ^ - 


8w,jÄ-SiolT 


4Sinj(q->-6->-c)Sin^  +  c— fl)Sinl(q-»-c-A)Sini(o>f  6  —  <?) 
""  Sin*©.  Sin  *c 

Nun  ist  naeb  der  Figur 

oQ~CsA  +  Ao'==S\ob  +  S\ub.Co8A  =  S\o6.(l  +  CoaA) 

=  2.SinA.Cos*2» 
o'^==Ci9--Cio/==2Sin6---2Sin6.Cos*~==2Sin6.(l--Cos*^) 

=  2Sin6.Sin*j; 
mithin 

r    «A       oC»  _S8nl(q+6  +  c)SInl(6+c— «) 
l*e  J  - 2Sin  6 ""  Sin ©.  Sin c  ' 

qui4         0'?    _Sini(q+c-&)Sini(a+6~c). 
010  J  —  8Sln6~*  Sinfr.Sinc  * 

ebenso  ist 

o' Ct  =  C4B  +  Bo' =  S\i\  a  +  Sin  a.  Cos  B=Sma.l\+ Cos  ß) 


:2Sina«^os*o-f,  . 


* 


48g       unfertiger:  veter  die  Mlett**?  der  Formeln  der 


<• 


o'p=C4p—  C4o' ^2Sina-2Sin«.Co««~=2Sina(l  —  Cos*^) 


»  .      A 


B 

=  2SiDa.Sin*2". 

Nun  ist  ha  , 

•  i  jy 

2Sina.Co8*-2 


*(«**+ 6)' 


A    ,   „     o'C4      S'm o'qC4      Sintfa  +  A+c) 

.   A     -        .     .        •  I      » 

D 

a    r  ^     o'p      Sini_SinK«-f6-c)        SSinq.Sin«^ 

mithin 

0J?  _Sinj(«-l-6  +  g)Sint(a+c— 6)> 
2  Sin  a.  Sine 

^B        Sinj(6  +  c— ff)Sinl(q  +  6«-c) 
2  Sinn. Sine 

Demnach  .ist  nun  •   4 

m    r    «g_Sint(a+6-f c)8in  T(q+6— c)     2fiC4.Sini 
(1)     l,os  2—  Sina.SinA  ~~    £»*»£**' 

n\    q-  «<?      Sinj(6+c— to)Sin{(tt+c— 6)     fi»pf C4y     .. 
(4    öin  2  —  Sina.Sin6  ~C4p.C8/ 

Es  wird  sich  alsbald  Gelegenheit  darbieten,    die  beiden  letzten 
Formeln  zu  benutzen.    Es  ist  nach  dem  Obigen 

vos  2  —  2Sin6  —  C±q  '     cos  2  —  2Sina~  Ctp  ' 


<  i 


S,n  2  -  2STo^ ;•-  C^'    Ä,D  2  -  *Sto^  T^p' 
•  Stn«l(« +  *—<?)  =  Sin  «x1? 
also  ist  ••-.•  «=-.!..:. 

P  Co8  T  • Cog  2  T      Qo' .  C4o'      4 
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...  T  SinT-8h.?T_  o'q.o'p        1 

In  Bezog  auf  das  ^o'pC^  gilt  folgende  Proportion:  ■>  < 

o'p:o#Ci=Sin2:Sino'/?C8=;Sin2: — 5—,    a'8P    os      ==r*V? 
oder 


4Sin*2  QC4a 

Wegen'  A^CiOJ^A^«  ^a*  maD  ^^  C$o':o'p=:  Q#'io'q 
oder 

o'p.C+o1 '  =  C^o'.o'g;  .-ir. 

wird  aUo  durch  diese  Factoren  abgekürzt,  so  zeigt  siofi 

o'p.f/q  _  fio# . C4o'  * 

4SiT^T-     QC4~' 

also  sind  die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  einander  gleich. 
Die  Aehnlichkeit  der  genannten  Dreiecke  o'pC*  obd  o'qC^  gibt 
auch  folgende  Proportiou :  '         •      \  ' ' 

QpzCtg^Cto'.Cio'^ 

(5)  Ctq^j^j.Ctp.  J 

und,  im  &o'pCs,  C^o' :Cip=Sino' pC^i Sin* ^-^tSltife,   also 

t^p=2.CjO  •  Yr"rr  *  ■'■.*' 

(6)  c£,Ä4.^..gg. 

Werden  nnn  die  beiden  Gleichungen  mit  einander  multipiictrt  tmd 
das  Product  durch  die  gleichen  Factoren  abgekürzt ,  so  erhält  man 


C^t/4 

oder.  •••;•'. 


v\ 
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Czo'.cAo<    4   ^Sip*s"        ; 

CtqCtP    C&f       »in*«!  * 

Der  erste  Tbeil  dieser  Gleichung  ist  gleich  den  zweiten  Tbeile 
in  (3),   and  es  ist  daher 

Cos -5-.  Cos -ö        Sin -3-.  Sin -5-        Sin  3 

/iv  * z  *  *  £ 

w  sini(«  +  o  +  c)""Sin4(a  +  6— c)""Sbc  # 

Weil 

and 

so  ist 

/*  rSinT.Co.T-[«       o>yC,40>    _^ 

*"  LSini(a  +  c-6)J   ~  L\q.L\p'  c^*' 

W  LSinJ(Ä  +  c-«) J  -  C^ .  Ctp  C& ' 

A  o'pC4  CN?  A  o'qC4,  mithin 

»'»       ^!£.     j       öV.(C,o'.C4o')      «j/pMCao' .  C4o') 
— 1 —  j^  -^?*     oder     — — -■■  ~^— ~~  ss — ~ » 

4?        <*P  t\q*  Czp* 

^|i  =  ££>    oder  ©'? .  C^o'  =  o'p .  C4o' ; 

sos  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division: 
o'q.Cto'  _o'p.C9o'       ,        o'q.CjQ'     _4 o'p.C^o^      4 

die  Ausdrücke  (7)  and  (8)  sind  also  einander  gleich. 

Fflr  das  AV9C4  hat  man  die  Proportion :  o'^rC^—Sini.Sinc, 
also  ist: 


tpkäriteken  Trigonometrie  out  einer  Figur  im  der  Ebene.      441 

Sin»<?      Sin«z      .         ,     >,    ,    2Sin*c     a  Sin*2    _    , 

=  -=—    oder   o  0.C4O  .— ==--  =  2«— 7 — .  C4/0  \ 

Ctf        o'q*  H  Ctf  o'q 

nun  ist  in  demselben  Dreiecke  o'qC^i 


also 


o'q :  CAo'  =  -^-* :  Sin  1 ,    mithin  2-^.C4o'=  C;C4; 

«      -,    .  2Sin"c       ~  -,    -.. 
09X4«  .-==-  =  CaC4.Sinz, 

C4o" 

.      o'q- Oft'       4    __2CaC4.Sin»  _1 Cos*2 

C4/j.  G,©  *  ^*~~  C4p.  Ciflr  '  Sin-e  ~~  Sin*c  ' 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  entspricht  genaa  dem  «weiten 
Tbeile  in  (7),  and  es  ist  demnach 

A   -,    B        _.  B  „     A       _     C 
Sin -s-.  Cos  "ü         oin-g-.lyOS-H-       C°*'cr 

(!I*  Sin  \Aa+c—b)  ~  Sin  4(6  +  c—  a)  =  ~SÜ?c  ' 

Die-  Gleicbnngen  (I)  and  (II)  geben  nan  folgende: 

r     ±  r    ä 

cos  2.  uos  8      Sin4(a-fg-fc) 

a>  .,.    C       -         Sine 

Sin  3. Sin ^       Sin,(g+6_  c) 

b)         c.    C        ~  Stol         ' 

Sin-g 

S'°-2-Co*¥_SinMa  +  c-p) 
C'  7~C       -  ShTc  ' 

Co82 

Sing-.  Cos  j     Sm\(b+e~a) 

d)       „    c     -       SfiTc 

Cos-j 

Werden  die  Gleichungen  a)  and  b)  einmal  addirt,  einmal  sab« 
trabbt  and  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  c)  oud  d)  bei  gleichzeiti- 
ger Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formeln: 

Tb«ll  XXVI  ■*» 
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Stn(ir±y)  =  S\nxCoay±Co9xSlng, 
Cos(x±y)=zCo8xCoBff:fS\üxSmfß, 

Sinx±Siny  =  2.  Sin ^±^ Cos^y^  und   Sinfcr  =  2 Sin x. Cos«; 

so  erhält  man  die  Gaoss'scfaen  Formeln: 

Cos  j(A — B)     Sin  j(a  4  6)  SwjjA  +  B)     Cos\(g— 6) 

SiniC     —      Q.  «       '  CosiC     ""       _     c 

Sin;j  Cosg- 


CosK^  +  ^)_Cosl(q+6)  Sinj(^-g)      Stnj(q  -  b) 

SiniC      —      r     e      '  CoslC     ~       Q.   c 


Nachschrift   des   Heraasgebers. 

Da  der  geehrte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes 
aof  eine  so  sinnreiche  Weise  zu  den  Gauss* sehen  Gleicbangea 
gelangt  ist,  aus  denen  sich  bekanntlich  auch  durch  Division  un- 
mittelbar die  Neper'schen  Analogien  ergehen,  so  scheint  es  der 
Vollständigkeit  wegen  nun  auch  noch  zweckmässig,  die  Relationen 
zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite  des  sphärischen  Drei- 
ecks daraus  abzuleiten,  was  leicht  auf  folgende  Weise  geschehen  kann« 

Nach  dem  Obigen  ist 

Sin  4(«+ 6)  =  C°a^7j—  SiB  *«» 

Co8i(o+A)  =  ^g±^Co8lc; 

also,  wenn  man  qoadrirt  und  addirt: 

Cos*\{A  — -g)o.  -,     .  Cos*l(A  +  B)„ 


folglich : 


Co8*\(A—B)     Cos*j(A —B)—  Coa*l(A  +  B)„ 
Coa'jU  +  B)     Co^(A  -B)  -  Coa'tq  -t-  /Qat_., .  _,. , . 
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also : 

_  Coä*i(A-B)-S\nHC 

1,08  ,c  -     Co*H(A  —  B)  -  Cos*i(^  +  ^) * 

Sin2i„  _  Co»\(if  +  B)-8lnHC       . 

am  ftc c«aS(i*  —  Ä)  —  Cosai(il  +  2?) ' 

and  folglich,   wie  sogleich  erhellet: 

Co8*i(^—JB)— Sin*iC 


CoS*»C 


Sin*ic  =  — 


S\nAS\nB 
Co8*}(^+Ä)  —  Sin»iC 


Sin  A  Sin  » 
Es  ist  aber 

Cos*J(^— -B)-Siu*iC=Cos2i(il-fi)— Cos*(90<>-iC) 
=  {Cosi(il  —  Ä)  +  Cos(90«-iC)HCos;(^— Ä)-Co8(Ö0°— IC)} 
=     2Co*iW—i(B  +  C—A))Cos\45*-i(A  +  C—B)) 
X2Sln|45°— \{B  +  C—  A)\  Sin(45°— i(A  +  C—  fi)} 
=  SintgO°—  i(Ä  +  C—  il)lSin|90°-i(il+C-Ä)J 
=  Cos  \(B  +  C— 2!)  Cosl(^  +  C—  Ä) 

und 

Cos»J(^  +  £)-  Sin*JC=  Cos*K^  +  »)~Cos»(<K)ü— 4C) 
=stCosi(i<  +  JB)  +  Cos(90o«iC)UCos^  +  Ä)-Cos(900--iC)| 
=     2Cos|46°— l(A  +  B+C))Cos{4&o  +  i(A  +  B-C)) 
x2Sin|45<>— l(A  +  B+C))S\n\4&°+l(A  +  B~C)l 
z=Sln{W>—HA+B+C)\8ii>{W>+l(A  +  B~C)\ 
=  Cob\(A+ B  +  C)Co8i(A  +  B -  C); 

also  nach  dem  Obigen: 

Co»V=     -  SJn  A  8Jn  ß , 

c:  *.    _     Co» &4 + g  +  C) Cos j(^  +  B-C). 
Mn  f  c  -  -  Sin  J  Sin  #  ' 

oder 


444        Onferdtnaer:    Beter  die  KbMtuna  der  Formeln  etc. 

Co',e  ~  V siOsfiTB ' 

~  . i/      Co«  j(A  4  B  +  O  Cog  \(A +B-Q 

Sinic_Y Sin  ^  Sin  ß 

Ana  der  oben  gefundenen   Formel 


folgt,  weil 


„    „        Cos*iG*-Ä)  — Sin*iC 
Cosfic:= Sin  JS.nl 


Coac  =  2Cos*ic  — 1 


ist,   auch 


CoSC  = 


2Co**i(A  -  £)~-2Sin*|C-  Sin  .4SinÄ 


Sin  ^4  Sin  V? 

_  j2Cos«;(il-i?)-ll+t1-2Sin«4C)-Sini<SinJB 

Sin  A  »Sin  Ä 

Cos  (^  —  B)  +  Cos  C—  Sin  A  Sin  ff 
~  Sin  A  Sin  £ 

also,  wenn  man  Cos(A — B)  entwickelt: 

CosC+CosACosß 


Cosc= 


Sin  ^  Sin/? 


woraus  man  Cos  Je  und  Sin  Je  auf  bekannte  Weise  entwickeln  kann* 

Aus  defti  schonen  Aufsätze  des  Herrn  Unferdinger,  der 
aieb  an  meinen  Aufsatz  im  Archiv.  Tbl.  XXV.  S.  225.  anschüesst, 
und  meinen  vorstehenden  Bemerkungen  sieht  man,  dass  sich  aus 
der  ganz  in  einer  Ebene  verzeichneten  Figur  Tbl.  XXV. Ta f. III. 
Fig.  5.  die  ganze  sphärische  Trigonometrie  mit  Leichtigkeit  ablei- 
ten lässt.  Eine  solche  streng  systematisch  geordnete  möglichst 
einfache  Ableitung,  wozu  das  Material  vollständig  in  Herrn  Dn- 
ferdinger's  und  meinen  Aufsätzen  enthalten  ist,  mochte  ich 
für  zweckmässig  halten  und  wurde  einem  derartigen  Aufsatze 
gern  eine  Stelle  im  Archiv  einräumen.  Eine  solche  Ableitung 
dürfte  nützlich  für  den  Unterricht  sein,  wie  sie  auch  Herr  Un- 
ferdinger nach  seinen  mir  gütigst  brieflich  gemachten  Mitthei- 
lungen praktisch  bei'ro  Unterrichte  schon  erprobt  hat  G. 
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Einige  Sätze  über  die  Zahlen« 


Von 


Herrn  Hofrath  L.  Oettinger, 

Professor  an  der  Universität  m  Freibars;  i. 


5.  ]. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  aller  ein-,  zwei-,  drei-  u.  s.  w.  bis 
mstelligen  Zahlen  durch  At,m,  so  bat  man 

(1)  J|f»  =  10--1, 

denn  die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  sind  die  Versetzungen 
mit  Wiederholungen  zu  den  verschiedenen  Classen  oder  Dimen- 
sionen aus  den  Elementen 

0,     1 ,    2,    3,  ....  9, 

d.  i.  aus  den  zehn  Zahlzeichen.  Alle  Gruppen,  worin  das  Zeichen 
0  als  Anfangselement  ein  oder  mehrere  Male  wiederholt  erscheint, 
bilden  Zahlen  von  niederen  Stellen,  da  die  0  in  diesem  Falle 
nicht  geschrieben  wird.  Eine  Gruppe  entsteht,  worin  die  0  aus- 
schliesslich vorkommt.  Sie  fallt  aus  der  Reihe  der  Zahlen  weg« 
Es  ist  daher 

(2)  4*.  =  #"[0,  1,  2,....  9]«-l  =  1©-— 1. 

Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  aller  mzifferigen  Zahlen  durch 
Am»  so  hat  man  hieraus 

(3)  Am=z  Alfm-Al9m^  =  10»  -10»-*  =  9.10»-». 

§.  2. 

Dieser  Satz  schliesst  eine  Zerlegung  ein,  aus  welcher  wei- 
tere Anwendungen  geschöpft  werden  können. 
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Die  0  spielt  nämlich  bei  Bildung  der  Zahlen  des  Dezimal- 
systems dadurch  eine  besondere  Rolle,  dass  sie  durch  den  Vor- 
austritt keine  neue  Zahl  erzeugt,  sondern  nur  durch  ihr  Erschei- 
nen auf  einer  der  nachfolgenden  Stellen.  Bei  einer  mzifferigeo 
Zahl  kann  sie  also  nur  auf  einer  der  (m  — 1)  letzten  Stellen  in 
allen  möglichen  Zusammenstellungen  und  Wiederholungen  erscheinen. 

Zerlegt  man  nun  die  mzifferfcen  Zahlen  in  Rücksicht  auf  0, 
so  hat  man  folgende  Fälle: 

a)  Zahlen,  die  keine  0  enthalten; 

b)  „         welche  0  einmal  enthalten; 

c)  „        welche  0  zweimal  enthalten; 


m)  Zahlen,  welche  0  (m — l)mal  oder  als  ein  (m— l)faches  enthalten. 

Tritt  die  0  als  Einfaches,  Zweifaches,  Dreifaches  u.  s.  w.  auf, 
so  ist  die  Folge,  dass  die  Classe  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen, worin  die  übrigen  Ziffern  erscheinen,  um  ein,  zwei, 
drei  Einheiten  u.  s.  w.  sich  verringert.  Bringt  man  das  Gesagte 
in  Rechnung  und  wendet  hierauf  §.  41.  meiner  Combiuationslehre 
an,  so  bat  man  der  Reibe  nach  für  die  oben  angedeuteten  Fälle 
Folgendes : 

a)  P'[l,  2,  3,. ...9]«  =  9«, 

b)  P'[l,  2,  3,....9]"-1.Z[m-.l,0]'=:?^^9— *, 

c)  P'[l,  2,  3,...9]^%-l,0p==^^V«, 


d)    P'[l,  2,  3, ....  9]-»Z[m-l,  0]»  =  ("-W^W"-®^-*, 

•  > 

m)  P'[l,  2 9]iZ[m  - 1 ,  0J-»  =  ^"^g^^l*'8'1  »• 

Hiernach  ist  die  Anzahl  aller  mzifferigen  Zahlen  mit  und  ohne  0: 
(4)  An  = 

=  9 .  (9  + 1)"»-1  =  9. 10"-», 
wie  vorhin. 
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§.  3. 

Aas  der  Zerlegung  in  §.  2.  ergibt  sich  eine  Methode,  die  An- 
zahl aller  mzifferigen  Zahlen  zu  bestimmen»  die  sich  durch  die  in 
ihnen  vorkommenden  verschiedenen  Zahlzeichen  (nicht  durch  ver- 
schiedene Stellung  derselben)  von  einander  unterscheiden.  Hierzu 
wird  nur  nötbig,  dass  man  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen 
Gruppen  in  den  unter  a)  bis  m)  aufgeführten  Symbolen 

(5)  P'[1,2,....9J»,  P'[l,2 9]— *,  />'[1,2,....9]—», 

....P'[I,2,....9]«,  P'[l,  2,. ...9]» 

bestimmt. 

Es  zeigt  sich  nämlich  leicht,  dass  durch  den  Zutritt  von  0 
als  Ein-  oder  Hehrfaches  in  eine  Gruppenreihe  die  Anzahl  der 
unter  sich  verschiedenen  Gruppen  (hier  Zahlen)  weder  vermindert, 
noch  vermehrt  wird,  sondern  ganz  unberührt  bleibt» 

Untersucht  man  nämlich,  um  diese  darzuthun,  zwei  verschie- 
dene fünfziflVrige  Zahlen,  etwa  58780  und  58760,  worin  die  0  ein- 
mal erscheint,  so  hat  man 

58780  «8760 

58708  58706 

58078  58076 

50878  50676. 

Die  Verschiedenheit  beider  Zahlengruppen  führt  auf  folgende 
zwei   Fälle   zurück: 

58780   und   58760; 

der  Zutritt  der  0  ist  gleichgültig  und  die  Verschiedenheit  beider 
Zahlen  beruht  auf  der  Verschiedenheit  der  übrigen  Zahlzeichen, 
und  ist  dasselbe*  als  wenn  die  zwei  vierzifferigen  Zahlen 

5878   und   5876 

unter  einander  hinsichtlich  der  Ziffern  verglichen  worden  wären. 

Dasselbe  gilt  von  jeder  andern  denkbaren  Zahl,  und  hierdurch 
ist  der  Satz  gerechtfertigt,  dass  der  Zutritt  der  0  als  ein  Ein- 
oder  Mehrfaches  auf  die  Verschiedenheit  der  Zahlen  keinen  Ein- 
fluss  übt  und  daher  bei  Erörterung  der  vorliegenden  Fr%ge  nicht 
in  Betrachtung  kommt 

Hiernach  fällt  -die  Bestimmung  der  Anzahl  aller  unter  sich 
verschiedenen  mzifferigen  Zahlen  mit  Bestimmung  der  Anzahl  (dar 
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Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  aus  den  neun  Zahlzeichen  1,  2.  3,  4,....  9 
zur  lsten,  2ten,  3ten , ....  tuten  Gasse  gebildet  werden. 

Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  aller  unter  eich  verschiede- 
nen mzifferigen  Zahlen  durch  Bm9  so  erhält  man  aus  der  unter  (5) 
angegebenen  Schematistrung  hierfür: 

mx     j»       9.10....(9  +  m-l)  .  9.10,...(9+m-2). 

(6)  Bm= — r2~m —  + '  i;2.r.r(m-i)  + 

9.10.11     9.10     9 
'■•■    1.2.3    *  1.2  +r 

Diese  Reihe  läset  sich  so  umformen: 

/0f.  D         1.2.... o      1.2.U....V 

W  Ä-  =  r2T^8  +  1.1.2....8 

1.2.3.4.... 10       1.2.3....  II  1 .2.3....8.9. 10.  ..(9+«-lJ    . 

1.2.1.2....8      1 .2.3. 1.2....H  1 . 2.  o....  o ,  1  vz....m 

=  t']«  +  t2].  +  [3],+  [4].....  +  [m+l],-l 

=  [m  +  l],-l. 

„.„„   [rJj=r(r  +  l)(r4-2)        (r  +  ,-1)   ^^ 

Nun  ist 

1.2.3....»(m+l).  ..(m+9)     10.11....(m+9) 
Im  +  lJ,-      i, 2. 3.... m. 1.2.3. ...9      ~       1.2. ...w 

=  [10],. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Ansaht  der  unter  sich,  durch  die  darin 
Torkommenden  Ziffern  verschiedenen  mstelligen  Zahlen  durch  fei« 
genden  einfachen  Aufdruck: 

/fix     »        (m+l)(m+2)....(m+9)     .      10.1l.12....(m+9) 
(ö)    /*._  f^^Tö  »-     1.2.3... .in     ""* 

=  [m  +  l]>-l=[10]w--l; 

die  erste  Form  ist  bequem  wenn  m>9,  die  sweite  wenn  m<9 
ist.  So  hat  man  der  Reihe  nach  fär  die  Anzahl  aller  unter  sich 
verschiedenzifferigen  Zahlen  in  den  Einern,  Zehnern»  Hundertern, 
Tausendern : 
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_       10.11.12.13.14     ,      1ÄA, 
g»=     1.2.3.4.5 1='2001' 

_       10.11.I2.13.14.1S     ,     „__. 
Bt=s      1.2.3.4.5.6     -|=M04' 

n  s.w.,  während  die  Anzahl  alter  möglichen,  durch  Stellang  der 
Ziffern  und  dem  Werthe  nach  verschiedenen  Zahlen  in  den  Einern, 
Zehnern,  Hundertern,  Tausendern  u.  s.  w. 

4=9,    /I2=90,    4=800,    4=9000,    4=90000 

u.  8.  w.  beträgt.  Diese  Zahlen  sind  sehr  klein ,  denn  unter  den 
9  000000  siebenstelligen  Zahlen  (Millionen)  belinden  sich  nur 
11439  und  unter  den  9  000  000  000000  dreizebnstelligen  Zahlen 
(Billionen)  nur  497419  Zahlen,  die  sich  von  einander  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden. 


J.  4. 

Mit  Hfllfe  von  (8)  S<  3.  lässt  sich  nun  die  Anzahl  aller  unter 
sich  verschiedenen  ein-,  zwei-,  drei-  u.  s.  w.  mzifferigen  Zahlen 
auf  ganz  einfache  Weise  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  1 , 2,  3....m 
statt  m  in  (8)  und  bezeichnet  die  Summe  dieser  Zahlen  durch 
Bi,m,  so  hat  man: 

*w*=  Pls  +  W*  +  [*]*  + ....  [m+lk-m 

=  [!]•  +  Ms  +  PI  +  [4> ....  +  [m+l]9  -  (m+1) , 
und  hieraus: 

(9)  Äi*.  =  (m  +  l]10-(m  +  l), 

oder  da 

r    j_n         1.2.3....m(m  +  l)....(m+10)     11. 12. 13.. ..(m+ IQ) 
L»+lJio—         1.2.3....m.l.2....1U         -         1.2.3.77m 

ists 
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(10)  Bl$m=  [m+l]l0-(m  +  l)=[ll]«-(m+l). 

Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  das  Zahlensystem  an,  so 
ist  die  Anzahl  aller  Zahlen,  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern 
von  einander  unterscheiden: 

von  ]  bis  9:  B\n  =  j— 2==9' 


99         *       »$ 


»f         *       ft 


99:  ^^=^-3=88, 

999t  B„3  -"'%'"-*»»» 


„  1  „  MM):  ^-lli"l?il4"il,aW>> 

„  1  „  99999:  *i*=l\™£}^ -*=**' 

„  1  „  999999:  Bi*^™'] ;;"-7=*801tt, 

„  1  „  9999999:  Air«"j[";;;^I7-B«iaM0» 

U.   8.  W. 

Auch  diese  Anzahlen  sind  sehr  klein,  denn  unter  allen  Zah- 
len, die  6  Stellen  und  weniger  haben,  befinden  sich  nur  8001, 
und  unter  allen  Zahlen,  die  12  Stellen  und  weniger  haben,  nur 
646633  Zahlen,  die  sich  von  einander  durch  verschiedene  Ziffern 
unterscheiden.  Alle  übrigen  Zahlen  werden  durch  Versetzung 
dieser  Ziffern  erzeugt. 


§.  5. 

Die  Zahlen  zerfallen  hinsichtlich  der  Art  ihrer  Erzeugung  durch 
Ziffern  in  solche,  worin  einzelne  Ziffern  wiederholt,  und  in  solche, 
worin  keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt«  Hält  man  diesen  Unter- 
schied  fest,  so  fragt  es  sich 

a)  wie  gross  ist  die  Anzahl  alier  msteüigen  Zahlen,  worin 
keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt? 

b)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  mstelligen  Zahlen,  worin 
eine  Ziffer  wenigstens  wiederholt  (zwei  oder  mehrere  Male)  vorfcemmtf 

Die  Beantwortung  der  ersten  Frage  fallt  mit  der  Gruppenzahl 
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der  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  zusammen,  «renn  man  die 
Zahlzeichen  als  Elemente  nimmt  und  dabei  die  Natar  der  0  in 
Rücksicht  zieht. 

Die  Anzahl  der  mstelligen  Zahlen,  worin  keine  0  und  keine 
wiederholte  Ziffer  vorkommt,  ist 

M=P[l9  2,  3,....9]-  =  9«l-1  =  9.8.7....(9-- ro+1). 

Tritt  die  0  zu,  so  kann  sie  nur  als  Einfaches  in  den  (m  — 1) 
letzten  Stellen  erscheinen.    Die  hierdurch  bedingte  Zahl  ist 

2V=P[1, 2, ....  9]— *xZ[m-l,  0]*  =  ^J^9— »M 

=  5^-9.8.... (9— m  +  2). 
Bezeichnet  man  mm  die  fragliche  Anzahl  durch  Cm,  so  hat  man: 

(11)  CU=^^+£jp9^l-^^ 

Man  sieht  hieraas ,  dass  m  nicht  grosser  als  10  werden  kann, 
wie  das  sein  muss. 

Die  Anzahl  aller  mstelligen  Zahlen,  worin  wenigstens  eine 
Ziffer  zwei  oder  mehrere  Male  wiederholt  vorkommt,    ist  sofort: 

(12)  Z>IW  =  9.10»-*— 9.9*-1!-1. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Menge  der  Zahlen,  worin  keine  Ziffer 
wiederholt  vorkommt,  beschränkt;  die  Menge  derjenigen  aber,  wo- 
rin Wiederholungen  vorkommen,  unbeschränkt  ist.  Die  erste  Art 
von  Zahlen  reichen  nur  bis  in  die  Zehntausend  Millionen.  Man 
hat  hiernach  der  Reihe  nach  unter  den  ein-,  zwei-,  drei-  bis 
zehnsteUigen  Zahlen  folgende  Mengen  fär  Zahlen,  die  keine  wie- 
derholte Ziffern  führen: 

Anzahl  der  Istelligen  Zahlen:    (\  =9  =9, 

„         „    2      „  „  C%  =9.9  =  81, 

„    3     „  „         C,  =9.9.8  =648, 

Ct  =9.9.8.7  =4536* 

C,  =9.9. ...6  =27216, 

Ca  =9. 9.. ..5  =136080, 

C,  =9.9..  ..4  =844320, 

C,  =9.9. ...3  =1632960, 

C,  =9.9.  ...2  =3265920, 
4#= 9.Q....2. 1=3260920. 
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Es  gibt  also  im  ganzen  Zahlensystem  Dicht  mehr  als  8877090 
Zahlen,  worin  jede  Ziffer  nur  als  Einfache»  oder  nicht  wiederholt 
Tor  kommt 

Dagegen  tot  die  Menge  der  Zahlen ,  worin  wenigstens  eine 
Ziffer  zwei-  oder  mehreremal  wiederholt  vorkommt,  nach  (12): 

bei  den  Istelligen  Zahlen  Dx  =0, 

*      »>  »»        **±  ~v* 

3      „  „        D,  =282, 

,.  »»    5  „  „  Z>6  =02784, 

,,  .,    0  ,f  „  A,  =703920, 

„  „    7  „  „  />,  =8455080, 

„  „    8  „  „  D%  =88307040, 

„  „    9  „  „  D9  =890734080, 

„  „  10  „  „  Ao  =  8990734080. 

Alle  späteren  Zahlen  (11*,  12stellige  u.s.w.)  enthalten  wie* 
derbolte  Ziffern.  Die  Menge  der  1,  2,  3....  bis  lOstelligen  Zah- 
len, die  wiederholte  Ziffern  fuhren,  ist  U25mal  grosser  als  die 
Menge  derer,  welche  keine  wiederholte  Ziffern  führen,  und  die 
Menge  der  erstem  ist  9991122309. 

5.  o. 

Ehe  noch  weitere  Fragen  über  die  Natur  der  Zahlen,  worin 
wiederholte  Ziffern  vorkommen,  beantwortet  werden  können,  ist 
noch  Einiges  Ober  die  Zahlen  zn  bemerken,  worin  0  mehreremal 
wiederholt  vorkommt 

Die  Menge  der  mstelligen  Zahlen,  worin  0  gerade  rmal  wie- 
derholt, nicht  mehr,  nicht  weniger,  vorkommt,  ist  nach  den  Be- 
merkungen des  §.  2. : 


(13)    Fr=P'[l,  2, ....  9p»--. Z[ro-1,  0]>=(m— l)r.9"»-r 

(m  — l)(m-2)....(m— r)„ 

-  1.2.. ..r  ^    ' 

Hiernach  kann  man  die  Menge  aller  Zahlen,  welche  m  und  weni- 
ger Stellen  fuhren,  angeben,  worin  die  0  gerade  rmal  wiederholt 
erscheint.  Man  hat  zu  dem  Ende  statt  m  allmälig  die  Werthe 
r  +  1,  r  +2,  r  -f-3, ....  m  zu  setzen..  Bezeichnet  man  diese  Menge 
durch  -Fr,»»  so  gewinnt  man: 
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(14)    /V,»=(r)r9H(r+l)y»»+(r+2)r9»+....(iii-l)r9^-' 
=  [1>9V+ [2>^  +  [3]r98 ....  [m  ~r]r9»-', 

oder  wenn  man  No.  304.  p.  167.  meines  Differenzialcalcab  anwen- 
det,  m—r  statt  r,  r  statt  p,   q  statt  x  schreibt: 

Üm— rfl 

<15>  F^-1.2.3....r.^^-r)m9r 

— r.Cm-rK-1!1.»!^-!  +  (r)*(in  — r)^-al1m*M9^-a 
-  «3  (m-r)-«H  »•H**-«....  (-)'(r)rm'M](--)H-i(r)f  g^ . 

Die  erste  Darstellung  wird  anwendbar  sein ,  wenn  r  eine  grosse 
Zahl  und  (m  —  r)  nicht  gross  ist,  die  zweite,  wenn  (m—r)  gross 
und  r  nicht  gross  ist. 

Die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  0  gerade  drei- 
mal wiederholt  erscheint,  ist  sofort  aus  (13): 

Die  Menge  aller  Zahlen ,  welche  sechs  Stellen  und  weniger  füh- 
ren und  worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  aus  (14): 

fs*  =  [1]»9  +  PJs«9  +  [3],  9»= 7Ö23. 

■ 

Die  Menge  aller  Zahlen,  welche  zehn  Stellen  und  weniger  haben 
und  worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  aus  (14) 
und  (15): 

*Vio  =  [l]a 9  +  [2]3  9«  +  [3]89»  +  . . . .  [7],  9* 
=OT8*[7,8'993  ""  3.78I0.9+3.7.10.9.9  - 10.9.8]  +^=433735650. 


§.  7. 

Da  jede  Ziffer  in  den  einzelnen  Zahlen  wiederholt  vorkommen 
kann,  so  entsteht  die  Frage: 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  mstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  gerade  nmal,  eine  zweite  gerade 
pmal,  eine  dritte  gerade  o/mal  wiederholtes,  f.  erscheint? 

Bezeichnet  man  die  «fache  Wiederholung  «iaer  Ziffer  durch 
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das  Symbol  e*  und  die  fragliche  Anzahl  dcreb  A(e*,  &,  ei....), 
so  hat  man  zur  Beantwortung  dieser  Frage  «wischen  Zahlen,  die 
keine  0,  und  solchen,  die 0  enthalten ,  zu  unterscheiden.  Im  ersten 
Falle  kommen  9,  im  zweiten  10  Elemente  in  Betrachtung,  das 
Letztere  jedoch  in  der  Weise,  dass  die  0  nicht  auf  der  ersten 
Stelle  erscheinen  kann.  Hier  kommen  die  Gesetze  des  5.  und  7.  Ab- 
schnittes meiner  Combinations- Lehre  in  Betrachtung,  womit  auch 
eine  Abhandlung  in  diesem  Archiv  (XV.  Bd.  3.  Hfl  S.  261.  $.  7.)  zu 
vergleichen  ist,  und  man  hat  zu  bestimmen»  wie  viele  Versetzun- 
gen die  in  einer  Zahl  vorkommenden  gleichen  und  ungleichen 
Ziffern  unter  einander  eingehen  kunnen. 

Bei  Zahlen,  welche  keine  0  enthalten ,  wird  diese  Menge  durch 
den  Ausdruck: 

(16)  A{<*>  er,  <*....)=1>t|1  lp|1  ltjl       Xfrl-* 

bestimmt  x  enthält  hier  so  viele  Einheiten,  als  Exponenten  auf« 
treten.  Man  findet  also  x,  wenn  man  die  vorkommenden  Expo- 
nenten selbst  als  Einheiten  betrachtet  und  in  eine  Summe  verei- 
nigt Kommt  in  (16)  ein  oder  mehrere  Exponenten  wiederholt  vor, 
so  wird  das  Verfahren  in  Nichts  geändert  und  jede  Wiederholung 
auch  als  Einheit  gezählt  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  in 
diesem  Falle  die  Fakultät  9*1-*  durch  die  Fakultät  1  in  der  so 
vielten  Dimension  getbeilt  werden  muss,  als  derselbe  Exponent 
wiederholt  erscheint    Hiernach  wird  sein: 

A(e*,  **,**,&,  ei..~)  —  Wi#Wi .l«|i.ip|i_XTIjr> 

(17)  ; 

f  A(e*,  **,  eP,  sP,  e*....)  —  J-|1#W1 .if|i.i»|i...XpHi7I5Ji 

u.  s.  w. 

Tritt  nun  die  0  als  Ziffer  in  die  fraglichen  Zahlen  ein,  so 
muss  der  Ausdruck  (16)  für  jeden  Exponenten  n,  pf  q  in  Bezie- 
hung auf  0  besonders  in  Rechnung  gezogen  werden.  Hiernach 
hat  man  für  die  0  als  w  fach  es: 

(18)  A^^^^^^^^^EtS^^ 

für  die  0  als  rfaches: 

(19)  4(*",  «f,  sf....or) 

l»fH-f....|i  ^ng,_f(n+p+y....-l)rM 

BM*.RWX9"    W 

iL  s.  w.    Dseserb*  gUt*  Air  den  Ausdruck  (17). 
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Bei  der  Werthiastimn— g  ve»  *  m  (18)  an«  (19)  datf  der 
Exponent  der  0  als  Einfaches  nicht  gezählt  werden»  denn  sie  tritt 
in  diesem  Falle  für  sich  als  ein1  besonderes  Element  in  den  Cal- 
cul.  Kommen  gleiche  Exponenten  vor,  so  tritt  0  nach  der  Natur 
der  Aufgabe  nur  fär  einen  von  ihnen  ein.  Im  Uebrigen  bleibt  die 
Behandlung  unverändert. 

Das  Gesagte  wird  sich  in  Beantwortung  der  Frage:  Wie 
gross  ist  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen»  worin 
eine  Ziffer  gerade  dreimal,  eine  zweite  zweimal,  eine 
dritte  einmal  erscheint?   verdeutlichen. 

Hier  sind  folgende  Fälle  möglich: 

a)  die  Zahlen  fuhren  keine  0.  Es  ist  n=3,  p=2,  9=], 
x=  1+1  +  1  =  3,   und  man  erhält: 


I»>  Di*Q  erschein*  ala  Dreifaches»  Es  ist  .r  ==1+1=2, 
t=3,  psx2,  q*sl9  und  es  entsteht  ans  (!&)& 

A&, «',  0>)=f^}.9.8  oijh2160' 

c)  Die  0  erscheint  als  Zweifaches: 

d)  Die  0  erscheint  ah  Einfaches  : 

A{*,  e»  0l)=f^|^.9.8><  j=3600. 

Hiernach  ist  die  Anzahl  aller  sechsstelligen  Zahlen,  welche 
den  oben  genannten  Bedingungen  genügen: 

^=30240  +  2160+2880+3600=38880. 

Wie  gross  ist  die  Menge  aller  sechsstelligen  Zah- 
len, worin  zwei  verschiedene  Ziffern  gerade  je  zwei- 
mal und  zwei   andere   gerade  je  einmal  vorkommen? 

Hier  hat  man 

a)  ohne  0,  n=2,  p=2,  ?=1,  r  =  l,  ^=1  +  1+1+1=4, 
und  es  wird: 

*#«    •    f     *     «.5.4.3.2.1      fc£»7.6     „^^ 


456  Oettinper:    Einige  Satte  über  tue  Z*äte*. 

b)    mit  der  0  (als  Zweifaches  und  Einfaches): 

*,*    »     ,  <Mv      4.3.2.1       9.8.7      5.4     „_>Ä 
Mf,  ^,  e\  0>)  =  j^  X  XT  X  O=3024°' 

At  m.       m        i     aiv  5.4.3.2.1  9.0.7     ö         n»riftrt 

A(e\  *,  .1,  ot)  =  rTTYri  X  t^-  •  j  =  37800; 

die  gefachte  Anzahl  ist 

4=204120. 


§.  8. 

In  6.  7.  worden  die  Zahlen  betrachtet,  insoferne  die  darin  ror- 
kommenden  Ziffern  alle  möglichen  Stellungen  unter  einander  ein- 
nehmen. Schliefst  man  nun  die  unter  sich  möglichen  Versetzun- 
gen aus  und  betrachtet  die  Zahlen  nur  insoferne,  als  sie  sich  durch 
die  darin  vorkommenden  Ziffern  von  einander'  unterscheiden,  so 
wird  man  zu  folgender  Frage  gelahrt: 

Wie  gross  ist- die  Anzahl  aller  mstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  wnial,  eine  zweite  pmal,  , eine  dritte 
o/mal  vorkommt,  u.s.  w.,  die  sich  durch  Verschieden- 
heit der  in  ihnen  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden? 

Die  fragliche  Anzahl  wird  ganz  auf  die  in  §.  7.  angegebene 
Weise  ermittelt,  jedoch  mit  dem  Unterschiede«  dass  in  den  Aus- 
drücken (16)  bis  (19)  §.  7.  die  Vorzahlen,  welche  durch  die  Ver- 
setzungen und.  Zerstreuungen  bedingt  werden,  wegfallen.  Hier- 
nach ist  für  Zahlen,  worin  0  nicht  erscheint: 

(20)  B(e«,eP,e*....)=:9*\-l  =  9.8.7....(P-x+l)9 

(21)  B(e",e»,  e«,  ei»....)=-|8{r= j^j — -— > 

u.s.w.    Für  Zahlen,  worin  0  als  n-,  rfacbes  u.s.  w.  erscheint: 

(22)  B(e*,  e»....0")  =  9*M, 

(23)  B(tr»,  «*....  &')  =  9*l-1, 

u.  8.  w.    Die  Werthhestiuimdng  von  x  unterliegt  den  oben  ange- 
gebenen Bedingungen. 
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Hiernach  ist  die  Menge  der  sechsstelligen  Zahlen*  worin  eine 
Ziffer  gerade  dreimal ,  eine  zweite  zweimal ,  eine  dritte  einmal  er- 
scheint, und  die  sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

B  =  B(e*,  **,  el)  +  B(e*,  e1,  08)  +  Ä(e8,  el,  02)  +  Ä(es,  e«,  O1) 

=  9.8.7  +  9.8  +  9.8  +  9.8  =  720. 

Die  Mengen  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  zwei  verschiedene 
Ziffern  je  zweimal  und  zwei  andere  je  einmal  erscheinen  und  die 
sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

B  =  B(e*,  e*9  e1,  el)  +  £(«*,  e1,  e1, 02)  +  B(e*9  e*9  e1,  O1) 

9.8.7.6     9.8.7     9.8.7 
~1.2.1.2  +    1.2   +  1.2  —lM}, 

während  die  Anzahl  der  hierdurch  bedingten  wirklich  vorkommen- 
den Zahlen  im  ersten  Falle  38880  und  im  zweiten  Falle  204120 
beträgt.  Man  sieht,  mit  welch  geringen  Mitteln  eine  ungewöhn- 
lich grosse  Wirkung  im  Zahlensystem  hervorgebracht  wird. 

Die  Anzahl  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  unter  diesen 
Bedingungen  sechs  verschiedene  Ziffern  (als  einfache)  vorkommen, 
ist  sofort: 

n     9. 8.. ..5. 4  .  9. 8. 7.6. S  _Mn 
B—  1.2....6   +1.2.3.4.5  -210# 

Für  den  speciellen  Fall,  wenn  die  Menge  aller  mstelligen  Zah- 
len» worin  lauter  verschiedene  Ziffern  als  einfache  vorkommen, 
bestimmt  werden  soll,  hat  man: 

n     ,im        10.9.8....(10-m  +  l) 
2?  =  (10)w  = !.2.3....m ' 


§.9. 

Die  in  §.  7.  und  §.  8.  gefundenen  Sätze  können  zu  weiteren 
Anwendungen  benutzt  werden: 

a)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, worin  irgend  eine  Ziffer  wenigstens  rmal 
wiederholt  erscheint; 

b)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, die  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unter- 
scheiden und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wie- 
derholt erscheint. 

Theü  XXVI.  *V 
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Um  diene  Fragen  xu  beantworten,  hat  man  die  Exponenten 
der  nachstehenden  Symbole 

A(ßF9  e*,eP....),    i<(sN-ife*, «*....)»    A(e*+%,  e*f  *....), 

A{&+*%&,  er... .)..>.  A(em-1fel)9    A(e~) 
und 

B(er,  *»,€*....),  B(er+l,e*,e*....),   B(e*+*,  e",  er....)  — 

....B(*—1,  e1),   Ä(e~) 

ao  an  behandeln,  dass  jede  Exponentensumme  för  sich  die  Zahl 
m  in  den  verschiedenen  Classen  erzeugt  oder,  was  dasselbe  ist» 
die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  zur  Summe  m  ans  den 
entsprechenden  Classen  zu  bilden  und  dann  die  einzelnen  Sym- 
bole nach  (16) — (19),  §.  7.,  und  (20)  —  (23),  §.8.,  zu  untersuchen. 

Soll  hiernach  die  Menge  aller  möglichen  sechsstelligen 
Zahlen  bestimmt  werden,  worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal 
wiederholt  erscheint,  so  hat  man  folgende  Symbole: 

4(**,0i),    A(e*) 

nach  (16)  — (19),  §.7.  zu  behandeln.  Aus  dem  ersten  Ausdrucke 
ergibt  sich,  wie  in  $.7.  gezeigt  wurde,  folgende  Menge: 

At  =  A(e*,  e«,  el)  +  A(e*,  c«,  0lHA(*,  e\  W)+A(e\  e\  08)= 38880. 

Aus  den  folgenden  entstehen  der  Reihe  nach  folgende  Mengen : 

a,  %    *  .  a,  +  M,       ß5H1     9.8.3.2.1  A  5.4.3     otA 
A%  =  A{e\  e*)  +  A{e\  08)  =  jpj^  .  j^+ J70 • 9'  1^23  =  810' 

AZ  =  A  (e*9  e\  e\  e>)  +  A  (e\  e\  e\  01)  +  A  (e\  e\  e\  08) 

_6«M  9.8.7.6  .  51-*    9.8.7  9.8.7  5.4.3 

—  TUT'  1.2.3   +  IM  *    1.2  'ö+*#i','rO,OT3 

=60480+25200  +  5040=90720, 

A4  =  A(e*,  **)  +  J«*.  0«) +A(+,  0*)  =  j-^.9 .8+9.  J^+9.j^ 
=  1080  +  90  +  45  =  1215, 

A6I— 1     Oft? 

A\  =  A(e*,  e\  e*) + J(e«,  •».  0')  +  ^(«»,  «»,  0«)  =  ^j- .  ^ 

8»)-*  0  8  5 

+  Tijr»-8.5+2.  j^.  j  =7660+ 1800+3flO=B«20, 
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^==il(e^^)+^(l?^ol)  +  il(lJ^o*)=^j^.9.8+li[^.s.o+9 

«»  499  +  45  +  9=486, 
ilr  =  ^(e«)  =  -Tjjr.9=9; 

die  gesuchte  Anzahl  ist  hiernach: 

A  =  141840. 

Untersucht  man  nun  dieselben  Symbole  nach  (20)  —  (23),  §.  8., 
so  erhält  mau  die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  die  sich 
durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer 
wenigstens  dreimal  wiederholt  enthalten.   Es  entsteht  der  Reihe  nach 

Bx  =B(e9,  e*f  el)  +  B(e\  e»  01)  +  B(e*,  e*f  0»)  +  B(e*9  e\  0») 
=9.8.7  +  9.8  +  9.8+9.8  =  720, 

B%  =  B{e\  e*)  +  £(e*,0»)=j^+9=45, 

Bt  as  Sie9,  e\  e\  e*)  +  B{e\  e\  e\  01)  +  B(e\  e\  e\  0») 

_  9.8.7.6     9A^7     9.8.7 

-   1.2.3   +   1.2  +1.2.3-Ö4Ü* 

Ä4=Ä(e*,c«)  +  Ä(c4,0^  +  Ä(ca,0*)=9. 8  +  9  +  9  =  90, 

987  9-8 

Ä»  =  Ä(e*,e»,c«)+Ä(e4,c',0»)+/?(eSe»,0*)  =  y~+9.8+g=3flO. 

B,  =  Ä(c»  «»)  +  B(e*,  0»)  +  £(•*,  0»)  =  9.8  +  9  +  9  =  90, 

Br=B(e<)  =  9; 

die  fragliche  Ansahl  ist  hiernach 

£  =  2154. 


J.  10. 

Einfacher  als  in  {.9.  geschah,  lassen  sich  die  gesachten  An- 
sablen  finden,  wenn  man  die  in  J.  2.  und  $.  3.  aufgestellte  Zer- 
Ugongsweise  anwendet 
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Um  die  unter  a)  §.  9.  gestellte  Aufgabe  zu  losen,  hat  man 
alle  Glieder  des  in  §.  2.  gegebenen  Schemas  in  Calcul  zu  ziehen, 
worin  0  in  der  rten  und  in  einer  höheren  Dimension  vorkommt 
Diess  fahrt  zu  folgender  Darstellung: 

(24)  M=(m— l)r9»-'-  +  (m— ])r+i9"»-'-1 

+  (m— 1)h-»9»»- r-«  +  . ...  (m—  O^-iO1. 

Ausserdem  müssen  noch  folgende  Ausdrücke: 

/*(1,2,.... 9)«,    P,(l,2,....9)"-*Z[m— 1,0^, 

/*(l,  2, ....  9)— iZ[m- 1,  0*]*, 


/*(! ,  2 9)— r+i  Z[m-1,  (K-1]^, 

oder  vielmehr  die  Ausdrücke: 

/>(1,2,....9)»»,  /*(1,2,....9)»»-*,   P/(l,2,...9)«*-»..../y(l,2,...9)«— '+i 

in  so  weit  untersucht  werden ,  als  in  denselben  eine  Ziffer  wenig- 
stens rmal  vorkommt  und  die  hieraus  fliessenden  Gruppenzahlea 
der  Reihe  nach  mit  1,  (m — 1)!,  (m — l)a,  (m— 1)8  ....  (m — l)r-i 
vervielfacht  werden. 

Diess  kann  durch  folgende  Formel  geschehen ,  die  ich  in  die- 
sem Archiv  (XV.  Theil.  S.  296.)  entwickelt  habe: 

(26)  'P[lr,2',  3^..9r]9=9.2?[r]*8*.9*-'-* 

-  9.82?[4, .  7Jf(2£[r]r+H.,8* .  9f-*-f-*) 
+  9.8.72r[r],6^Mr^ 


Bierin  ist  r  zu  belassen  und  statt  q  allmälig  m— - r+1,  m— r+2,....m 
zu  setzen.  Die  Exponenten  von  x  im  ersten  Gliede,  von  x  und  t/ 
im  zweiten  Gliede,  von  x,  y,  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden 
die  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele- 
menten 0,  1,2,  ....q — r  zur  ersten  Classe  im  ersten  Gliede, 
aus  den  Elementen  0, 1,  2, ....  q  —  2r  zur  zweiten  Classe  im  zwei* 
ten  Gliede,  aus  den  Elementen  0,  1,  2,  ....y— 3r  zur  dritten 
Classe  im  dritten  Gliede  u.  s.w.  Die  Reihe  bricht  ab,'  wenu  der 
Exponent  von  9  negativ  werden  sollte. 
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Bestimmt  man  hiernach  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  vorkommt,  so  hat  man  aas 
(24)  fär  m  =  6  und  r=.3: 

Aas  (25),  wenn  man  der  Reihe  nach  q=i,  5,  6,  dann  r=3  und 
für  x  und  y  die  oben  angegebenen  Werthe  setzt: 

'P[l>,  2« 9»]«.jp^=10(9.9  +  9.3.8)=2970, 

'P[\*,  2»,....9»]».-J  =  5.(9.9»  +  9.3.8.9+9.6.8»]  =  30645, 

'P[\*,  2» 9»]«=9*  +  9.3.8.9«+9.6.8«.9+9.10.8»— 9.8.|~5 

=  100521. 

Hiernach  ist  die  fragliche  Anzahl 

A = 7704 + 2970 + 30645 + 100521 = 141840, 

wie  oben  §.  9.  angegeben  wurde. 

'  Untersucht  man  nach  dieser  Methode  die  Zahleo,  die  einer 
bestimmten  Classe  zugehören,  z.  B.  die  siebenstelligen  Zah- 
len, so  erhSlt  man  Folgendes: 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eioe  Ziffer 
wenigstens  zweimal  erscheint,  ist  nach  §.  5. 

Z)m= 8455680; 

die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  wenig- 
stens dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  nach  (24)  und  (25)  für 
m=7,  r=3: 

M = (6),  9«  +  (6)49»  +  (6),  9«  +  (6),  9 = 142650 , 
J1=j^|'P[l»,2»,....9»]8=15[9.9«+9.3.8.9+9.6.8*]=91935J 

Ai=  % 'P[V,  2», .... 9»]«=6[9 .9»+9.3.8.9>+96.8a.9+9.10.8»-9.8. 10] 

=  603126, 

J,='JP[l»,2»,....9s]r=9.9*  +  9.3.8.9»  +  9.6.8».9a+9.10.8».tt 

+  9.15.8*-9.8.[10.9+15.8+3.7.15] 
=  1426329, 

ZV* =2264040. 
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Die  Anzahl  aller  siebensifferigen  Zahlen,   worin  eine  Zil 
wenigstens  vie rraal  erscheint,  ist  aas  (24)  und  (25)  Air  as7,  r=3: 

ilf =(6)49»  +  (6)69» +(6),9=  11430. 
^,=j3^'P[l*,2*,....9*]«=20.9=180, 

^=j^|'/>[1«,  2«,....9<]»=15[9.9  +  9.4.8]=5535, 

4=j'P[l«,2*,....94]«  =  6[9.9»+9.4.8.9  +  9.10.8*]*=54486, 

4«='P[lV2V...9«]*  =  9.9»  +  9.4.8.9»+9.10.8».9  +  9.20.8« 

=  173889, 
Dj,4  =  245520. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
nigstens  fünfmal  erscheint,  ist  fiir  ra=7,  r=6; 

Ä=(6)69»  +  (6),.9  =  495, 

Ai =p|'i>[l», 2», .... 9»]»=  18.9=  135, 

J,=6.'P[1«,  2»,  ....9«]«=6[9.9  +  9.5.8]=2646, 

J8='/»[l»,2«,....9«f  =  9. 9»+9. 5.8. 9  +  9. 15.8»=  12609, 

Z>r,6= 15885. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
nigstens  sechsmal  erscheint,   ist: 

j|f=(6)6.9  =  9, 

^,=6.'/»[l«,2«,....9«]«=6.9=54, 

4,='P[l«,2«,....9«f  =  9.9  +  9.6.8=513, 

D,«  =  576. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
siebenmal  wiederholt  erscheint,  ist 

Lßjtf  =  9. 

Hieraus  bestimmen  sich  nun  die  Anzahlen  aller  siebenstel- 
ligen Ziffern,  worin  eine  Ziffer  gerade  ein-,  zwei-,  drei-,....  sie- 
benmal erscheint  (nicht  mehr,  nicht  weniger),  und  man  erhält: 
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£,=.544320, 

£,=  Dr„-0T,s =8455680-2264040=6191640. 

Et-Dr^—  Z)T>4= 2264040-  245520  =2018520. 

«4=/^^— £^.„=245520  —15886     =229635. 

£,=jör,5— ^,4=)5885    —576        =15309, 

E6=Dr„ —1^=076       -9  =576,  * 

£,=£^,,-0      =9  _0  =9. 

Die  Saume  simmtlicher  Anzahlen  gibt 

S=zEt  +  £,+£»  +  .... -f- £7  =  9000000, 

wie  dien  sein  niuss,  und  es  bestätigt  sich  hierdurch  die  Richtig- 
keit* der  gemachten  Schlüsse. 

§•  II. 

Dm  die  unter  b)  §.9.  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  hat  mao, 
da  die  0  als  r-  und  Mehrfaches  keine  neu»  Gruppen  xuftbrt,  die 
Symbole 

P'(l,2,....9)«-',    P'(l, 2, .... 9)"»-'-1,  ....P' (1,2,.... 9)1 

nach  $.  3.  und  §.  4*  in  Bezug  auf  die  darin  vorkommenden  Ter* 
sehiedenen  Ziffern  zu  untersuchen.  Man  erhält,  wenn  man  m—r 
statt  m  in  (7)  setzt: 

(26)  Äm-r  =  [m-r  +  l]9-l  =  [10]m-r-l. 

Ferner  hat  man  die  Symbole 

P'(l,2f  ....9)~,  P'(l,2,....9)~- *,  P'(l,2,....9)«-«.... 

..../»'(lf2,....9)—N* 

auf  die  unter  sich  verschiedenen  Gruppen,  worin  irgend  ein  Ele- 
ment wenigstens  rmal  wiederholt  erscheint,  zu  untersuchen. 

Diess  geschieht  durch  die  in  diesem  Archive  (XV.  TheiL 
S.  287«)  angegebene  Formel,  und  man  hat: 

(27)  'C[i',  2",  *, .... »]ff=[qf-rfi Hg-r^ [8]9_Hl 

-  [?-2r+l]1  [8],-ar+^[?-2r]t[7]r^fa 
+  [^-3r  +  l]a[7]f-^i+[j-3r]a[6]^,H.a 
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Hierin  hat  man  bei  der  Anwendung  r  zu  belassen  und  statt  g  die 
Werthe  m  — r  +  1,    m — r+2,   m — r  +  3....I»  zu  setzen. 

Soll  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen  bestimmt  werden, 
welche  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden  und  worio 
eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  erscheint,  so  hat  man  m  =  6  und 
r=3  zu  setzen,   und  erhält  aus  (26): 

B*=    1.2.3        1==fcao- 
Aus  (27)  entsteht,  wenn  man  r=3  und  folglich  ?=4, 5,6  schreibt: 

4='C[1»,2» 9,14=TT  +  0=S:81' 

^='C[1«,2» 93]» =?j^  + 2.^4f=405, 

■  *  * 

Die  gesuchte  Anzahl  ist 

2*0,8  =  2154. 

Untersucht  man  auch  hier  nach  dieser  Methode  die  Zahlen, 
welche  einer  bestimmten  Gasse  zugehören,  z.  ß.  die  sieben- 
stelligen, so  erhält  man  fär  die  Anzahl  der  unter  sich  verschie- 
denen Zahlen,  worin  eine  Ziffer  siebenmal  Torkommt  ($:=s7, 
r=7): 

BT>7=z'ClV,V 9^=9; 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  sechsmal  erscheint  (m=7,  9=6,  7 
nnd  r  =  6),  aus  (26)  und  (27): 

B=¥-l=9, 

4r='C[l«,  2«,....9«]«=j  =  9, 

9   10        8  9 
^9='C[I«,  2« 9«]'=  =y-y+ 1.^=81, 

J?r„  =  99; 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  fünfmal  wiederholt  erscheint  (m=7, 
r  =  5,    9  =  5,  6,  7): 


M»   )     - 
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J,  =  'C[l*,  9«, . . . .  9^»=  9 , 

0   10      8  0 

^='C[1»,  2»,  ....9«J<»=x^  +  0  =  81. 
*F'C[1*,  2» 9^=^+2.^=405, 

2^=549. 

Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhalt  man: 

Ä7,4= 219  +  9  +  81  +  406  + 1485=2199, 
Bm  =  714  +  405  +  1449 + 4131  =6699 , 
£,„=2001  +2919+6399=11319, 
£,4=11439. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Anzahlen  aller  siebenstelligen  Zah- 
len, worin  eine  Ziffer  gerade  sieben-,  sechs-,  filnf -,...:  einmal 
erscheint  und  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden. 
Sie  sind 

* 

<?r=9, 

G^=jB7,^ — Z*r,r=90, 
G6=Br*— B7$t  =450  9 
C74=2*r,4-Är,4=1660, 
Gs  =  2^,s — 2^,4 = 4500 , 
G% = Bt9%  —  Bt* = 4620 , 
Gg=Bn—Bn%=UQ. 
Ihre  Summe  ist  11439 ,  wie  diese  sein  raass. 


{.  12. 

Die  unter  b)  §.  9.  aufgestellte  Aufgabe  kann  noch  auf  eine 
einfachere  und  folgende  Weise  gelost  werden. 

Bemerkt  man  n&mlich,  dass  bei  Darstellung  der  Gruppen  der 
Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  die  Anordnung  der 
Elemente  bei  der  Anschrift  keinen  Einfluss  auf  die  Gruppen  und 
ihre  Ansah!  übt  und  dass  sofort 
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ist,  weil  immer  dieselben  Gruppen  nur  mit  anderer  Anordnung 
der  Elemente  herausfliessen ,  so  kann  man  diese  Bemerkung  auf 
die  zehn  Zahlzeichen  anwenden  und  folgende  Anordnung: 

C'(l,  2,  3,. ...9,  0)» 
wählen. 

Werden  nun  unter  der  vorstehenden  Elementenanordnung  die 
Gruppen  (hier  mstellige  Zahlen,  die  sich  durch  verschiedene  Zif- 
fern unterscheiden)  gebildet,  so  entstehen  alle  möglichen  Grup- 
pen mit  Wiederholungen,  von  denen  nur  eine,  nämlich  diejenige, 
welche  0  in  der  mten  Dimension  föhrt,  als  nicht  zulässig  aasBfr» 
schliessen  ist.    Hiernach  hat  man  die  Gleichung: 

(28)  C'[l,2,3,....9,0]~=[10]w--1, 

welche  schon  oben,  (8)  §.  3.,  auf  anderem  Wege  aufgefunden  wurde 
und  die  Menge  der  mstelligen  Zahlen  angibt,  die  sich  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden. 

Wendet  man  nun  das  Gesagte  auf  Bestimmung  der  Anzahl 
aller  tnstelligen  Zahlen  an,  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern 
unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wiederholt 
erscheint,  so  leitet  sich  aas  der  in  diesem  Archiv  (XV.  TbeiL 
8.  287.)  angegebenen  Formel  folgende  ab: 

(29)  'C[V,2r,&, ....^,fr]«===[10],,K-r4 i  +  [m-r][9]Bi-rfi--l 

-  [ro  -  2r  +  1]  [9]„_4r+2  -  [m — 2r]2  [8]*-*^% 
+  [m-3r+l]2[8]^3l+3+[m-3r]s[7]lll-3r+, 


Für  r=l  geht  (29)  in  (28)  über,  wie  diess  sein  muss. 

Bestimmt  man  nun  aus  (29)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
nannten Mengen  der  siebenstelligen  Zahlen,  die  sich  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens 
einmal,  zweimal,....  siebenmal  vorkommt,  so  ist: 

ArflS'CP1,  2i,....9^0ir=[10]r-l  =  I1439, 

Br*='C[P,  2» 9«,  0*7=[10]6  +5[9]6-4[9]5-6[8k 

+  3L8]4  +  1.[7]4— 1  =  11319, 

2?r„  =  'C[P,  2»,  —  93>  03]r=['0j5+4[9]5-2[9]3-[81- 1=6699, 
^^='C[H,  2*,. _  9*, 0*f =[1014  +  3(9)4— 1=;2199.   . 
BVb  =  'C\\*t  2*,....  9»,0*]7=[10]3  +2[9],- 1=549, 
Ä^='C[l«,2«,....9«,0«]7=[10]ft  +  l[9]a-l=99, 

j^r*iG[iMrf....9r.(F]'s=io-is:g. 

Es  sind  dieselben  Mengen,  die  in  j.  11.  gefunden  wurden. 


Lindin  an:  Dt  tndiciU,  quibut  dUuäicmri  pouit ,  nmm  Sit  He.  467 

Die  in  $.  9.  angegebene  Methode  wurde  schon  im  XV»  Bande 
des  Archivs  roitgetheilt  und  ist  hier  nur  der  Vollstfindigkeit 
wegen  aufgenommen  worden. 

Mit  den  hier  angegebenen  Sitzen  lassen  sich  nun  auch  die 
Mengen  der  mstelligeo  Zahlen  angeben,  worin  eine  Ziffer  näch- 
stens mal  wiederholt  erscheint 

Die  hier  aufgeführten  Gesetze  finden  unmittelbar  ihre  Anwen- 
dung auf  Dezimalbrüche,  denn  die  Einreihung  der  0  geschieht  bei 
diesen  auf  die  umgekehrte  Weise,  wie  bei  den  ganzen  Zahlen,  und 
verliert  ihre  Bedeutung,  wenn  sie  den  Schloss  der  übrigen  Ziffern 
bilden  sollte. 


De  indiciis,  qaibns  dijndicari  possit,  neun  sit  7  aut 

factor  numeri  integri  dati. 

Anctore 

D1*.  Christiano  Fr.  Lindman, 

*  Leck  Strengo. 


TomoXXV.pag.17tt. seqq.  hujus  Archivi  Dom.  Reyer  de 
divisione  numerorum  per  Septem  disputavit,  in  quam  rem  ego  quo- 
que  olim  inqufewi.  Aliam  ac  D™  Reyer  regulam  Inveni,  quam 
hie  profero,  non  quod  regulam  divisione  ipsa  cemmodiorem  dari 
posse  existimem,  sed  quia  via,  qua  inventa  est,  attentione  non 
prorsus  indigna  videtur.  ' 

Sit  igitur 

T  =  anxn  +  On-iti*-1  +  c-»  x*~2 +....  +  ats  +  a». 
Consta! ,  hoc  polynomium,  per  x—k  divisum,  suppeditare  residuum 


468  Undman:   De  HuHdit,  quiöut  dijudicwrt  poitit,  mm  stt 

Rk=ajr+an-ik— x  +a*-%k— *  +  ....  +  axk  +  Oq 

et  quantitatem  x—~k  factorem  polynomii  T  esse  dod  posse,  nisi 
est  /?*=0.  Quod  8i  x  et  k  specialem  valorem  accipiant,  necesse 
dod  est,  Sit  Ä*:=0,  dammodo  Rh  factorem  4? — k  habest  Posito 
igitar  a?  =  10,  manifestum  est,  numerum  quemcunque,  cujus  notae 
sunt  er«,  au-i  cett.  (atque  ideo  an,  <z«-i ....  <10),  polynomio  T 
exbiberi.  Jam  posjto,  k= 1  aut  k=  —  1,  iuveniuntur  reguiae  cogni- 
tae,  quaruro  beneficio  cognoscere  licet»  sitoe  9  aat  11  factor  nu- 
meri  dalj 

W>a*  +  10"^o,.-i  +  ....+  10s»  +  Oo 

necne.  Sin  autem  jfc=3  et  jfc=  — 3  constituitur,  regulae  inveniun- 
tur  factorem  7  et  factorem  13  dignoscendi ,  quae  tarnen,  ut  nunc 
sunt,  manifesto  nulli  sunt  usui.    Itaque  aliae  quaerendae  sunt. 

Positis  radicibas  cubicis  imaginariis  unitatis  negativae  =  o,  ß 

.,             l+tV3      a      1  — tV3 
atque  ideo  «= — s — *    P211 — ö *   quum  Sit 

7=3*-3  +  l,    13  =  3»  +  3  +  l, 
liquet  esse 

7=(3-a)(3-fl,    13  =  (3  +  «)(3  +  0)=(-3-«)(-3-j&). 

Ut  ambae  regulae  simul  reperiantur,  residuum  Rk  prius  per  k—a, 
deinde  per  £— ?$  dividatur,  ubi,  divisione  facta,  littera  k  pries 
aequalis  3,  tum  aequalis  — 3  ponatur.     Prior  divisio  dat 

Rh 

£— -  =  an  *»-*  +  (o„a + o„-i)  *—*  +  (an  «2  +  on-i  a  +  0*-^)!?-*+:... 

a^,tt^>4■flw~lc^,-1  -r- ....  +  a1a-f  dp 
+  *=^ 

Si  baec  ezpressio  ulterius  per  k — ß  dividitur  et  ea  pars  quoti, 
quae  est  numerus  integer,  per  Q  designaiur,  reperimus 

(*-«)(*-«- W+  (Ä-a)(A-/J) 

.  o.  P»-1  -f  ([«.<»  +  c-i))?''-H.-+(g»««^-'+-v+q«)<?+aii«"-1+—+ai 

+ k=ß 

Hae  fractiones  =  r*  ponantur  et  ad  eundem  denominatorem  redu- 
cantur.  Congestis  deinde  terminis,  in  quibus  a  eundem  habet  in- 
,  beotficio  tbeorejnati*  cogoiti 
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«P-1  +  tiP~*ß  +  «P-*0»  +  . . . .  apP-«  f  ßp-i=i  *^J* 
reperitur 


1                        ,  *Z*     <&—ß*        flP^"      «P-1  —  0P-1, 
r*  =  71 wT — ä\  [«b  +  *  S   er. p aß  S  ap 5 — 1. 


P=i 
Quam  vero  sit 

«  =  — 5— =Co«3+tSiii3,  /?  =  — 2  — =Co8j-ISinj,  t. 


liqaet  esse 


«•» 


qaamobrem  invenitur 

1  P=i.     ASiojij— Sin(p  — l)j- 

^=^^A.  +  lK+fl«P — - -]. 

Sin  3 

Tel,  quia  est 

JfeSinpj — Sin(p  — 1)3 

o>.- =  Oo#    si  est  p  =  0, 

Sinj 

1        p=»      *SinpJ— Sin(p-l)j 

Manifestum  est,  ralorem  absolutem  qoantitatis  r*  namerum 
integrum  esse  oportere,  si  *•— A  +  l  factor  nuraeri  Tesse'ßö- 
terit  Functiones  goniometricae,  quae  in  formula  inventa  ihsunt, 
eam  paene  inutilem  reddere  yideotar.  Quam  vero  consideramus, 
esse 

*  *  *         * 

ASinp£-Sln(p— 1)£ 

*  -  =  1(—  1)»,         «iestp=3m, 


1  1  ■     ■ 


Sin£ 


W 


»9 


=  *(— 1)»,  „    „   „=3m+l, 

.  =(ife— 1)(— 1)-,  „    „    „=3m+2, 


470  Lindman:  DeHtdicHs,  gut***  dijudicart  penii,  mm  stieic. 
melior  regula  reperitur.    Posito  jam  £=3,  evadit  A* — A+ 1=7  et 

,=n3SinpJ-Sin(p--l)£ 

S =1.(00—0, +  0e— etc.) 

*=°  Sioj 

+  3.  (©!  — o4  +  07  —  etc.) 

+  2.(09—05  +  *«— etc.). 
# 
Itaque  numerus    datus   a  deztra  parte   ad    sinistram  in   classes 
triam  notarani  d isper tiatar.     Ultima  classis  unam,    dnas  vel  tre» 
notas  habere  potest.    »Sit 

T=  1331 7191157035. 

Samma  nuper  allata  fit 

=  l.(5-7+9-l)+3.(3-5+  1-3)  +  2.(0-1  +7-3) 
=  1.6—3.4  +  2.3=0 

atque  ideo  est  numerus  datus  per  Septem  sine  residuo  divisibilis. 
Posito  deoique  A=— 3,  fit  **— £+1  =  13  et 

* 

pJn     -3Stoj>  J-  Si»(p-1)  | 

S  dp =  1.00—3.(0!—  04+07—  etc.) 

»-0  SioJ 

— 4 .  (oa — o5+o8— etc.) 
— 1 .  (o8 — a6-\-a9 — etc.). 

Nunc  numerus  datus  in  classes  quoque  dispettiatur  eodem  modo 
atque  antea,  nisi  quod  nota  penultima  fit  prima  nota  classis  primae. 
Sit  numerus  datus 

=s[119[OlO|095|5e4|8. 
Summa,   de  qua  nunc  agirur,   est 

=  K»^3.(4-5+0-9)-4.(6-8+l-l)-l.(5-fl+0-»l) 
=  1.8  +  3.10  +  4.3+1.2=52. 

Sequitur,  ut  13  sit  factor  mrateri  dati. 
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*■ » •  » 


De  08U  coordinataram  polarium  in  qaadratara  curvarum. 
Snpplementum  quoddam  librorum  de  calculo  integralL 

Auetore 
Dre.  Christiano  Fr.  Lindman, 

i 

Lect.   Strengo. 


Quamquam  multa  genera  coordinatarum  excogitari  possunt, 
rectilinearum  tarnen,  interque  eas  orthogonalium,  atque  polarium 
usus  est  frequentissimus.  Utrumque  genas  sua  habet  commoda, 
ita  ut  propositum  quoddam  nunc  hoc,  nunc  illo  genere  utendo 
facilius  assequi  liceat.  In  planis  curvis  quadrandis  utrumque  saepe 
genus  aeque  commode  potest  adhiberi,  interdum  vero  ususalterius 
commodior  est.  Verum  quidem  est,  superficiem  sectoris  ope  coor- 
dinatarum polarium  inveniri,  segmenti  autem  coordinatis  orthogo- 
oalibus,  qua  tarnen  sola  re  decernendum  non  est,  utrum  genus 
coordinatarum  praecipue  adhibendum  sit,  quia  saepe  usu  venit, 
ut  coordinatae  polares  super Gciem  segmenti  commodius  exhibeant, 
dummodo  triangulum  addatur  vel  subtrahatur.  Quum  vero  utraque 
ratio  eandem  affert  utilitatem,  ea  niminim  eligenda  est»  oujua  usus 
minimum  affert  laborem,  id  quod  ex  aequatione  curvae  peadet* 
Omnes  scriptores  de  calculo  integrali  docent,  quae  formulae  hac 
in  re  adhifcendae  sint,  sed  coordinatas  orthogonales  eatenus  ante- 
ferre  videntur,  quoad  iis  saepiss  utantur  earumque  usum  pluribus 
ezeroplis  illustrent.  Quae  quum  ita  sint,  quidquara  nequeiis  pror- 
sos  inutile,  qui  calculum  integralem  discere  velint,  neque  prae- 
ceptoribus  ingratum,  qui  exempla  qualiacumque  accipiant,  facturus 
nibi  visus  sum,  si  usnra  utriusque  generis  coordinatarum  in  cur* 
vis  quibusdam  algebraicis  quadrandis  inter  se  conferaro,  praeser* 
tim  quum  occasio  ita  praebeatur  agendi  de  integralibus  quibusdam, 
quorum  mentio  jam  antea  (Tom.  XXIII.  pag.  446.)  facta  «st 


472  Lind  man:  De  utu  coerdtnatantm  yolarium  im  guadratmra 

I.    Si  quis  eam  curvam,  quam  Folium  Cartesii  vocant,  qua- 
drare  vult,  magoa  inde  exsistit  molestia,  quod  aequatio  hujus  currae 

x*  +  y*=zaxy (1) 

tertii  est  gradus.  Facile  intelligitur,  formulam  usitatam  sine  idonea 
substitutione  adhiberi  non  posse.  Qauin  vero  meliorem  reperire 
non  possum,  quam  qua  usus  est  Moll  weide  in  Lexico  Klöge- 
liano  (Tora.  IV.  pag.  123.),  ad  hoc  opus  lectorera  delegans  usum 
tantura  coordinatarum  in  hac  curva  quadranda  ostendere  conabor. 
Positis  igitur 

y*fsrSin<p9    xssrCoso;, 

m 

aequatio  (I)  in  aeqaationem  simplicem 


. .  i 


gSinyCosy 
r""SinV  +  CosV W 


rautatur.    Sector  igitur  quidam  (=Sy)  aequatione 

x  P  9  a»    P 9    S\n*<pCo8*q>d<p 

S9-*J       ™<P=2J       (SinV+ColV)"2 

o  o 

datur.    Divisione  per  Cos6q>  supra  et  iufra  facta,  evadit 

_«»  r 9  tgty     d(p 

Ä*~  2J       (1  +  tgWCosV 


positaque  tgV  =  2> 


o«  /*  tg»*     dz         q»      tg»y  . 

**-6j  (l  +  *)a~6*l  +  tgV    '    '    W 


■9 


Superficies  totius  ovalis  ponendo  g>=o  reperitur  =  -zr«  Sin  au- 
teln superficies  a  corva  et  ordinata  quadam  et  axi  abscissarunt 
terninata  quaeritur,  sector  a  triangulo 

1  **«•      r        — a%       Sin  »y  Cos  V         aa        tggy 

=  2  Sin9>Co*9>-  2  '(SinV+CosV)*^  2  *(l+tgs<p)* 

*        J         •  ■ 

tantisper   subtrahatur,    dura   sit  tgg>^  VI  ▼©!  de  parte  curvae  in 

axin  abscissarum  convexa  agatur.     Quod  si  quaeritur  segntentum 

n 
a  parte  concava  terminatum,  ponendum  est  «r— qp  pro  qp  rel  angull 

■t  * 

numerandi  sunt  ab  axi  ordinatarum,  quo.  fit 


Ä|-r~«    1  +  Cotty-FITtgV 

cui  denique  addendum  est  trianguhun.  Facillime  perspicitur,  quo» 
modo  sumendus  sit  angulus  q>,  quando  segmenta  ab  infinitis  cur* 
Va£  rarnfs  terminal*  quaerontur. 

H.    Apud  Moigno*)  proponitur  corva,  cujus  aequatio  est 

^-96ay+100<Ara-- **=<>.     ....    (4) 

Positis 

y  =  rSinqp,    arzzrCosqp, 

prodit  aequatio 

r»(Co8*9  -  Sin  V)  =  4a2(25Cos V— 24Sin»9)) 
*•!•  fatraulis  gonioraetrici»  notissimi* 


•\ 


•■="*■+ ist <5) 


tau)**  invepitur 


9t  9t 


=49*»fo-9>I)  +  ^ll        ):  x    I  ••    •    («) 


E  figura  (Tide  Moigno)  patet,  snper6ciem  partis  6nitae  inveniri, 

si  in  integral!  per  4  multiplieato  ponitur  tp^  =  —  et  arcu;  ^  datur 

ia  ralor,    quem   habet  cp,    quando  est  rc=0.     Pofeite    igitur   In 
aequatioue  (5)  r=:0,    babebimus 

■  .  -      i .        ■  • 

uW  signum  superius  adbibendum  est.    Itaque  est 


•  i  i 


'i"."i 


2 

9P1  =  ArcCos^  V6, 


nt>.  Are  Cos  sölito  modo  deslgnat  arcuro  minimum,   cujus  Cosinus 
sit  =äV6.    Ita  invenitur  superficies  (^4)  totius  partis  finitae 

A  =  4a*J49  ArcSin*  V6  + 1(5— 21/6)] 


=  4a*[49ArcCos^  +1(5-2V6)]. 


•)  Le^ooi  de  Calc.  Diff.  et  Integr.  Paris  1840.  Tom.  I.  p.  222. 
Theil  XXVL  ^ 


474  Lindmun:    Be  usu  coordinatarvm  poimtium  t*  gmukafura 

Segmenta  partia  finita*  ut  exemplo  prior«  reperiuntur.  St  sectore» 
ab  infinitis  ramis  terminati  quaeruntur,  aftgulus  q>  iotra  limites  0 

2 
et  Are  Cos  «Vö  somatur.    Segroeota  facile  inveoiri  posaunt 

■ 

Eandem  superficiem  coordinatis  rectilineis  utentes  determinare 
conabimur.    Ex  aequatione  (4)  invenitur  .    . 

y  =  ±  ^480*1  ^2304a*—  **(l00u*— *»), 
quae  tarnen  expressio  usu  formulae  cognitae 

in  formam  concinnioreih  redigi  non  potest,  quia  a*  —  'ß  non  est 
qaadratum.  Nihilosecius  formüla  illa  eo  utilis  est,  quod^op«  ejss 
qaaotitas   sab  signo  radiculi   simplicior   fit.    Enimvero  habebimos 

Priraum  omnium  dijadicandam ,  quomodn^jgnasiimere  oporteat. 
Quoniam  superficies  quaesita  respectu  axium  aequalis  est  et  con- 
gruens,  satis  est  positivos  tan  tum  coordinatarum  valores  conside- 
rare.  Sequitur  ut  Signum  superius  extra  uncos  adbibendtim  sit. 
De  signis  inter  radicales  nunc  decernendum  est.  Aequatione  (4) 
differentianda  reperitur 

dy  _  x(x*-50a*) 
dx  ~~  y(y*  -  48«a) ' 

unde*  patet,  taogentero  curvae  esse  horizontalem  In  doobus  punctis, 
quorum  coordinatae sunt  a;  =  0t  y=;4;4aV6/et  verticalem  in  acte 
punctis,  quorum  coordinatas  dedit  Moigno,  praetereaque  in  duo- 
bus punctis,  quae  Moigno  oblitus  est  et  quorum  coordinatae  sunt 
x=J:10a,  y  =  0.  Ex  bis  decem  punctis  quattuor,  quorum  coor- 
dinatae sunt  a:=6a,  y=  +  4aV3,  or=— 6nt  y=:fc4öV3*»  Sita 
sunt  in  ea  curvae  parte,  de  qua  nunc  agitur.  Hinc  intelligitur, 
valores  ipsius  y  intra  limites  0  et  Aa  t/6  (inclus.)  et  valores  ipsius 
x  intra  limites  0  et  6a  (inclus.)  contineri.  Jam  facile  perspicitur, 
omoes  valores  ipsius  y  a  nihilo  usque  ad  4a  t/3  expressione 

y, = y  24o» + J  V  100a»-*»-  y  24a»- J  V  100a*-*» 
•xhiberi,  omnes  autem  valores  a  iaVZ  usqne  ad  4a  V6  expressione 

Ä  =  \ 24a«+|  ^lOOa«-*»  +  \ 24a«-  |V  100a»-*». 


curtaruM.   SuppUau  guoääam  ttörorum  de  caicuto  ttuejrmH.  475 
Si  quaeritur  eadem  superficies  (=  Ä)   attja*  antea,    inreiritur' 

^Af*fa-*)to^%f*te^^-%VWW~*.    (7) 

0  o 

Posito  jam 

prodit 

a-=V25a*  +  2«i±Vr25a*-2az, 

quia  positivorum  tantaro  valoruro  ratio  habenda  est  Etiamnunc 
ambigitur,  utrum  Signum  inter  radicales  somendum  sit.    Maximum 

rotoetionie  x  VMJQa*--  x%  est  =  50a*  et  loeum  habet»  quando  est 

4r  =  5aV2  vel  *  =  V  100a«— a:*  Limites  autem  integral!«  (7) 
sunt  ar  =  0,  o?  =  6a,  quorum  uterque  minor  est  quam  6aV2> 
Valot  igitur  factoris  afterius  semper  est  major  quam  ßa V2.    Jan 

sl  factores  x  et  VlOOa*— a:*  eruot  permutati,  iidem  valores  atque 

ante*  invenientur«  Quoniam  vero  est  V  lüOa* — a;*>  x  pro  omni- 
hus  valoribus,  quibus  nunc  atendum  est,  sequitar,  ut  sumi  debeat 


x-  V;2Ö€i*+2«x—  V26«*— 2ns. 

Limites  fiunt  iäO,  *  =  12«  et 

••  • 

,   '  ndz  .  örfx 

VMo*  +  2ox     V25o»-2oi 
HU  in  «equatiooe  (7)  subntitutis  evadit 


<=*[/"'*V^+/'WiE|J 


o 

Posito 


V 


24a— 2* 
25a  +  2x  —  "• 

babebimus 

_a   24 -25t«»  49fitafa 

*~2'    1  +  u*    f    Ä  — ""(1  +  iiV 

2 
Limites  i  =  0,   %  =  12a. , transeunt  in  u=gi/6,  u=0  resp.,  qui- 
bus permutatis  evadit 


/«•     a/24a-2x     An    P\«*  u*du         Ä     yÄi49aA     ,  J   _Ä 


4ZS  Lin4wiQ*:  De  utu  eeardinatarum  polarem  in  qumäraMua 
Eodem  raQdcrepef'rtar  <i 


i      «.»»v;      •<      !        !•■••      •     •  i      ••  '*••     »  * 


o  o 

Summa  horum  integraliura  per  80  multiplicata  dat  ' 

^  =  4a»|49Arctg|v6  +  l(5— 2V6)|. 

^  2  6  ' 

Quum  vero  sit  Arctgg:  v6=ArcCos«,  valor  superficiei  idem  est 

atyue  aotea,  sed  multo  majore  labore  inventus.  ...-",, 

3tn  atitem  quaererotur  superficies  (^B)  a  patte?  curvae  coa- 
cava  et  ordtaata  quadam  et  azi  absciasafnin  termuiata,  haberemua 


oft*  fest  &t.^  6a.    Fädle  apparet,  qaäm  lata  et  mdli&ta  compHtafl* 

inde  sit  oritura.  flic  tarnen  spatium  oon  detur  hiiic  computationi, 
quippe  quam  parvi  referat  ulterius  parsequi. 

III.    Alia  apud  Moigno*)  oecurrit  cuira,  cujus  aequatio  esf 

y4  +  2a:ay»+ar4— 6a.T#*— 2<w8  +  cAr*  =  0.    .    .    (8) 

Ut  haec  curva  ope  coordinatarum  polariujn  quadretur,  ponatur 
y=zrCo8(p,  d?  =  rSiug?f  quo  facto  aequatio  (8)  transit  in 

ra— 2orSin(p(l+2Cosa9)  +  o*Sin»(p  =  0.    .    .    (9) 

Etiamsi  haec  aequatie  non  aeque  simplex  ait,  quam  quae  *priore 
exemplo  inventa  est,  superficies  tarnen  quaesita  baud  difliculter 
cognoscere  licet    Aequatione  (9)  soluta,  prodeunt  aequationes 

r'  =  aSin(p{l  +  2Cosag5  +  2Co«^\^l  +  Co8»g5|, 
r"  =  aSina>tl  +  2CosV— 2Cosa>Vl  +  Co82g>). 


.  ..,1 


Ut  facillime  perspteitur,  iile  valor  carvam  exteriorem,  hie  interio- 
rem    competit.      Superficies   sectoris   cujusdam,    quando    angulus 

setforitt  eat  =  9^  (<pt  ^5) ,  eibitoetar  fbrmulis  ,        .  i 

f)  1.  c.  nag»  225.  Terminu*  tarnen  ultimuc  apud, Moigno  e«t  26*£*. 
$uam  Vera ,  aueterre  Moigno,  pactum,  enjae  coordtnaiae  fpol  x  =  k 
ff  =  0,    tit  punctum  duplex,    terminu«  ultimut  tit  flÄi" ,   neceue  c*t  ,/ 
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o  o 

•  II  i  i  * »  / 1 : .       ii;;     ' /*fh  _  ■  L   ■  ''  *'  ..'  ;>*    »i  *■■■■■  im.* 

+  2a*y     '  Sin »9  Cos  91*9 (1  +2Cos*g>)V  l+Co»V       .;.„, 
.  .  .     o 


O  O 


— 2o*  /   f  *  Sin«9>Cosg)rfVl(l  +2Cos»\f  1+CoiV- 

Jam  vero  est 

j  9lainV(l+8Cos«9  +  8Cas.*9)J9 


!■■   ■     .1        ..      i  i-*" 


1  1 

=  2^  —  g  {Sin 3*1 +3 Sin 4^  +  ^  Siir«#  J. 

Integrali  posteriore  ponatur  Sing?=V2Sintf;,  quo  facto  evadit 

i* 

1  Sin  «9  Cos  91*9(1  +2Cos*9)  Vl  +  Cos»9 


0 


■  ; 


1  ShityCos»y(3— 4Sin  V)<*W 


o 

Sinm 

uM  est  tyi& KTc8\n~*r~>»    FacHHroe  perspicitur  t*s*  '     -     •  ■»»• 

/9x  Sin  «9  Cos  ydip  (1  +  2  Cos  »9)  VT+Cos^i 
'  •■- 

Sin  *1(>  Cos  tyrfi(>  —  I         Sin  *^  Cos  *if«ty  | 

i  .         ')     =  f  -U*k  +%$m**trT£i».4fih!- 1 Stopft.).,      :„      „  ,. 
ltaqne  est  '"      '" 


nbi  Signum  Soperios  est  sectojis  £y/,  tnferfns  &ct0fi*  /*Sjp,w.    Si 
ex.  gr.  est  91=0  ideoque  ^,=-7,   reperitur 
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Superficies  segmenti  cujusdam  ut  io  exemplth  priino  inveniri 
potest.  *  '■'•  ■■*-•••''■        v  -«'    * 

Usus  coordinatarum  orthogonaliam  hoc  loco  satis  facilis  et 
coiQDiodos^  siaj?  <j,u<)^  ^fabree  jpsius  y  inter  ae  accuratfus  diatin- 
guendi  sunt.    Aequatione  (8)  solvenda  habcbinius 

^y =±  \ x@a—>x)  j^x  V"(3a— x)%  --  (ar-ro)*, 

trade  liquet,  qaantitatem  x  valores  negativos  non  admittere.  Quia 
vero  opus  non  est  nisi  valores  positivos  ipsius  y  respicere ,  pooatur 

y=  V*(3a— x)±x  V(3a  —  x)*  —  (x  -  «)*. 

Qaantitas  ista  radicalis  in  duas  radiees  slmpllces  transformari  pot- 
est   Ita  ioveoitur 

ffi  F=  V^ffa— x)  +  Vai, 

ya  =  V  ar (2a —  ;r) — \Tax9  si  est  #^a» 

•  *  '  ■       -       ■ 

«3  =  Va# —  \fx(2a — a:),  si  est  x^_a. 

Ex  bis  valoribus  ya  competit  curvam  interiorem.  Valores  ylf  y, 
sunt  curvae  exterioris,  yx  partis  concavae,  yz  partis  convexae. 
Docta  igitur  per  punctum,    cujus  coerdinatne  suut  y  =  0,   x=xt 

(^l  — a)>  recta  axi  ordinatarum  parallela  positaque  =  ^4  superficie, 

quae  ab  bac  recta  et  axi  abscissanini  et  parte  quadam  curvae  ia- 
terioris  continetur,    habebimus 

y^dx—j       dxSj  x(la  —  x)—  Vaf       Vxdx 
o  o  o 

=  -y  Are  Cos — (a— .Ti)  Va:i  (2a— x^)—  tj  drt  Vaa?! 

atque  ideo,  posita  xx~a>  totam  superßeiem  inferiorem  =sa*(  j  —  a  y 

ut  antea. 

Jana  vero  si  posuerirous  superficies»  ab  iisdera  rectis  et  parte 
quadam  curvae  exterioris  coneava.  terminataui  =,Ai9  inveniemus 

Ax=  f*1  yi4*=f  *ldx\/  x(2a-x)  +  >TäC  "%dx  Vx' 


i»  ••  o 


=  ^  ArcCbs^-^—  \(a-*dV*i (2fr-^>  +  |«j Väx^  : 


quae,  posita  xx  =  o,'  transit  int 


■  r 


M  I    ■  ■  .  1  ,   V      1  -.  ■ 
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S+l-!-*(5+S)* 


Segraentum  a  parte  convexa,  axi  abscissaram  et  ordioata,  quadam 
inciasuiu  facillime  reperitur. 

IV.    Apud,  Mo  ig  do  occurrii  eurra',   cujus  aeqaatio  est 

^—^  +  26^=0 (10) 

Positis   y  =  rSin  q>,    x  =  r  Cos  9  invenitur 

Quando  agitur  de   ramo,    qui  supra  axin  abscissarum  jacet 

(J>9^oY  evadit 

o  o 

vel,  qoonSam  est 

o  o  o  o  •  |S- 

7t  ••■;•-.. 

Sit  ex.  gr.  <P  =  ^   et  evadit 

%-SIW.&;|-SJ,W+*4-||.- 

Sector  a  ramis  sub  axi  abscissarum  terminatus  repermir,  si  an- 
gulus  q>  pohitur  negativus,  et  superficies  segmenti  inter  curvam  et 
ordinatam   et  axin  abscissarum   coniprehensi,    si  S9  a  triangulo 

=  tt  SiopCos<p=-T-CosagpS8n2ptg2g>  subtrahitur. 

Coordinatis  ortbogonalibus  utenti  computatro  fit  molestiof. 
Quantitas  x  ex  aequatione  (10)  quaerenda  est,    quoniam  aequatio 


*)  Qnia  «nperficiet  tota  ante*  inventa  e«t  rraM  -j*+  gl,  aequitnr, 

nt  «egmcp  tum ,  aaod  »bacindittir ,  ti  recta  per  panctom  (a?  is?ia ». » ff  =^=  0). 
axi  abtciMarom  perpendicnlari«  dqcitur,  tetnicjnwliun  adaeouel;  cnjap 
radiat  tit  r=a. 


4S0  Lindm*nr  DevsueoM>df*ntämmp6tartumi*w*dr*tiir*etc. 

respectu  hujus  quaotitätis  facUius  solvl  potest.     Si  positiv,  tan- 
tum    valores    quantitattun   variabilium   retjpiduntur,    ponenda    est 

&4s*^  Ay+ifVb*+yK-  Ja«  sit  Azs  superficies  a  corra  et  aari 
ordioatarum  et  recta  abscissarum  axi  paralteta  tentilnatae :   \nv*- 

n\emu8A±f*xdy=f*dy^by+y\f¥+p.  Posita y=  Atg*, 

evadit 

•  ■  ■  »   , .  *  .       .    .  ■ 

▼*t  ex;  na(U-fi»nt)i]IW.goiitoro«trici*  •  ■ .  i.i    < 


«  i  ■ « 


•  .:.* 


Alia  variabflfVpfd  l$ini^  introducta,   qma  tum  est 

cosi^=uvT+*~+^n="i~)  - 

invenitur 

j-1  *i  1   P %x  dl V«cTR  ,   /»»»'rfiVzä-^i 
"1""V2Jt/         (1-2»)*    V         (i-**)a    r 

„bi  est  *  =  ^_-=. 

Postqaam    qnantitates   sab   signo  /  soHto  modo  facta«* 
rationales,  reperitur 

*«dzV7(I+T)         (3*,—  J)VTT      .     1    ,  Vt+x^  +  V"3z7 


+  57Tol 


4(1—*)  ViT^    sv2  VT+^i  -  V^J 


/*.  AVi(1+j)_ 

»■ 

^,,,,l<i--&a  .  4(i+%).vt^  4v3ArcU>\V  ,  **  ,:. 

Sabstituto  valoreipsius  ix  et  reductionibns  qnibusdam  factis,  habebiajns 

:*'if.':i,M.      mr.JM4.-t|        .  ■  *.!)M'i  •■»  ;;  •;;     \{r-       •••in  » ;.u  •  • :.    /■-.     v.    .  r;-l,      ■  >.  : 

qttae  formula  adeo  est  implicita,   ot  dabitari  poesfit,   utann  mole* 
stiüs  sit,  eaite  adhibere  an  invenlre. 


•  i 
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literarischer  Bericht 


CIV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gauss  tum  Gedächtnis«.  Von  W.  Sartorius  v.  Wal- 
tershausen.    Leipzig.    Hirzel.    1856.    1  Thfr. 

Diese  historische  Skizze  des  grossen  Verblichenen  ist  mit. 
einer  Hingebung  und  einer  Wärme  des  Gefühls,  zugleich  mit  elfter 
so  grossen  Ueberzeugung  von  dem  unersetzlichen  Verloste,  weU 
eben  die  Wissenschaft  und  die  Georgia  Augusta  erlitten,  geschrie- 
ben, dass  dieselbe  jedes  fühlende  Herz  wahrhaft  ergreifeo  rouss, 
ganz  abgesehen  von  ihrem  natürlich  buchst  interessanten  Inhalte. 
Dieselbe  beabsichtigt  mehr  ein  allgemeines  Bild  des  unvergleich- 
lichen Mannes  zu  entwerfen,  als  seine  bewunderungswürdigen 
wissenschaftlichen  Endeckungen  in  einem  weiteren  Zusammenhange 
so  erfassen,  eine  Arbeit,  deren  Erfüllung,  wie  der  Herr  Verfas- 
ser in  der  Vorrede  sagt,  bald  im  vollsten  Umfange  von  einer  an~ 
deren  Seite  entsprochen  werden  wird;  sie  sucht  zugleich  schon 
jetzt  einer  heiligen,  frommen  Pflicht  zu  genügen  und  in  einer  Zeit, 
in  welcher  der  Schmerz  über  den  grossen  Verlust  noch  recht  leben- 
dig ist»  das  Andenken  an  den  Hingeschiedenen  frisch  in  der  Seele 
zu  bewahren.  Gerade  durch  diese  allgemeine  und  weniger  streng 
wissenschaftliche  Haltung  eignet  sich  die  Schrift  vorzüglich  auch 
fär  ein  grosseres  Publikum,  und  wir  folgen  nur  unserer  innersten 
Ueberzeugung,  wenn  wir  dieselbe  hier  zur  allgemeinsten  Beach- 
tung in  einem  möglichst  weiten  Kreise  dringend  empfehlen.  Auch 
wird  dieselbe  wesentlich  dazu  beitragen,  manche  unrichtige  An- 
sichten über  verschiedene  Ereignisse  in  Gauss's  Leben  zu  be* 
richtigen  und  diese  Ereignisse  in  ihr  richtiges  Licht  zu  steileo. 

TM.  XXVI.  Hf t  4.  4 


S  Literarischer  Bericht  CtV. 

Wir  müssen  uns  leider  versagen»  hier  eine  grössere  Anzahl  tob 
Auszügen  aas  der  in  allen  Beziehungen  sehr  interessanten  Schrift 
roitzut heilen,  «rollen  jedoch  nicht  unterlassen ,  Einiges  tob  den 
anzuführen,  was  der  Herr  Verfasser  über  das  religiöse  Bewusst- 
•ein  des  grossen  Mannes  sagt. 

„Dem  religiösen  Bewusstsein  von  Gauss  lag  ein  unersättlicher 
Durst  nach  Wahrheit  und  ein  tiefes»  sowohl  auf  geistige  wie  auf 
materielle  Gfitgr  sich  erstreckendes  Gerechtigkeitsgefühl  zu  Grunde. 
Diese  beideu  geistigen  Richtungen  unterstützten  sich  gegenseitig, 
bezeichneten  vornehmlich  seinen  Charakter  und  kamen  selbst  n 
den  kleinsten  Lebensverhältnissen  immer  wieder  anfs  Deutlichste 
zum  Vorschein.  Alles  und  Jedes  musste  von  ihm  mit  der  finster- 
sten Exactitudc,  mit  der  grussten  Gewissenhaftigkeit  ausgeführt 
werden.  Hatte  er  es  z.  B.  mit  einer  Beobachtung  zu  thun,  so 
suchte  er  in  ihr  zu  erreichen,  was  irgend  erreichbar  war;  führte 
er  eine  wissenschaftliche  Rechnung  aus,  so  gross  oder  so  klein 
sie  auch  sein  mochte,  sie  wurde  so  scharf  gefuhrt,  als  es  die 
Hülfsmittel  gestatteten;  hatte  er  sich  mit  Jemandem  in  Geldan- 
gelegenheiten  aus  einander  zu  setzen,  so  blieb  der  Bruchtheil  eines 
Pfennigs  gewiss  nicht  unberücksichtigt.  Gauss  zeigte  daher  den 
Grundtypus  eines  rechtschaffenen  Mannes;  seinen  Verpflichtungen 
in  8  ups  erster  Strenge  nachzukommen,  stand  bei  ihm  unerschüt- 
terlich fest.  Aber  auch  von  Andern  forderte  er  dieselbe  Recht- 
schaffen  hei  t,  die  er  selbst  auf  das  Gewissenhafteste  ausübte. 
Der,  welcher  es  gewagt  haben  würde,  auch  in  der  unbedeutend- 
sten Angelegenheit,  ihn  absichtlich  zu  hintergehen  oder  gegen 
ihn  nicht  durchaus  rechtschaffen  zu  verfahren,  wurde  ohne  Zwei- 
fel fär  alle  Zeit  seine  Achtung  und  sein  Vertrauen  verscherst 
haben.  Er  war  indess,  wahrscheinlich  durch  manche  Lebens- 
erfahrungen belehrt,  auf  seiner  Hut,  nicht  getäuscht  zu  werden, 
und  besass  jene  tiefe  Menschenkenntnis^,  welche  ihn  Korner  von 
Spreu  sogleich  unterscheiden  Hess." 

„Die  unerschütterliche  Idee  von  einer  persönlichen  Fortdauer 
nach  dem  Tode,  der  feste  Glaube  an  einen  letzten  Ordner  der 
Dinge,  an  einen  ewigen,  gerechten,  all  weisen,  allmächtigen  Gott» 
bildete  das  Fundament  seines  religiösen  Lebens,  das  in  Verbin- 
dung mit  seinen  unübertroffenen  wissenschaftlichen  Forschungen 
zu  einer  vollendeten  Harmonie  sich  aufgelost  hatte." 

„Er  selbst  sprach  sich  so  eines  Tages  aus:  „„Es  giebt  in 
dieser  Welt  einen  Genuss  des  Verstandes,  der  in  der  Wissen- 
schaft sich  befriedigt,  und  einen  Genuss  des  Herzens,  der  haupt- 
sächlich darin  besteht,  dass  die  Menschen  einander  die  Mühsale, 
die  Beschwerden  des  Lebens  sich  gegenseitig  erleichtern.    Ist  das 


Lfttrarftcher  tieritht  C/V.  :l 

aber  die  Aufgabe  des  höchsten  Wesens,  auf  gesonderten  Kugeln 
Geschöpfe  zu  erschaffen  und  sie,  um  ihnen  solchen  Genuas  /u 
bereiten,  80  oder  90  Jahre  eii  stiren  au  lassen,  so  iM  das  ein 
erbärmlicher  Plan""  (—das  Problei»  wäre,  wie  er  sich  ein  ande- 
res Mal  ausdrucke,  schofel  gelöst).  -  ,,.,Oh  die  Seele  80  Jahre 
oder  80  Millionen  Jahre  lebt,  wenn  sie  einmal  uniergehen  snll, 
an  ist  dieser  Zeitraum  doch  nur  eine  Galgenfrist.  Endlich  »lirrte 
eis  vorbei  sein  müssen.  Man  wild  daher  zu  der  Ansicht  gedriingt, 
für  die  ohne  eine  streng  wissenschaftliche  Begründung  so  vieles 
Andere  spricht,  dass  neben  dieser  materiellen  Welt  noch  eine 
andere  zweite  rein  geistige  Weltordnung  existirt,  mit  ebenso  viel 
Mannigfaltig^ eilen  als  die,  in  der  wir  leben  —  ihrer  sollen  wir  theil- 
baftig  werden.'"'  —  Dieses  himmlische  Bewusstsein  hat  seine 
Seele  getrankt  und  genährt  bis  zu  jener  stillen  Mitternacht,  in  der 
.«ein   Auge  sich   für  ewig  schloss." 

Absichtlich  haben  wir  dir;  religiöse  Seite  des  grössten  Mathe- 
matikers und  Naturforschers  der  neuesten  Zeit  hier  bestimmter 
hervorgehoben  und  stellen  sie  gegenüber  den  namentlich  für  die 
Jagend  leicht  so  verderblich  werden  könnenden  Ansiebten  einer 
gewissen  Klasse  heutiger  Naturforscher,  die  gegen  einen  Gauss 
npr  wie  Milben  gegen  den  Adler  erscheinen.  Wer  selbst  solch» 
Ansichten,  die  Gauss  im  Leben  leiteten  und  stärkten,  tief  in 
seinem  Busen  Iriigt,  wird  sich  durch  die  obige  kurze  Schilderung 
des  grossen  Mannes  in  seinem  Glauben  znar  nicht  noch  mehr 
gekräftigt  —  denn  der  Autoritäten  bedarf  das  wahrhaft  tiefe  reli- 
giöse Bewusstsein  wahrlich  nicht  —  aber  doch  in  allen  Beziehun- 
gen gehoben  fühlen,  namentlich  jener  Klasse  heutiger  Naturfor- 
scher.gegenüber,  -die  so  gern  das  Göttliche  und  Geistige  in  den 
Staub  ziehen  und  lediglich  an  die  Materie  ketten  möchten.  Da- 
her durfte  die  religiöse  Seite  des  «rossen  Mannes  in  einer  Zeit- 
schrift, wie  die  vorliegende,  welche  vorzüglich  auch  der  Förde- 
rung des  Jugendunterrichts  sich  widmet,  nicht  unberücksichtigt 
bleiben.  G. 


Mathematischer   und    physikalischer    Unterricht. 

Die  Leser  des  Archivs  werden  es  uns  gewiss  Dank  wissen, 
wenn  wir  ihnen  die  folgende,  aus  der  Augsburger  allgemeinen 
Zeitung  entlehnte  Notiz  mittheilen,  die  zu  interessant  ist,  als  dass 
sie  nicht  auch  in  einer  vorzüglich  der  Förderung  des  mathemati- 
schen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift  auf- 
bewahrt zu  werden   verdiente.     Unsere  Leser  »erden   ans  dieser 


I 


4  Uter arischer  Silicat  CIV. 

NoÖi  *in  von  de?  Kaiserlich  Osterreichischen  Regierung  in  Wtan 
errichtetes  Institut  naher  kennen  lernen»  welchen  aar  wahren  F8r* 
derung  des  phyeikallechen  Unterrichte  avf  allen  höheren  Lehran- 
stalten gewiee  angemein  viel  beitragen  wird,  and  zunächst  werden 
naaientlieb  die  Kaiserlich  österreichischen  Gymnasien,  Realecho- 
len  u.  s.  w.  ihrer  för  die  Forderung  aller  Unterrichtszweige  so  aehr 
besorgten  Regierang  gewiss  für  die  Errichtung  dieses  Instituts  den 
wärmsten  Dank  zollen,  so  wie  namentlich  auch  dafllr,  daas  die 
Leitung  dieses  Instituts  in  die  Hände  eines  dazu  in  allen  Bezie* 
hangen  ae  sehr  befähigten  and  auch  för  die  Förderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  mit  dem  wärmsten  Euer 
beseelten  Mannes,  wie  Herr  Regicrungsrath  v.  Ettingsbauseo 
ist,  gelegt  worden  ist  Aber  nicht  bloss  aus  dem  engeren  Kreise  der 
genannten  Lehranstalten  wird  der  Kaiserlich  österreichischen  Re- 
gierung dieser  Dank  gezollt  werden ,  sondern  überhaupt  von  Allen, 
denen  die  Förderung  des  genannten  Unterrichts  wahre  Herzens- 
sache ist  Das  Institut  spricht  zu  sehr  für  sich  selbst,  als  dass 
es  nöthig  wäre ,  darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  verlieren.        G. 

i 
Das  physikalische   Institut  in  Wien. 

(Ana  der  allgemeinen  Zeitung.     BeiInge  so  Kr.  142.    21.  Mai  1856.) 

Ein  längst  gefühlter  Mangel  des  deutschen  Gymnasialunter* 
richts  ist  dem  scharfen  Auge  des  österreichischen  Cultusministers 
Grafen  Thun  nicht  entgangen,  und  er  hat  darum  eine  Anstalt 
gegründet,  die  brauchbare  Gymnasiallehrer  der  Physik  erziehen 
soll,  und  diese  Anstalt  einem  Manne,  dem  Regierungsratb  von 
Ettingsbauseo,  zur  Leitung  übergeben,  der  mit  gleicher  Geber- 
legenheit  die  speculative,  wie  die  praktische  Physik  beherrscht, 
und  der, von  dem  eifrigsten  Streben  beseelt  ist,  die  höchsten  Ab- 
stractionen  der  mathematischen  Physik  in  ein  gemeinfassliches 
Gewand  zu  kleiden,  ohne  darum  der  Strenge  der  Methode  und 
der  Schärfe  des  Resultats  etwas  zu  vergeben.  Nach  den  Statu- 
ten, welche  aus  dem  Ministerium  hervorgegangen  sind,  soll  der 
künftige  Gymnasiallehrer  der  Physik  in  dieser  Anstalt  drei  Seme- 
ster verweilen,  um  dort  zu  lernen,  wie  man  einfache  Instrumente 
eigenhändig  darstellt,  wie  man  complicirte  Apparate  handhabt 
und  nach  ihrem  Werthe  prüft,  und  endlich  wie  man  eine  selbst- 
ständige Untersuchung  anzustellen  hat.  Indem  das  Statut  diese 
Anstalt  den  chemischen,  anatomischen  und  physiologischen  La- 
boratorien zur  Seite  stellt,  hat  es  dieselbe,  wenn  auch  nicht  mit 
übermässigen,  aber  immerhin  mit  reichen  Mitteln  ausgestattet,  ihr 
eine  mechanische  Werkstätte  und  eine  Sammlung  von  feinen  Appa- 
raten einverleibt,   und  dem  Vorstande  ausser  dem  notwendigen 
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Dien s (personal  «inen  Mechanikus  und  zwei  physikalische  Assisten- 
ten, von  denen  einer  mehr  Experimentator,  der  andere  mehr  Ma- 
thematiker ist,    beigegeben. 

Diese  Vorschriften  geben  nun  freilich  Zeugnis«  von  grosser 
Einsicht  und  eine  vortreffliche  Hinweisung  auf  das  Nothwendige, 
aber  sie  bezeichnen  schliesslich  doch  nur  die  Schwierigkeiten,  »eiche 
der  Vorstand  zu  überwinden  hat.  Hier  ist  es  nun  das  volle  Ver- 
dienst des  jetzigen  Directors  von  Ettingshausen,  das  fast 
Unglaubliche  möglich  gemacht  zu  buhen;  er  hält  der  Vorschrift 
gemäss  die  Studirenden  im  ersten  Semester  au,  sich  die  nöthige 
Geschicklichkeit  in  der  Behandlung  von  Holz,  Glas  und  Metall, 
auf  der  Dreh-,  Schleif-  und  Hobelbank,  vor  dem  Schraubstock, 
dem  Lüthofen  und  Klastische  zu  erwerben,  um  Thermometer, 
Barometer,  gläserne  Kugidapparate,  CyMnder  und  Kugeln  aus  Hnlz, 
Kasten  11.  s.  w.  darzustellen.  Bedenkt  man  die  ungeheure  Zahl 
von  Handgriffen,  welche  in  so  kurzer  Zeit  eingeübt  "erden  sol- 
len, so  wird  man  schwerlich  auf  ein  nur  etnigermassen  befriedi- 
gendes Resultat  gefasst  sein.  Betritt  man  aber  die  Werksta'tte 
und  überzeugt  sich  von  den  unglaulilich  raschen  Fortschritten  der 
Seminaristen,  so  lernt  man  ebenso  sehr  den  methodischen  Unter- 
richt, als  die  Lernbegierde  der  lebendig  angeregten  Schüler  be- 
wundern, und  man  nimmt  die  Uelierzeugung  mit,  dass  der  zu- 
kunftige Lehrer  seihst  unter  noch  so  beschränkten  Umständen  im 
Stande  sein  wird,  für  den  Vortrag  der  Physik  Anschauungsmit- 
tel zu  schaffen,  die  wenigstens  den  allerdringendsten  Anforderun- 
gen entsprechen. 

Das  zweite  Semester  dient  dazu,  die  gewöhnlichen  Schule*, 
perimeute  vorzuzeigen  und  einzuüben.  Hier  lernt  der  zukünftige 
Lehrer  die  Bedingungen  zum  Glücken  der  Versuche  und  zugleich 
die  einfuchsten  und  die  delicatesten  Mittel  der  physikalischen  Ex- 
perimcritirknnsl  durch  eigenen  Gebrauch  kennen.  Im  letzten  Cur- 
aus  erhalten  je  zwei  Schüler  die  Aufgabe,  irgend  eine  bedeu- 
tungsvolle, Nachdenken  und  Geschick  erfordernde  Arbeit  eines 
oder  mehrerer  grossen  Meister  der  Physik  zu  wiederholen,  wie 
z.  B.  den  Widerstand  flüssiger  Leiter,  die  Intensität  des  thermo- 
elektrisrhen  Stroms,  des  Erdmagnetismus,  die  ßrechungsexpo- 
«enteil  verschiedener  Lösungen  u.  s.  w.  zu  bestimmen,  nachdem 
sie  vorher  die  Prüfung  in  der  einschlägigen  Literatur  bestunden 
haben.  Um  endlich  den  Schlussstein  einzufügen,  halt  Herr  von 
Ettingshausen  unentgeltlich  Vorträge  über  die  Art  und  Weise, 
die  schwierigen  und  fundamentalen  Sätze  der  Mechanik  durch  so 
einfache  Mittel,  wie  sie  den  Gymnasiasten  zugänglich  sind,  zu 
beweisen  und  anschaulich  hinzustellen. 
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Möchte  diese  segensreiche  Anstalt  in  Oesterreich  nie  gerin- 
gere Anerkennung  und  Uulerstütiiung  finden,  als  ihr  jetzt  in  Titeil 
wird,  und  möchte,  was  nicht  minder  wünschenswert)!  ist,  diene 
indem  deutschen  Staaten  als  Muster  vorleuchten,  damit 
endlich  die  Mutter  aller  philosophischen  und  praktischen  Natur- 
wissenschaften zu  ihrer  vollen  Geltung  und  Ausbreitung  komme. 
Nicht  ohne  Bedeutung  Tür  den  aus  der  Anstalt  erwachsenden 
Nutzen  ist  es  wohl ,  dass  die  physikalischen  Entdeckungen  meist 
nicht  mit  prächtigen  Instrumenten,  sondern  mit  solchen  gemacht 
werdeu,    die  der  Forscher  sich  seihst  zusammenstückt. 


I*olygonnmetrie. 


it. 


Lehrbuch  der  ebenen  Polygonometrii 
eitungs- Wissenschaft  zu  den  Vorlesung 
ische  Geometrie  an  technischen  Institute 
on  Krusper,  supp  I  irendem  Professor  de 
atik    und    praktischen    Geometrie   an 


,  als  Vorbe- 
n  über  prak- 
vnn  Stephan 
höheren  Ma- 
der k.  k.   Ju- 


eephs-lndustrieschule  zu  Ofen.    Mit  27  In  den  Text  ge* 
druckten  Figuren  in  Holcschn.     Ofen.  Schröpfer.  1S56.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift  hat,  wie  ihr  Titel  schon 
besagt,  hauptsächlich  den  Zweck,  als  VorUereitungs -Wissenschaft 
zu  den  Vorlesungen  über  Geodäsie  zu  dienen,  dabei  aber  die  Po- 
lygonometrii 
zustellen  in 
>nd   Alle« 


selhstslnndige  Wissenschaft  dar- 
Darstellung  grösste  wissenschaftliche  Strenge 
i   erreichen,    zugleich    auch    die    allgemeinen 


Aufgaben  durch  eine  grössere  Anzahl  vollständig  durchgeführter 
numerischer  Heispiele  zu  erläutern.  Wir  glauben,  dass  der  Herr 
Verfasser  diese  Zwecke  recht  gut  erreicht  hat ,  und  empfehlen  die 
auf  nur  59  Seiten  manches  Lehrreiche  enthaltende  Schrift  daher 
zu  allgemeiner  Beachtung.  Die  verschiedenen  möglichen  Fälle 
bat  der  Herr  Verfasser  bei  den  einzelnen  Aufgaben  überall  sorg- 
fältig zu  unterscheiden  gesucht  und  einer  besonderen  Behandlung 
unterworfen.  Besonders  hingewiesen  verdient  noch  auf  den  zwei' 
ten  Abschnitt  zu  werden ,  "n  welchem  der  Herr  Verfasser  der 
praktischen  Anwendung  dadurch  einen  besonderen  Dienst  erweist, 
dass  er  mit  Hülfe  der  Differentialrechnung,  deren  Anwendung  ihm 
der  nächste  Zweck  seiner  Schrift  gestaltete,  da,  wie  er  in  der 
Vorrede  sagt,  „die  höhere  Mathematik  an  allen  technischen  Lehr- 
anstalten der  österreichischen  Monarchie  gelehrt,  au  der  k.  k. 
Josephs-Industrieschule  zu  Ufer»  aber  ausserdem  noch  als  ein  Vor- 
studium der  praktischen  Geometrie  angesehen  wird"  den  Einfluss 
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untersucht»  welchen  Fehler  in  den  Bestimmungsstücken  auf  die 
aus  denselben  gezogenen  Resultate  ausüben,  bei  welchen  Ent- 
wickelnden er  bis  zu  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  geht.  Eben 
so  verdient  endlich  auch  der  dritte  Abschnitt  nach  unserer  Mei- 
nung besondere  Beachtung,  weil  der  Herr  Verfasser  in  demselben 
die  Mittel  angiebt,  durch  welche  es  möglich  wird,  in  den  Daten 
begangene  gröbere  Fehler,  die  sich  dadurch  kund  geben,  dass 
aus  den  gegebenen  Stocken  gar  kein  Polygon  möglich  ist,  aufzu- 
finden und  zu  verbessern,  ohne  die  ganze  Messung  zu  wiederho- 
len, wobei  natürlich  auch  die  Coutrolmessungen  besonders  besprochen 
werden.  Man  wird  aus  diesen  kurzen  Angaben  ersehen,  dass  die 
Schrift  jedenfalls  besonders  ftir  Praktiker  lehrreich  ist  und  den- 
selben vorzugsweise  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 


Praktische  Mechanik. 

Die  Bestimmung  der  Form  und  Stärke  gewölbter 
Bogen  mit  Hülfe  der  hyperbolischen  Functionen.  Von 
Dr.  W.  Ligowski.  Besonderer  Abdruck  aus  der  Zeit- 
schrift für  Bauwesen.  Jahrgang  1854.  Verlag  von  Ernst 
und  Korn.     Berlin.    4. 

Die  Anzeige  dieser  verdienstlichen  Abhandlung,  die  aueh  ein 
«jin  mathematisches  Interesse  darbietet,  ist  durch  zufallige  Um- 
winde verzögert  worden,    indem  wir  dieselbe  jetzt  nachholen  und 
in  Folgenden  den  Hauptinhalt  angeben,  empfehlen   wir  dieselbe 
zu£eich  der  Beachtung,  namentlich  deshalb,    weil  sie  eine  An- 
wendung einer  interessanten  Theorie  der  reinen  Analysis,  näm- 
lich ler  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen,   auf  einen  wich- 
tigen Gegenstand  der  Mechanik  enthält  und  darin  ihr  Hauptverdienst 
leansruchen  darf.    Der  Hauptinhalt  ist  folgender:    §.  1.  Einlei- 
tung. Kurze    Theorie    der    hyperbolischen    Functionen.     (Durch 
l/orauischickung  dieser  Theorie  wird   das  Verständnis*  der  Ab- 
andluig  namentlich   für  Praktiker  wesentlich  erleichtert.)     §.  2. 
.nwerdungen   der  hyperbolischen  Functionen.     In  diesem  Para- 
aphen  giebt  der  Herr  Verfasser  mit  Hülfe  der  genannten  Func- 
jonen  eine  kurze  Untersuchung  über  die  Formen  und  Spannungen 
[er  nach  irgend  einem  Gesetze  belasteten  Ketten  und  Gewölbe.  — 
3.    Die   Gewölbe  nach  der  Theorie   von  Hagen.    In  diesem 
iragrapheu  folgt  der  Herr  Verfasser,    wie  er  selbst  sagt,    fast 
Ertlich  dem  Vortrage  von  Hagen,  und  ist  nur  in  der  Rechnung 
inen  eigenen  Weg  gegangen.  —  Angehängt  ist  eine  auch  in  rein 
(nathematischer  Beziehung  recht  verdienstliche  Tafel  der  hyper- 


/ 
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boJischea  Sinn*  —  MOge  der  Abhandlung  dit  verdiente  Beacb» 
tung  so  Theil  werden! 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wie».  Naeb  den 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  Öffentliche 
Konten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte,  o.  0.  Profeesor  der  Astronomie  an  der 
Wiener  Universität,  u.  s.  w.  Dritter  Folge  fünfter  Band. 
Jahrgang  1865.    Wien.  Wallisbauser.  1856.    8. 

Die  k.  k.  Sternwarte  in   Wien  fährt   in    ihren   Publicationen 
regelmassiger  fort  als  die  meisten  übrigen  astronomischen  Anstal- 
ten,  und  jeder  Band  bringt  einen  neuen  Schatz  von  Beobachtun- 
gen.   Dass  sich  der  Director  der  Sternwarte,  Herr  C.  v.  Littrow, 
durch  diese  so  regelmässigen  Publicationen  um  die  Wissenschaft 
fortwährend  sehr  verdient  macht,  ist  schon  so  oft  in  diesen  Ute* 
rarbeben  Berichten  hervorgehoben  worden,  dass  es  unnütz  sein 
wurde,  darüber  noch  weiter  ein  Wort  zu  verlieren;  ausserdem  ist 
es  ja  bekannt  und  anerkannt  genug,    dass  die  regelmässige  Ver- 
öffentlichung  der    Beobachtungen    seiner   Sternwarte,    namentlich 
aber  die  so  sehr  verdienstvolle  Herausgabe  von  Piazzl's  ßfork 
Cel este,  zu  welcher  im  IXten  Bande  der  Denkschriften  dermate- 
matisch  •  naturwissenschaftlichen  Klasse  der  kais.  dsterreichisoen 
Akademie  der  Wissenschaften  Nachträge  erschienen  sind  (i.  a. 
Literar.  Ber.  Nr.  XC1X.  S.  10.),    der    Astronomie   schon   mache 
schone    Frucht  getragen   hat   (m.  s.  z.  B.   die  schone  ArbeJ  von 
C.  A.  F.  Peters  Ober  die  eigene  Bewegung  des  Sriua 
In  den  astronom.  Nachr.  Thl.  XXXII.  S. 9.).    Der  vorlegende 
Band  der  „Annalen"   enthält  die  Beobachtungen  am  Mridlan- 
kreise  vom  4.  Februar  1841  bis  14.  October  1846.    Wegen  einiger 
Reparaturen  dienten  häufig  das  Cniversalinstmment  und  einStein- 
heil'sches  Mittagsrohr  mit  Fernrohr  in  der  Axe,    über  reiches 
letztere  die  Anstalt    durch   die    Güte   des  Eigenthflmers  dieses 
schonen  Instruments,  Sr.  Exe.  des  Herrn  Grafen  FranaCollo 
redo  -  Wallsee,    verfügte,    für  die  Zeitbestimmungen,  welche 
ihres  zu  speziellen  Interesses  wegen  in  den  Annalen  nicht  mltge- 
Iheilt  wurden.    Möge  die  Wiener  Sternwarte  mit  diesen  «o  aner 
kennungswerthen  regelmässigen  Publicationen  unausgesetzt   fort 
fahren;  der  Gewinn  für  die  Wissenschaft  wird  nicht  ausbleiben 
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